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Le  meryeillenx  que  les  anciens  croyaient  exis- 
ter dans  la  composition  des  carres  dits  magiques j 
a  été  l'origine  du  nom  qui  leur  fut  donné.  Les 
idées  superstitieuses  attachées  à  leur  prétendue 
rertu  dans  la  construction  des  talismans,  étaient 
le  résultat  de  la  doctrine  de  Pjthagore ,  et  des  fo- 
lies de  Fastrologie.  Les  principes  de  la  formation 
de  ces  carrés  étant  inconnus ,  on  attribua  à  ceux 
que  l'on  était  paryenu  à  composer,  des  qualités 
surnaturelles.  Chaque  planète  avait  son  carré  ma- 
gique. L'unité ,  qui  est  elle-même  son  carré ,  était 
le  symbole  de  la  divinité ,  à  cause  de  l'unité  de 
Dieu,  et  de  son  immutabilité. 

Le  carré  de  2  désignait  la  matière  imparfaite,  à 
raison  des  quatre  élémens,  et  de  l'impossibilité 
d'arranger  magiquement  ce  carré 3  il  est  le  seul, 
en  effet,  qui  ne  puisse  être  formé. 

Emmanuel  Moscopule,  auteur  grec  du  quator- 
zième siècle,  est  le  premier  qui  ait  écrit  sur  les 
cai»?s  magiques.  La  Bibliothèque  royale  possède 
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un  manuscrit  de  ce  Moscopule.  On  j  trouye  quel- 
ques formes  de  constructions,  mais  peu  étendues.' 
II  est  certain  qu'il  ne  considérait  pas  ces  carrés  en 
simple  mathématicien  9  mais  qu'il  leur  attribuait 
des  vertus  qu'Agrippa ,  bien  connu  par  l'accusa- 
tion de  magie,  dont  il  était  fortement  soupçonné, 
n'a  pas  manqué  de  yanter.  C'est  cet  Agrippa  qui 
a  considéré  comme  planétaires  les  carrés  de  3  à  9. 
Selon  lui  celui  de  3  appartenait  à  Saturne,  celui 
de  4  à  Jupiter.  Mars  ayait  le  carré  de  5  ;  le  Soleil, 
celui  de  6 }  Vénus,  celui  de  7;  Mercure,  celui  de  83 
et  enfin  la  Lune,  celui  de  9. 

Depuis  l'époque  où  yiyait  Agrippa ,  les  mathé^- 
maticiens ,  abandonnant  lés  chimères  des  astro« 
logues  et  des  soi-disant  devins ,  ont  fait  des  re- 
cherches sérieuses  sur  ces  carrés,  dignes  de  leurs 
investigations}  mais  tous  n'ont  pas  été  heureux 
dans  ces  recherches.  Les  uns  ont  été  rebutés  parce 
qu'ils  n'ont  rien  trouvé  de  satisfaisant  sur  les  car- 
rés pairs.  D'autres  n'ont  point  aperçu  d'utilité 
dans  ce  genre  d'application  des  mathématiques. 
Quelques-uns  sont  revenus  à  différentes  reprisei 
à  la  charge,  et  de  ce  nombre  est  Tillustrc  La  Hire. 

Montucla ,  dans  son  histoire  des  mathématiques, 
donne  la  nomenclature  des  auteurs  qui  ont  écrif 
sur  cette  matière.  Ils  ont  tous  été  consultés*    ' 
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Sachet  de  Mézériae.  Il  s'est  occupé  des  carra 
nagiques  d'après  l'idée  qu'il  en  arait  prise  dans 
Agrippa*  Mais  tout  son  trarail  roule  sur  les  carrés 
impairs ,  et  sa  méthode  est  très-circonscrite.  Il  ne 
pat  rien  trourer  qui  le  contentât  sur  les  carrés 
pain.  (  Problèmes  plaisans  et  délectables  qui  se 
font  par  les  nombres.  Lyon,  1613.) 

La  Etre  a  donné  ^  dans  le  cinquième  yolume  de 
rtneienne  collection  àes  Mémoires  de  V Académie, 
Tourrage  manuscrit  de  Frénicle  j  l'un  des  plus  il< 
lustres  mathématiciens  de  son  temps.  U  est  le  pre- 
mier gui  se  soit  occupé  d'enceintes ,  ce  qui  parut 
plus  difficile  que  les  carrés  simples  ^  mais  ce  qui 
est,  dans  le  fait,  plus  facile,  et  le  moyen  le  plus 
propre  à  faire  varier  la  formation  des  carrés  ma- 
giques. Année  1693. 

M.  Poignard j  chanoine  de  Bruxelles,  publia  en 
1703  un  livre  sur  ces  carrés,  auxquels  il  donna  le 
nom  de  sublimes.  Il  trouva  aussi  que  l'on  pouvait 
&ire  ce  genre  de  carrés  avec  des  progressions 
géométriques  et  harmoniques.  Son  ouvrage  est 
d'ailleurs  peu  étendu,  et  ne  peut  donner  une  idée 
complète  des  méthodes  qui  conviennent  à  l'arran- 
gement  des  carrés  magiques. 

^  Btre  donna  ensuite ,  en  deux  traités  séparés 
sur  les  carrés  impairs  et  pairs ,  insérés  dans  les 
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I>fiii»ir»>  de  t Académie j  année  1 705^  de  nouvelles 
wiiMfciètts  de  formation  des  carrés  magiques.  Il  les 
%vMi|NKM'  au  moyen  de  deux  carrés  simples.  Cette 
HMrUiMdr  est  très-ingénieuse,  et  a  quelque  rapport 
«we  le  mourement  composé,  mais  était  plus  diffi- 
cile à  trouYen  Ces  carrés  simples  ou  tableaux  sont, 

I  «n  re«hs  plus  convenables  aux  carrés  impairs 
U  ^u  aux  carrés  pairs.  Cet  auteur  est  bien  certaine- 
|;     «Ment  eelui  qui  a  le  plus  facilité  la  composition 

I I  ^  «iimte  magiques. 
Semeur j  dans  les  Mémoires  de  l'Académie^ 

«nnt^  1710,  a  travaillé  d'après  La  Uire;  mais 
mM  murage  est  diffus }  il  manque  de  démons- 
tmlioni  ;  ses  méthodes  rentrent  dans  les  formules 
plus  générales  connues  avant*  lui.  On  lui  doit  ce- 
pendant d*avoir  donné  l'idée  des  cubes  magiques, 
«les  eroix  et  châssis ,  quoique  d'une  manière  fort 
oliseurei  ot  en  peu  de  lignes.  Les  lettres  qu'il  a 
substituées  aux  nombres  n'apportent  pas  plus  de 
généralité  dans  ses  procéda;  son  mémoire  est 
d'ailleurs  presque  illisible  à  raison  de  la  multi- 
tude dVrreurs  dont  il  fourmille  ;  et,  il  faut  le  dire 
en  passant,  c'est  un  reproche  c[ue  l'on  peut  faire 
j^  la  majeure  partie  des  Mémoires  de  cette  inté- 
ressante et  curieuse  collection.  Il  est  à  regi:«tter 
qu  Vile  ait  été  aussi  peu  soignée,  et  que  les  auteurs 
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n'aient  pas  pris  hu  peine  de  surreiner  Fimpressioif 
de  leurs  ouyrages. 

D'Ons  en  Bray^  dans  les  Mémoires  de  VAcadé" 
miej  année  1750,  a  donné  quelque  chose  sur  les 
carrés  magiques  y  mais  son  traité  ne  contient  rien 
de  neuf; 

UaJUer  des  Ourmesj  conseiller  à  Rennes,  a 
aussi  mis  au  jour  un  petit  traité  des  carrés  ma- 
giques (Mémoires  des  saçans  étrangers j  tome  lY. 
Paris,  1763);  mais  ce  traité  ne  contient  que  quel- 
ques méthodes  expéditires  pour  faire  ces  carrés  : 
ce  ne  sont  que  des  applications  particulières  de 
procédés  plus  géhéraux. 

On  troure  encore  quelques  idées  sur  les  carrés 
magiques  dans  les  ouyrages  suiyans ,  qui  ne  valent 
pas  la  peine  d'être  consultés. 

yécta  Lipsiœj  particulièrement  en  l'année  1G8 6. 

Prestet  (Elémens  d'algèbre  du  père). 

Ozanam  (Récréations  mathématiques). 

AïrcAer  (Hiéroglyphes  de  FOEdipe  égyptien), 
eurrage  latin  imprimé  à  Rome  en  1653. 

Dictionnaire  encyclopédique  de  mathématiques, 
5tJ^  Tolume. 

Dictionnaire  encyclopédique  de  l'amusement  des 
sciences. 

Stifel  (  Arithmetica  intégra  ). 
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^    Sch^enier  (  Deliciae  physico-mathematicœ  ). 

Meerman  (  Spécimen  calculi  fluxionum  )• 

Parmi  tous  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  des 
carrés  magiques,  La  Jlire  est  sans  contredit  celui 
qui  a  le  plus  approfondi  la  matière}  c'est  aussi 
celui  qui  a  été  le  plus  sourent  consulté;  Sauveur 
la  été  quelquefois;  mais  il  faut  conrenir  qu'ils 
sont  loin  d'avoir  examiné  tous  les  cas  qui  se  pré- 
sentent; ils  ne  sont  pas  toujours  clairs;  ils  omettent 
souvent  des  démonstrations  indispensables ,  et  ils 
n'ont  écrit  que  pour  la  classe  de  lecteurs  qui  ont 
déjà  les  connaissances  indbpensables  pour  com- 
prendre .la  construction  des  carrés  magiques. 

Dans  le  Traité  que  l'on  donne  au  public,  on  a 
réuni  ce  qui  se  trouve  épars  dans  les  divers  au- 
teurs; Ton  appuie  la  tbéorie d'une  fouled'exemples, 
dont  plusieurs,  très- compliqués  en  apparence, 
n'exigent  cependant  que  de  l'attention.  L'on  fait 
ressortirl'avantage  des  méthodes  générales.  On  in- 
dique les  formes  variées  que  peut  prendre  un  même 
carré,  et  Ton  met  sur  la  voie  des  nombreuses  com- 
binaisons dont  ils  sont  susceptibles  ;  enfin ,  dans 
les  démonstrations,  on  ne  suppose  que  les  pre- 
miers élémens  d'arithmétique;  on  fait  un  sobre 
usage  de  Talgèbrc  ;  et ,  dans  tous  les  cas  où  elle 
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est  employée  9  le  lecteur  peut  sans  inconTënient 
négliger  les  formules  c[u'eUe  fournit 

On  peut  demander  quelle  utilité  peut  résulter 
de  la  connaissance  des  méthodes  diverses  propres 
à  la  construction  des  carrés  magiques.  Il  faut  bien 
arouer  qu'on  n'a  pas  encore  tiré  parti  de  cette  sin- 
gulière combinaison  des  nombres;  mais^  d'abord, 
puisque  tout  se  lie  dans  les  sciences  mathémati- 
ques ,  il  n'est  pas  reconnu  ni  démontré  qu'on  ne 
puisse  utiliser  arec  succès  ces  méthodes;  en  se- 
cond lieu, comme  application  d!arithmétique,  c'est 
une  des  plus  curieuses;  et,  le  traité  qu'on  offre  ici 
n'eût-îl  que  cet  arantage,  rien  n'est  plus  propre 
à  exercer  la  sagacité  des  jeunes  mathématiciens , 
et  à  faire  passer  quelques  momens  agréables  à 
ceux  qui  aiment  ce  genre  d'amusement. 

Ce  Traité  sera  précédé  des  notions  indispen- 
sables pour  le  bien  comprendre.  II  sera  diyisé  en 
trois  parties  principales. 

La  première  comprend  les  carrés  impairs,  et 
se  subdivise  en  deux  autres,  dont  l'une  renferme 
les  carrés  dont  la  racine  est  nombre  premier,  et 
dont  l'autre  comprend  ceux  dont  la  racine  est 
nombre  composé. 

La  seconde  partie ,  qui  contient  les  carrés  pairs, 
se  Mibdivise  aussi  en  deux  autres  :  dans  Tune  on 
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examine  les  carrés  dont  la  racine  se  divise  par  4 , 
et  dans  l'autre  ceux  dont  la  racine  ne  se  divise  que 
par  2. 

La  troisième  est  composée  des  combinaisons  qui 
n'ont  pu  entrer  dans  les  premières  y  comme  les  pro- 
gressions géométriques  et  harmoniques ,  les  croix, 
chàssb  y  équerres ,  bandes ,  cubes  magiques ,  etc. , 
combinaisons  dont  quelques-unes  seulement  sont 
indiquées  y  et  les  autres  entièrement  omises  par  les 
auteurs.  Toutes  sont  analjrsées  dans  le  présent  trai- 
té, le  seul  complet  jusqu'à  ce  jour,  et  dans  lequel 
on  a  moins  eu  pour  but  de  rassembler  ce  qui  est 
dispersé  dans  les  ouvrages  cités,  que  de  présen- 
ter de  nouvelles  méthodes  plus  générales ,  et  des 
formations  qui  ont  échappé  à  ceux  qui  se  sont  oc- 
cupés de  ce  genre  de  recherches.  L'on  indiquera 
à  la  fin  les  parties  sur  lesquelles  on  peut  encore 
s'exercer  avec  succès ,  celles  qui  ont  embarrassé 
les  mathématiciens,  et  les  problèmes  à  résoudre 
pour  compléter  la  théorie  des  carrés  magiques. 

Nous  étions  loin,  lorsque  nous  avons  pris  quel- 
ques notes  sur  les  carrés  magiques ,  de  prévoir  l'é- 
tendue que  nous  donnons  à  cet  ouvrage.  Un  simple 
objet  de  curiosité  est  devenu  un  agréable  amu- 
sement, puis  une  étude,  et  enfin  un  travail  opi- 
niâtre. Nous  croyons  ne  rien  laisser  à  désirer,  et 
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aroir  présenté  tontes  les  formes  possibles  que  pent 
prendre  nn  carré  magique.  On  nous  pardonnera 
d'être  entré  quelquefois  dans  des  détails  un  peu 
longs  3  mais  nous  ayons  pensé  que  plusieurs  des 
lecteurs  Terraient  arec  plaisir  des  développemens, 
que  l'on  est  libre  d'ailleurs  de  passer  si  on  les 
juge  inutiles. 

Nous  avons  eu  soin  de  rendre  à  cbacun  ce 
qui  lui  appartient;  mais  nous  pouTons  nous  ap- 
proprier la  majeure  partie  des  formes^  des  mé- 
thodes et  des  constructions  que  l'on  trouvera 
répandues  dans  le  traité  que  nous  offrons  au 
public 

La  nécessité  de  parler  aux  yeux  dans  un  ou- 
yrage  de  la  nature  de  celui-ci  y  nous  a  fait  mul- 
tiplier les  figures.  Un  grand  nombre  de  planches 
devaient  donc  accompagner  le  texte.  Nous  n'avons 
épargné  aucuns  frais  pour  que  la  beauté  du 
papier,  la  netteté  des  caractères  et  la  correc- 
tion des  épreuves  répondissent  au  désir  que  nous 
avions  de  présenter  un  traité  digne  du  public 
éclairé  auquel  il  est  destiné. 

Nous  n'avons  fait  procéder  à  l'impression  qu'a- 
près avoir  soumis  notre  travail  à  des  professeurs 
distingués  de  la  capitale,  qui  nous  ont  ej?gagé, 
eV,  nous  osons  dire,  prié  de  le  mettre  au  jour. 
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Us  Font  considéré  comme  un  ouvrage  nouveau  y 
et  propre  à  exciter  vivement  la  curiosité.  Il  ne 
fallait  pas  moins  que  lencouragement  qu'ils  nous 
ont  donné,  pour  nous  décider  à  publier  le  ré* 
sultat  de  nos  recherches. 

L'ouvrage  sera  terminé  par  un  essai  sur  les 
cercles  magiques.  Cet  essai  a  été  fait  d'après  ce 
que  nous  a  rapporté  Fun  de  ces  professeurs, 
qu'un  Hollandais  avait  présenté  à  quelques  per- 
sonnes, à  Paris,  il  7  a  environ  vingt  ans,  des 
cercles,  les  uns  garnis  de  chiffres,  d  autres  percés 
de  plusieurs  trous,  et  tels  qu'en  faisant  mou- 
voir ceux-ci  sur  les  premiers,  on  voyait  appa- 
raître des  nombres  tellement  disposés,  que  leur 
sonune  était  constante.  Nous  n'avons  pas  eu  con- 
naissance du  procédé  employé  3  mais  nous  avons 
cherché  le  moyen  d'obtenir  un  résultat  analogue. 
Le  lecteur  jugera  si  nous  avons  atteint  notre  but 
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III 


rAIRES. 


ARTICLE  PREMIER. 


Théorie  des  nombres  pein  et  impain. 


ADDITION. 

Si  Fon  ajoute  tant  de  nombres  pairs  qu'on  Toudra ,  la 
somme  sera  paire. 

L'addition  d'un  nombre  pair  d'impairs  donne  encore 
une  somme  paire  :  d'où  il  suit  que  la  somme  sera  toujours 
paire  s'il  se  trouve  des  pairs  à  ajouter  avec  un  nombre 
pair  d'impairs. 

Si  les  impairs  sont  en  nombre  impair,  la  somme  sera 
impaire,  qu'il  y  ait  ou  non  des  pairs  parmi  les  nombres 
à  ajouter. 

SOUSTRACTION. 

La  différence  de  deux  nombres  de  même  espèce  est 
poire. 
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Si  les  nombres  sont  d'espèce  différente ,  le  résultat  est 
impair. 

■  ULTIPLIGATION. 

Si  parmi  les  facteurs  d'un  produit  il  se  trouye  un  ou 
plusieurs  pairs,  ce  produit  sera  pair. 

Si  les  facteurs  sont  tous  impairs ,  le  produit  sera  im- 
pair. 

DITI8I0N. 

Pair  par  pair  donne  quotient  pair. 

Impair  par  impair  donne  un  quotient  impair. 

Impair  par  pair  n'est  pas  possible  :  car  le  quotient, 
quel  qu'il  soit,  multiplié  par  le  diviseur  pair,  ne  peut 
donner  le  dividende  impair. 

Enfin  pair  par  impair  donne  quotient  pair. 

RACINE. 

La  racine  quelconque  d^un  nombre  pair  est  paire; 
celle  d'un  nombre  impair  est  impaire,  d'après  les  règles 
ci-dessus  pour  la  multiplication. 

U  est  inutile  de  faire  observer  qu'il  ne  s'agit,  dans 
tout  ce  qui  précède ,  que  de  nombres  entiers  et  de  résul- 
tats entiers. 

ARTICLE  II. 

Proportions.  Progressions.  Signes. 

SIGNES. 

Le  signe  +  se  prononce  et  signifie  plus. 
Le  signe  —  marque  et  se  prononce  moins. 
Le  signe  x  est  celui  de  la  multiplication,  et  se  pro- 
nonce multipUé  par.  Il  est  souvent  remplacé  par  un  point 


PEiLIMIHÀIESS.  13 

placé  entre  les  nombres  que  Ton  yeut  multiplier  l'un  par 
Faatre.  On  fait  aussi  grand  usage  des  parenthèses,  lorsque 
plusieurs  nombres  séparés  par  les  signes  +  ou  ~-  doivent 
être  multipliés  par  un  ou  plusieurs  autres  nombres.  Ainsi, 
qu'on  doire  multiplier  par  10  les  nombres  3  +  7 —  8,  on 
écrka  {3  +  7 — 8)  10,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  mettre 
un  signe  entre  10  et  la  parenthèse.  D  ^n  est  de  même  si 
l'on  a  plusieurs  parenthèses  :  ainsi  (3  +  8^— 7)  (5 — 2) 
(18+15—6)  indique  qu'il  feut  multiplier  3  +  8  —  7 
par  5 — 2,  et  ce  produit  par  18+15 — 6.  L'ordre  des 
facteurs  est  indifférent 

Le  signet  entre  deux  nombres  indique  que  le  premier 
doit  èlre  divisé  parle  second,  et  se  prononce  divisé  par.  Le 
plus  sonrent  on  met  ces  deux  nombres  sous  la  forme  de 
fraction  :  alors  ils  sont  l'un  sous  l'autre,  et  séparés  par  un 
trait;  le  nombre  supérieur  est  le  dividende  ou  le  numé- 
rateur de  la  fraction,  le  nombre  inférieur  est  le  dénomi- 
nateur on  le  diviseur.  Ainsi  12  divisé  par  3  s'écrit 
12:3,  ou  ^. 

Pour  désigner  qu'un  nombre  est  plus  grand  qu'un 
autre,  on  se  sert  du  signe  >  ;  la  pointe  est  toujours  du 
côté  du  plus  petit  nombre.  Ainsi  8<  10  se  lit  :  8  plus 
petit  que  10,  ou  bien  10  plus  grand  que  8.  Le  signe = est 
cehii  de  l'égalité ,  et  se  prononce  égai  à. 

RAPPORTS. 

Quand  on  compare  deux  nombres,  on  demande  l'excès 
de  l'un  sur  l'autre,  ou  leur  différence.  C'est  cette  diffé- 
rence qui  exprime  le  rapport,  et  il  prend  le  nom  de 
rapport  arithmétique  ou  rapport  par  différmce. 
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Ou  bien  on  recherche  combien  de  fois  Tun  contient 
Fautre.  Le  quotient  est  ce  qne  Ton  appelle  rapport  géth* 
métrique  on  par  qitoHent.  Ainsi ,  soient  les  nombres  12 
et  3.  Si  Ton  soustrait  le  plus  petit  du  plus  grand,  il  \ient 
12 — 3=9  pour  le  rapport  arithmétique;  et  si  rondiyise 
l'un  par  Fautre,  on  aura  t=4  P^i*  I^  rapport  géomé- 
trique. On  aurait  aussi  ^=^\  dans  le  même  cas  de  rap- 
port géométrique. 

PROPORTIONS. 

Deux  rapports  égaux  forment  une  proportion  qui  est 
arithmétique  ou  géométrique,  d'après  la  nature  des  rap- 
ports que  l'on  considère.  Ainsi  3*6  et  7*10  donnent 
6 — 3=10 — 7=3}  il  y  a  proportion  arithmétique, 
puisque  les  deux  rapports  sont  égaux,  et  Ton  prononce 
6  moins  3  égal  à  10  moins  7.  Ces  rapports  peuvent  aussi 
s'écrire  6*3: 10*7,  et  l'on  prononce  6  est  à  3  comme 
10  est  à  7  :  ici  les  deux  points  ne  sont  plus  le  signe  de 
division,  mais  servent  à  séparer  les  deux  rapports;  les 
points  ne  sont  pas  signe  de  multiplication. 

Que  l'on  ait  3:9  et  7; 21.  Gomme  |=V  =  3,  on 
aura  proportion  géométrique,  et  l'on  prononcera  9  divisé 
par  3  égal  à  21  divisé  par  7.  On  écrit  encore  9 : 3  :  :  21  : 7, 
et  Ton  prononce  9  est  à  3  comme  21  est  à  7  :  Ton  voit 
que  les  quatre  points  ne  servent  qu'à  séparer  les  deux 
rapports;  les  deux  points  séparent  aussi  les  deux  termes 
d'un  mèOÈe  rapport 

Lorsque  le  second  terme  du  premier  rapport  est  le 
même  que  le  premier  terme  du  second  rapport,  la  propor- 
tion  est  dite  continue  :  ainsi  4,  7, 10,  sont  trois  nombres 


p&£liiiihai&es.  19 

en  proportion  arithmétique  continue  :  car  7 — 4=  10 — 7. 
On  l'écrit  ordinairement  4  4  •  7  •  10,  que  l'on  exprime  par 
4  est  à  7  comme  7  est  à  10,  ou  bien  10  est  à  7  comme 
7  est  à  4. 

De  même  3,  9,  27,  sont  trois  nombres  en  proportion 
géométrique  continue  :  car  |= V>  ou  bien  3 : 9  ;  :  9  ;  27 , 
que  Ton  écrit  -H-  3  ;  9 :  27,  et  que  l'on  prononce  3  est  à  9 
comme  9  est  à  27,  ou  bien  27  est  à  9  comme  9  est  à  3. 

La  propriété  principale  des  proportions  arithmétiques 
consiste  dans  l'égalité  de  la  sompie  des  extrêmes  à  celle 
des  moyens.  Les  extrêmes  sont  le  premier  et  le  dernier 
terme;  les  moyens  sont  le  second  et  le  troisième.  Si  la 
proportion  est  continue ,  alors  la  somme  des  extrêmes  est 
double  do  terme  moyen.  Le  premier  terme  de  chaque 
rapport  est  l'antécédent,  le  second  est  le  conséquent.  Il 
y  a  premier  et  second  antécédent ,  premier  et  second  con- 
séquent, selon  qu'ils  appartiennent  à  l'un  ou  à  l'autre 
rapport. 

Il  en  est  de  même  pour  les  moyens,  les  extrêmes,  les 
antécédens  et  les  conséquens  des  progressions  géomé* 
triques. 

La  principale  propriété  des  proportions  géométriques 
consiste  dans  l'égalité  des  produits  des  extrêmes  et  des 
I  moyens;  et,  si  la  proportion  est  continue,  le  produit  des 
extrêmes  est  égal  au  carré  du  terme  moyen. 

Il  est  facile  d'obtenir  un  terme  lorsqu'on  en  connaît 
trois,  an  moyen  de  la  propriété  énoncée.  Ainsi,  par 

I  exemple ,  que  l'on  veuille  le  troisième  terme  d'une  pro- 
portion arithmétique  dont  on  connaît  les  trois  autres ,  et 

\    soient  4,  8,  17,  ces  trois  termes  connus  :  on  aurait 
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4  +  17=8  +  0?;  d'où  21— 8=a?=13.  Ainsi  13  est  le 
terme  cherché.  Si  la  proportion  est  continue ,  et  qu'on 
yeuille  le  terme  moyen,  on  lyoute  les  extrêmes,  et  Ton 
en  prend  la  moitié.  Cette  moitié  est  le  moyen  cherché. 
Si  c'est  un  extrême,  on  soustrait  l'autre  extrême  du 
double  du  moyen.  Ainsi,  ayant  4,  11  pour  le  premier 
extrême  et  le  moyen,  l'autre  extrême  sera  2*  11 — 4= 
22—4=18. 

Pour  les  proportions  géométriques  il  n'y  a  pas  plus 
de  difficulté.  Soit,  par  exemple,  à  trouver  le  premier 
terme  de  la  proportion  dont  on  connaît  les  trois  der- 
niers 11,  25, 30  :  on  aurait  11  •25=30*x=275;  donc 
a;=^=9^.  Si  la  proportion  est  continue,  et  qu'on 
cherche,  par  exemple,  le  dernier  terme,  soient  les  deux 
premiers  10,  50;  on  aurait  10  x=:  50*=:  2500  :  donc 
aj=ifjfi=250.  En  effet  ÎJ=^*  =  5. 

Un  nombre  harmonique  est  celui  dont  la  somme  des 
diviseurs  est  égale  au  nombre  même:  ainsi, 6 ayant  pour 
diviseurs  1 ,  2,  3,  il  suit  que  6  est  nombre  harmonique. 
De  même  28,  ayant  pour  ses  diviseurs  1, 2,  4,  7, 14,  dont 
la  somme  est  28,  est  nombre  harmonique;  mais  ce  ne 
sont  pas  ces  nombres  qui  constituent  la  proportion  har^ 
monique. 

Si  l'on  a  quatre  nombres  tels  que  le  premier  soit  au 
quatrième  comme  la  différence  des  deux  premiers  est  à 
la  différence  des  deux  derniers,  et  en  proportion  gé<H 
métrique,  il  y  a  entre  ces  quatre  nombres  proportion 
harmonique.  Ainsi  24, 12,  9, 6,  sont  en  proportion  har- 
monique: car  24:6  :;  24— 12:9— 6,  ou24: 6;:  12:  3, 
proportion  géométrique. 
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Il  est  facile  de  troaver  Tan  des  termes  lorsqu'on  con- 
naît les  trois  antres.  Par  exemple ,  qu'on  cherche  le  troi-* 
sième  terme  de  la  proportion  harmonique  dont  les  trois 
autres  sont  12^  6,  3:  les  quatre  termes  seront  12, 6,  x,  3, 
et  l'on  doit  avoir  12:3::12— 6:x— 3»  ou  12:3:: 
6:  «—3;  d'où  l'on  tire  12aî— 36=18,  ou  2a;=9,  en 
divisant  tout  par  6,  et  enfin  x=l.  Il  yiendrail  donc  12, 
6f  î  9  3 ,  pour  les  quatre  termes  de  la  proportion  harmo^ 
nique.  EneflTet  12:  SL:  6:|— 3::6:|. 

Il  y  a  proportion  harmonique  continue  lorsque  les 
trois  termes  sont  tels  qu'il  y  ait  proportion  géométrique 
entre  le  premier,  le  troisième,  la  diflérence  du  premier 
au  second  et  la  différence  du  second  au  troisième.  Ainsi 
Sli,2A,Mi,  donnent  proportion  harmonique  continue  :  car 

8a:i4:;M-24:24— ia::6o:io::6:i. 

Il  est  aisé  de  trouver,  d'après  cela,  un  terme  de  lapro^ 
portion  harmonique  continue.  Supposons  que  Ton  cherche 
le  moyen ,  les  extrêmes  étant  12  et  2  :  dans  ce  cas  les  trois 
termes  sont  12,  x,  2,  et  Ton  doit  avoir  12  : 2  :  :  12— x  : 
X— 2,  d'où  l'on  lire  12x— 24=24— 2x;  puis  14x=48, 
ou  7x  =24,  et  enfin  a?  =  V  •  ^^^  ^%^9%  sont  en  propor- 
tion harmonique  continue.  En  effet,  chassant  la  fraction, 
il  vient  84,  24, 14,  comme  ci-dessus. 

PROGRESSIONS. 

Si  l'on  a  une  suite  de  rapports  arithmétiques  égaux ,  tels 
que  le  conséquent  de  chaque  rapport  soit  égal  à  l'anté- 
cédent du  suivant,  il  vient  une  progression  arithmétique  : 
par  exemple,  3,  G,  9, 12, 15,  sont  des  nombres  en  progres- 
sion arithmétique,  et  on  les  écrit  ^3. G- 9- 12. 15.  On 
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énonce  cette  progression  en  disant  :  3  est  à  6  comme  6  est 
à  9,  comme  9  est  à  12^  comme  12  est  à  15. 

On  considère  cinq  choses  dans  une  progression  arith- 
métique, sayoir  :  le  premier  terme,  a,  le  dernier,  «,  la 
différence  constante  entre  deux  termes  consécutif,  d,  le 
nombre  des  termes,  n,  et  la  somme  de  tous  les  termes,  s. 
Chacune  peut  s'exprimer  au  moyen  ou  en  fonction  de 
trois  des  quatre  autres,  ce  qui  donnerait  20  formules. 
Il  suffit,  pour  notre  objet,  des  deux  suivantes,  qui  sont 
les  plus  utiles,  savoir  :  (»=:a  +  d{n — 1),  ou  bien  un 
terme  quelconque  est  égal  an  premier  plus  à  la  différence 
multipliée  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui 
que  Ton  considère.  Ainsi  le  cinquième  terme  de  la  pro- 
gression ci-dessus,  dont  la  diflérence  est  3,  et  le  premier 
terme  aussi  =  3,  sera  3  +  3«  4=15.  Si  l'on  voulait  con- 
naître le  cinquante-cinquième,  on  aurait 3  +  54  •  3  =  165. 
On  voit  avec  quelle  lacilité  Ton  peut  obtenir  un  terme 
quelconque  d'une  progression  arithmétique. 

La  seconde  formule  est  $=i{a  +  »)  ;,  ou  la  somme  de 
tous  les  termes  est  égale  au  premier  plus  au  dernier,  le 
tout  multiplié  par  la  moitié  du  nombre  des  termes.  Ainsi 
la  somme  des  cinq  premiers  termes  de  la  progression  ci- 
dessus  est  (15  +  3)  *=  18  •  1=5  •  9  =  45.  Pour  les 
vingt-quatre  premiers  termes,  on  aurait  d'abord  pour 
le  dernier  3+  3  •  23=72,  et  ensuite  pour  la  somme 
(3  +  72)V=75. 12=900. 

Voici  encore  une  des  propriétés  des  progressions  arith- 
métiques ,  et  dont  on  fait  le  plus  grand  usage  dans  la  for- 
mation des  carrés  magiques  :  la  somme  des  extrêmes  de 
toute  progression  arithmétique  est  égale  à  la  somme  de 
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deux  antres  termes  à  égale  distance  de  ces  extrêmes;  et, 
si  le  nombre  des  termes  est  impair ,  elle  est  égale  an 
double  du  moyen  terme.  Noos  appellerons  couple  ces  deux 
termes,  et  l'an  est  complément  de  l'autre  pour  former  un 
couple.  Ainsi  dans  la  progression  7  3«6«9*  12«  15«  18*21 
Pou  aura  3  +  21=6+  18  =  9  +  15=2*12  =  24. 
Chaque  couple =24,  et  3  est  complément  de  21,  ainsi  que 
21  l'est  de  3;  6  est  complément  de  18,  et  réciproquement; 
15  Pest  de  9,  et  9  de  15;  enfin  12  est  complément  de  lui* 
même. 

La  progression  géométrique  est  aussi  celle  qui  est  com- 
posée d'une  suite  de  rapports  géométriques  égaux,  et  tels 
que  le  conséquent  de  chacun  est  égal  à  l'antécédent  du 
suivant  On  7  remarque  aussi  cinq  choses  :  le  premier 
ferme,  a,  le  dernier,  <»,  le  quotient  constant,  q,  le 
nombre  des  termes ,  n,  et  la  somme  de  tous  les  termes,  $• 
On  retire  aussi  vingt  formules,  dans  chacune  desquelles 
une  des  cinq  quantités  est  exprimée  en  fonction  de  trois 
des  quatre  autres;  les  plus  utiles  et  les  plus  usitées  sont 
les  deux  suivantes  : 

»=îag'""~*,  ou  le  dernier  terme  est  égal  au  premier 
multiplié  par  le  quotient  élevé  à  la  puissance  désignée 
par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent.  Ainsi  dans  la 
progression  -H-  2  ;  6 :  18  :  54  :  162,  l'on  a  g=*...  »  =  5  : 
donc»=2.3*=2.8l=162. 

La  seconde  formule  est  $  =  ^!^^i  et,  si  l'on  y  substitue 


n  — 1  n 

*     -  —a    eu/    ~a 


la  valeur  de  »,  il  vient  s  =  -^ — ^ 

Celte  dernière  forme  est  la  plus  commode ,  et  Ton  n'est 
pas  obUgé  de  calculer  d'abord  le  dernier  terme  :  ainsi 


30  HOTioirs 

dans  la  progression  ci-dessos  I'od  aurait  pour  les  huit 
premiers  termes,  a=2^  9=:3...n=8y  et  il  Tiendrait 

,  =  til!piL=y— 1  =6561  —1  =6560. 

Les  progressions  géométriques  jouissent  d'une  pro- 
priété analogue  à  celle  des  progressions  arithmétiques , 
savoir  :  que  le  produit  des  extrêmes  est  égal  à  celui  de 
deux  termes  à  égale  distance  de  ces  extrêmes ,  et  au  carré 
du  moyen  terme  lorsque  le  nombre  des  termes  est  im- 
pair. Ainsi  2  •  IG2  =  6  *  5/k  =  18*  =  324.  Les  deux 
honilires  h  égnfp distance  des  extrêmes,  ou  ces  extrêmes, 
forment  un  couple,  et  chacun  d'eux  est  complément  de 
Tautre. 

La  suite  de  ft-nctions  f,  ^  u  |,i,  if  etc.,  où  l'unité 
est  le  numérateur  constant,  et  où  chaque  dénominateur 
est  égal  au  précédent  augmenté  de  Tunité,  est  la  plus 
siniplo  des  pnigressions  liannoniques.  En  général,  toute 
série  de  fractions  dont  le  numérateur  sera  constant, 
et  dont  les  dénominateurs  auront  une  même  différence, 
sera  une  pHigression  harmonique.  Ainsi  '»*>!»  ?»  tf  ^1^*» 
sont  en  pnigression  himnonique.  Car,  d*abord,  si  Ton 
divise  chaque  tenue  |uir  le  numérateur  constant,  il  viendra 
!«  U  It  7f  l*  Réduisant  au  même  dénominateur,  et  le 
supprimant,  Ton  aura  •*!•  5*7*9: 5*7*9: 3*7«9:3.5*9: 
3  •  5*  7,  |M)ur  les  tenues  de  la  pitigression  :  les  divisant  par 
3.ilreslera3l5:U>5:63:l5;3:>;  or  3I5:63::2I0:42... 

I05:ii5:;u:i8 63:35::i8:io. 
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ARTICLE  III. 

IKfférences ,  et  diflB6reiice8  de  différences. 

D'après  ce  qai  a  été  dit^  que  dans  toute  progression 
arithmétiqne  les  couples  sont  égaux,  il  suit  que  chaque 
terme 9  l'un  dans  l'autre,  yaut  un  demi-couple,  ou  le 
mojen,  si  le  nombre  des  termes  est  impain  Donc,  si 
l'on  doit  ayoirune  somme  fixe,  il  faut  prendre  les  dif- 
férences des  nombres  à  ce  demi^ouple,  ou  à  oe  moyen 
lorsqu'il  y  eh  a  un  ;  ajouter  ces  différences,  lesquelles 
sont  positives  lorsqu'un  terme  est  plus  petit  qu'un  demi- 
couple,  et  né^tiyes  s'il  est  plus  grand  :  de  telle  sorte 
que  la  somme  de  ces  difTérences  soit=:0.  Il  est  évident 
alors  qu'en  substituant  les  nombres  aux  difTérences  qui 
y  répondent,  on  obtiendra  la  somme  demandée.  Ainsi, 
par  exemple,  supposons  que  Ton  prenne  les  vingt -cinq 
premiers  nombres  :  puisque  chacun  vaut  1 3,  terme  moyen , 
il  suit  que  cinq  de  ces  nombres  valent  5  •  1 3  =65.  C'est  le 
nombre  qui  doit  provenir  de  l'addition  de  cinq  des  vingt- 
cinq  termes  de  la  progression,  ou  c'est  la  valeur  de 
chaque  ligne  du  carré  de  5.  Or,  si  l'on  prend  au  ha- 
sard cinq  différences,  comme  ft  + 12— 7— 6— 3=0, 
les  nombres  9, 1 ,  20, 19 ,  16,  correspondans,  vaudraient 
65,  somme  demandée.  On  fera  un  fréquent  usage  de  ces 
différences. 

On  emploie  aussi  les  différences  de  différences  pour 
faciliter  les  recherches.  L'on  verra  en  son  lieu  de  quelle 
utilité  elles  peuvent  être. 
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ARTICLE  lY. 

Déflnitioii  des  carrés  màjpqaes  et  des 

tableaux. 

Si  Fou  partage  en  un  nombre  n  de  parties  les  côtés 
d'un  carré ,  et  que  Ton  joigne  par  des  lignes  les  points 
opposés,  le  carré  sera  divisé  en  un  nombre  n*  de  cases. 
Si  Ton  place  ensuite  dans  ces  cas^  les  termes  d'une 
progression  arithmétique ,  par  exemple ,  de  manière  que 
la  somme  de  ceux  qui  sont  dans  les  bandes  horizon- 
tales, yerticales  et  diagonales  soit  la  même,  on  aura 
un  carré  magique.  Il  en  sera  de  même  si  la  progrès- 
sion  est  géométrique  ou  harmonique.  Il  iaut  seulement 
que  dans  la  première  le  produit  des  nombres  de  chaque 
bande  soit  égal,  et  que  dans  l'autre  ces  nombres  aient 
les  propriétés  dont  il  sera  lait  mention  ailleurs. 

Si  Ton  forme  deux  tableaux  tels  que  l'un  ne  com- 
prenne que  les  nombres  simples  de  la  racine  répétés  ou 
non|  dans  une  même  ligne ,  et  que  l'autre  contienne  les 
multiples  de  la  racine ,  en  y  comprenant  0  pour  un  de 
ces  multiples,  il  est  clair  que  Ton  aura  tous  les  nombres 
de  la  progression,  sans  qu'aucun  soit  répété,  pourvu 
que  chaque  multiple  réponde,  par  addition,  aux  différens 
nombres  de  la  racine;  et,  si  le  premier  tableau  était  de 
plus  formé  de  manière  que  la  somme  de  chaque  ligne 
f&t  égale  à  celle  des  nombres  de  la  racine,  et  le  second 
de  sorte  que  chaque  ligne  comprît  une  somme  égale  à 
celle  de  tous  les  multiples,  on  aurait,  en  ^Joutant  par 
ordre  les  nombres  de  chaque  tableau,  non-seulement 
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tous  ceux  de  la  progression,  mais  encore  dans  chaque 
bande  du  carré  une  même  somme ,  ce  qui  est  la  con- 
dition des  carrés  magiques.  La  Hire  s'est  particuliè- 
rement servi  de  tableaux  ;  mais,  outre  que  ce  procédé  ne 
donne  qu'une  manière  de  formation,  il  est  long,  et  de 
plus  il  y  a  beaucoup  d'autres  combinaisons  où  l'on  ne 
peut  employer  les  tableaux. 

ARTICLE  V. 

Eneeintes  ou  bordures DUtiiictioii 

des  lignes ,  angles ,  etc. 

On  appelle  enceinte  otk  bordure  (  on  emploiera  tou- 
jours la  dernière  expression)  les  deux  horizontales  et  les 
deux  yerticales  qui  enveloppent  un  carré  magique,  de 
telle  manière  que  le  carré  total  soit  encore  magique, 
n  peut  y  ayoir  plusieurs  bordures.  La  première  sera  la 
plus  rapprochée  du  carré  central.  Dans  les  carrés  impairs 
on  peut  obtenir  jusqu'à  ^  bordures,  n  étant  le  nombre 
de  cases  d'une  bande,  et  même  pour  ce  cas  ^ ,  en  con- 
sidérant le  terme  moyen  comme  faisant  lui  seul  un  carré, 
et  les  8  cases  qui  l'entourent  comme  la  première  bor- 
dure. Mais  dans  les  carrés  pairs  le  maximum  des  bor- 
dures est  ^.  L'on  peut  en  avoir  moins,  mais  jamais 
davantage,  parce  que  le  plus  petit  carré  impair  est  celui 
de  3,  et  le  plus  petit  pair  celui  de  4,  puisque  2  ne  peut 
s'arranger  en  carré  magique. 

La  première  verticale  sera  celle  de  gauche,  les  autres 
en  suivant;  la  première  horizontale  sera  la  supérieure, 
ex  les  autres  en  descendant;  la  première  diagonale,  celle 


26  CARRÉ    DE    3. 

AETICLS  PREMIER. 

Gomme  le  carré  de  3  est  la  base  des  carrés  impairs  avec 
1>ordure,  il  fimt  Tanalyser  complètement. 

D'abord,  la  soimne  des  neuf  premiers  nombres  étant 
(I  -f9)|=  45,  il  suit  que  chaque  bande  doit  avoir  15  pour 
somme  des  trob  nombres  qu'elle  contient. 

Soit  Funité  à  un  angle  :  elle  correspondra  à  trois  lignes, 
Tune  verticale,  l'autre  horizontale,  et  à  une  diagonale;  i\ 
Êiudrait  encore  14.  Or  14  ne  peut  se  fiedre  que  par  9  +  ^ 
et  8  +  6  :  donc  l'unité  ne  peut  être  i  un  angle  ^  et  encore 
moins  au  centre,  où  elle  correspondrait  à  quatre  lignes. 

Soit  2  au  centre  :  il  Êiut  encore  1 3  ;  or  1 3  ne  peut  se 
composer  que  par  9,  4,  ou  8, 5,  ou  7,  6,  et  il  faudrait 
quatre  combinabons.  Si  3  est  au  centre ,  il  faut  f  2;  or  12  ne 
peut  se  former  que  par  8, 4  et  7, 5  :  car  9, 3 ,  ne  peut  avoir 
lieu,  puisque  3  est  déjà  employé.  Si  4  est  au  centre,  il  £iut 
encore  1 1 ,  qu'on  ne  peut  avoir  que  par  9, 2,  ou  8,  3 ,  ou 
6, 5  :  car  7,  4  no  peut  servir  :  donc  4  ne  peut  être  au 
centre.  Enfin  pour  5  au  centre  il  faut  encore  10,  qu'on 
aura  par  9 , 1 .  •  •  8 , 2. .  •  7, 3.  • .  6 , 4  :  donc  il  faut  néces- 
sairement 5  au  centre.  L'unité  sera  au  milieu  d'un  côté, 
et  9  lui  correspondra.  Maintenant,  soit  2  à  un  angle  :  il 
faut  encore  trois  ibis  13;  or  13  ne  peut  s'obtenir  que  par 
9,  4.  •  •  8,  5. . .  7,  6  :  donc  2  sera  à  l'angle  de  la  ligne  où 
se  trouve  9,  et  ne  peut  se  placer  ailleurs.  Au  reste  il  y  a 
deux  an^es  qui  lui  conviennent  i  l'un  d'eux  étant  choisi , 
le  reste  s'ensuit.  Il  faudra  encore  4  dans  la  bande  où  sont 


GAl&É  DB   S.  27 

2  et  9.  On  placera  8  en  diagonale  de  2  et  5,  S  aéra  entre 
8  et  4^  6  en  diagonale  ayec  4  et  5,  et  7  entre  2  et  6.  On 
remarquera  qne  les  pairs  sont  anx  angles,  les  impairs  an 
miHea  des  c6tés,  et  le  moyen  au  centre.  II  suit  encore 
de  cette  remarque  que,  le  moyen  une  ibb  placé  au 
centre,  et  un  seul  nombre  placé  à  un  angle  ou  au  milieu 
d^one  ligne,  tout  le  carré  s'ensuit  nécessairement  {plan^ 
ehel^figure  1). 

Cette  analyse,  applicable  aux  autres  carrés,  serait 
kmgne  et  fastidieuse.  C'est  le  seul  exemple  que  nous  en 
donnerons. 

Yojons  la  formation  du  carré  de  3  par  tableaux.  Celui 
de  la  racine  ne  comprend  que  1,2,  3.  Celui  des  multi- 
ples 0,  3,  6.  Us  peuvent  être  distribués  comme  suit  : 

3 

1.«  TABLEAU.^    3      2      1  2.6  TABLEAU. 

3    2 

Ajoutant  par  ordre ks  nombres  de  ces  deux  tableaux, 
il  Tiendra  le  carré  de  la  figure  1. 

Il  est  ÛLciie  de  voir  que  ce  carré  peut  avoir  huit  posi- 
tiens  :  Tordre  des  nombres  est  le  môme,  d'après  ce  qui 
a  été  dit.  D'abord,  si  l'on  fait  tourner  le  carré,  il  aura 
qoatre  positions,  savoir,  une  à  chaque  quart  de  révolu- 
tion. Ensuite,  l'unité,  par  exemple, étant  au  centre  de  la 
bande  supérieure ,  l'on  peut  alterner  la  première  et  la 
troisième  verticale  :  l'on  ayp^a  une  nouvelle  position ,  et 
Ton  en  obtiendra  quatre  en  Usant  tourner  le  carré  :  donc 
en  tout  huit* 

Qaotqpe  l'ordre  soit  le  même  dans  ces  huit  positions, 

■  -  j 
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il  Êiut  indispensablemcnt  y  avoir  égard  :  car,  dans  tous 
les  cas  où  ce  carré  n'est  pas  sctd,  cette  différence  de  po- 
sition en  apporte  une  très-grande  dans  les  carrés  à  bor- 
dures et  autres ,  comme  on  le  yerra  par  la  suite. 

On  peut  encore  se  convaincre  de  ces  huit  positions  au 
moyen  des  tableaux  :  car ,  2  étant  en  diagonale,  on  peut 
alterner  1  et  3,  ce  qui  donnera  deux  positions;  et,  puis- 
que 3  est  en  diagonale  dans  le  second  tableau ,  on  peut 
aussi  alterner  0  et  6,  ce  qui  en  donnera  encore  deux* 
Maintenant,  si,  dans  le  premier  tableau,  on  met  2  dans  la 
seconde  diagonale  au  lieu  de  la  première,  ce  sera  en- 
core le  moyen  d'obtenir  quatre  positions  :  car  il  &udra 
aussi  que  3  change  de  diagonale  dans  le  second  tableau  ; 
et  dans  cet  état  les  permutations  entre  1  et  3  et  entre 
0  et  6  pourront  avoir  lieu  comme  précédemment. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  le  carré  de  3  a  lieu  pour 
tous  les  carrés,  quelle  que  soit  leur  forme.  Après  avoir  obte- 
nu toutes  les  combinaisons, on  pourra  en  diviser  le  nombre 
par  huit,  pour  obtenir  les  combinaisons  réellement  diffé- 
rentes. Mais  cela  ne  doit  avoir  lieu  que  sur  le  carré  total, 
et  non  sur  les  carrés  particuliers  dont  il  peut  être  formé. 

Quant  à  la  composition  des  tableaux,  voici  les  obser- 
vations que  Ton  doit  retenir  : 

ifi  Après  avoir  écrit  la  première  ligne  horifontalc  ou 
verticale  (on  s'occupera  plus  spécialement  des  horizon- 
tales dans  ce  traité),  en  y  faisant  entrer  tous  les  nombres 
de  la  racine ,  c'est-à-dire  depuis  Tunité  jusqu'au  nombre 
qui  est  la  racine  donnée ,  et  dans  l'ordre  que  l'on  voudra , 
on  formera  la  seconde  ligne  comme  il  va  être  expliqué , 
et  ensuite  toutes  les  autres  lignes  commenceront  par  le 
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nombre  da  même  ordre  pris  dans  la  ligne  précédente , 
que  celai  de  la  seconde  pris  dans  la  première  :  ainsi ,  par 
eiemple ,  si  la  seconde  ligne  a  commencé  par  le  trobième 
nombre  de  la  première,  la  troisième  ligne  commencera 
par  le  troisième  nombre  de  la  seconde  ;  la  quatrième,  par 
le  troisième  nombre  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite* 

2.0  On  ne  peut  commencer  la  seconde  ligne  par  le  pre^ 
mier  nombre  de  la  première  :  car  les  bandes  n'auraient 
plus  la  somme  requise ,  attendu  qu'elles  seraient  toutes 
égales  en  hori«mtale,  et  que  les  nombres  seraient  répétés 
en  verticale. 

ZJ>  Lorsque  la  deuxième  ligne  du  premier  tableau  a 
commencé  par  un  nombre  de  la  première  d'un  ordre  quel- 
conque, la  seconde  ligne  du  second  tableau  ne  peut  com- 
mencer par  un  nombre  du  même  ordre  :  car  alors  il  y 
aurait  des  nombres  répétés  dans  le  carré ,  lequel  ne  com- 
prendrait plus  tous  ceux  qui  doivent  le  composer. 

4.0  L'on  ne  peut  prendre  le  deuxième  nombre  d'un 
tableau  pour  conunencer  la  seconde  ligne,  attendu  que 
le  dernier  serait  répété  en  diagonale,  à  moins  que  ce 
denûer  nombre  ne  soit  le  moyen. 

5.*  La  seconde  ligne  ne  peut  commencer  par  le  dernier 
de  la  première  :  car  le  premier  serait  répété  en  diagonale, 
à  moins  que  ce  premier  ne  soit  le  terme  moyen. 

6.0  Enfin,  lorsque  le  moyen  est  répété  en  diagonale 
dans  un  tableau,  l'autre  tableau  ne  peut  avoir  la  même 
diagonale  composée  du  terme  moyen  répété  :  car  le  carré 
aurait  aussi  des  nombres  répétés. 

Ces  remarques  ont  lieu  pour  tous  les  carrés  compris 
en  ce  paragraphe. 
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ARTICLB   IL 

cAui  sa  5. 

Soient  les  tableaux  composés  oomme  soit: 

/1  2  S  4  5 

^  0    5  10  15  20 

S  45  1  2 

15  20 

0    5  10 

I.Ctabuuv.. 

5   12  3  4     2.«  TABLIAV.I 

5  10  15  20    0 

2345  1 

20    0 

5  10  15 

U  5  1  2  3 

^10  15 

20    0    5 

La  seconde  ligne  du  premier  tableaa  commence  par  le 
troisième  nombre  de  la  première,  et  la  seconde  ligne  du 
second  par  le  quatrième  de  la  première*  Les  autres  lignes 
commencent  conm&e  la  seconde ,  et  par  le  nombre  du  même 
ordre  pris  dans  la  précédente.  Une  fois  le  premier  nombre  de 
chaque  ligne  écrit,  les  antres  suivent  Tordre  de  la  première 
ligne  jusqu'à  la  fin  de  cette  première  ligne,  et  Fon  achère 
en  reprenant  les  premiers  nombres ,  sans  en  interrertir 
TordrOi  ainsi  qu'on  le  voit  dans  les  deux  tableaux  ci-dessus. 

Ajoutant  par  ordre  les  nombres  des  deux  tableaux, 
l'on  obtient  le  carré  {planche  I ,  Jigure  2). 

Calculons  le  nombre  de  combinaisons  pour  un  carré 
simple,  c'est-à-dire  sans  bordures,  croix,  châssis,  etc. 

Soit  n  la  racine;  n*  le  nombre  des  termes  de  la  pro- 
gression, lequel  est  toujours  un  nombre  carré.  On  peut 
combiner  n  lettres  de  (1 ,  2, 8. ..  n)  manières. €e  nombre 
représente  les  combinaisons  de  la  première  ligne  d'un 
tableau.  Qu'on  fasse  d'abord  abstraction  des  premier, 
deuxième  et  dernier  nombres  de  cette  ligne ,  pour  com- 
mencer la  seconde;  celle-ci  ne  pourra  commencer  alors 
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qoe  par  les  n  —  3  nombres  restans,  et  par  conséquent 
le  premier  tabkan  aara(1,2,3,4...n)  (n— 3)  combi- 
naisons. Quant  au  second,  comme  la  deuxième  ligne  ne 
peot  commencer  par  on  nombre  du  même  rang  que  la 
seconde  dans  le  premier  tableau,  il  n^  aura  que  n— -4 
manières  de  la  former.  Ainsi  le  deuxième  tableau  aura 
(1 ,  2y  3.  •  •  n)  ( n— ft)  combinaisons;  mais  chacune  de 
cetDes-d  se  combinant  avec  toutes  celles  du  premier  ta- 
blean,  il  Tiendra  pour  ce  cas  (1, 2,  3.  • .  /i}*(/i — 3)(/i— 4). 

Supposant  maintenant  que  le  moyen  soit  répété  dans 
le  premier  tableau  et  dans  la  première  diagonale,  les 
nombres  resCans  de  la  première  ligne  se  combineront  de 

(  1 , 2, 3 n^l) manières;  et,  comme  dans  ce  cas  la 

seconde  ligne  commence  nécessairement  par  le  dernier 
terme  de  la  première,  il  n'y  a  pas  d'autres  combinaisons 
pour  le  premier  tableau;  quant  au  second,  la  première 

ligne  aura  toujours  (  1, 2,  3 n)  combinaisons,  et  la 

seconde  (n<^3),  en  ne  supposant  point  de  moyen  en 

diagonale,  ce  qui  donnera  en  tout   (1,2,  3 n) 

(1,2,3 n— 1)  (n — 3).  Il  en  sera  de  même  si  le 

premier  tableau  a  dans  la  seconde  diagonale  le  terme 
mojen  répété,  ou  si  la  seconde  ligne  commence  par  le 
second  nombre  de  la  première,  dans  laquelle  le  moyen 
est  le  dernier»  De  plus ,  si  le  premier  tableau  n^a  pas  le 
terme  moyen  répété ,  le  second  peut  FaToir  à  la  première 
ou  à  la  seconde  diagonale.  On  aura  donc  pour  le  cas  de 
diagonale  en  nombre  répété  dans  l'un  des  tableaux  seu- 
lement  4(1,  2,  3 n)  (1, 2,  3 n—1  )  (n— 3). 

Enfin,  si  le  premier  tableau  avait  la  première  diagonale 
répétée,  le  second  pourrait  avoir  la  seconde  aussi  répétée. 
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ce  qui  donnerait  pour  chaque  tableau  (1,2,3....  n— 1  ) 
et ,  par  la  multiplication  des  combinaisons  de  ces  tableaux, 
M  ^2,  3 n^^iy^  de  mâme^  si  c^est  la  seconde  diago- 
nale dans  le  premier  tableau,  et  la  première  dans  le  second, 

qai  soient  répétées,  l'on  aura  encore  (1,2, 3 n — 1  )% 

donc  en  tout  pour  ce  cas  2(1, 2,  3 n— 1  )«. 

Réunissant  ces  combinaisons,  il  Tiendra  (1,2, 3 n)* 

(„_3)(«-4)+4(1,2,3 n)(l,2,3 n-1) 

(n-3)+2(1,2,3 n-1)«=(1,2,3 n-1)« 

««(11—3)  (n—a)  +  4(1,2, 3 n— 1)«.n.(«— 3)+ 

2(1,2,3 n— 1)«  =  (1,2,3 n-l)« 

{n«(n— 3)(n—/ll)-f4ii(ii— 3)  +  2}. 
Les  combinaisons  pour  5  seront  : 

(1,2,3,4)»(5"«2  +  20.2  +  2)=24«.92  =  52992. 

Oianam  {Récréations  mathématiques)  a  fait  erreur  en 
multipliant  240,  qui  est  le  nombre  des  combinaisons  du 
premier  tableau  lorsqu'on  commence  la  deuxième  ligne 
par  les  troisième  et  quatrième  termes  de  la  première ,  par 
240,  qu'il  suppose  donner  les  combinaisons  du  deuxième 
tableau  :  car  on  ne  peut  ayoir  que  240  X  1 20,  et  non  240  *, 
en  ne  considérant  pas  les  diagonales  répétées. 

Pour  7  on  aurait  363,916,300. 

(hanam  Ceût  ici  la  même  erreur  que  pour  le  carré  de  5, 
et  n'a  pas  tali  entrer  en  compte  le  cas  de  diagonales  ré- 
pétées. La  règle  donnée  ci-dessus  est  la  seule  exacte. 

Pour  11  de  racine  on  aurait  le  nombre  prodigieux 
93^,190,707,?00,000. 

Pour  3,  comme  n — 3=0,  l'on  n'aurait  que  huitcomr 
binaisons,  comme  on  l'a  déjà  trouvé. 

n  n'j  aurait  qu'à  prendre  le  huitième  des  combinaisons 
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,  pour  avoir  les  carrés  réellemeni  diflR^ns;  mais 
seafemenl  dans  le  cas  oii  ces  carrés  sont  seuls,  ou  n'en^ 
trent  pas  dans  d'autres  carrés. 

On  TÎenI  de  voir  qu'il  j  aurait  près  de  94  quatrillions  de 
manières  de  &ire  le  carré  de  11;  et,  malgré  ce  nombre 
oonsidérable,  on  pourrait  passer  sa  Tie  à  le  construire 
Sfant  de  réussir  ?  car  ce  nombre  n'est  rien  comparé  à  celui 
qui  résulte  de  la  multiplication  successiye  des  121  pre« 
miers  nombres.  La  méthode  donnée  fait  arriver  directe- 
ment an  but. 

Chaque  ligne  du  carré  de  5  doit  contenir  65=^2i^^= 
1V-*=13.5. 

AETIGLB   IIL 

On  Ta«ne(Hre  donner  le  carré  de  7.  La  marche  que  l'on 
soit  pour  le  carré  de  5  et  celui  de  7  sera  la  même  pour 
tous  ceux  dont  la  racine  est  nombre  premier. 

Soient  les  tableaux 


3  7  2  5  6  1  4 
6  14  3  7  2  5 
725  6  1  4  3 
14  3  7  2  5  6 
256  1 4  3  7 

4  3  7  2  5  6  1 
56  1 4  3  7  2 


M 
•4 

H 


14  42  0  21  7  28  35 
0  21  7  28  35  14  42 
7  28  35  14  42  0  21 
35  14  42  0  21  7  28 
42  0  21  7  28  35  14 
21  7  28  35  14  42  0 
28  35  14  42    0  21     7 


ijonUnt  par  ordre ,  l'on  aura  le  carré  [figure  3, 
planche  I). 

On  Toît  que  les  nombres  de  la  première  ligne,  dans 
diaque  tableau ,  sont  distribués  à  Tolonlé;  seulement  tous 


TOM.  I. 
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cnix  de»  la  racine  dotrent  se  trouver  dans  chaque  ligne 
du  premier,  et  tous  les  multiples  de  la  racine  dans  les 
lignes  du  second*  On  a  de  même  commencé  arbitrairement 
la  seconde  ligne  du  premier  tableau  par  le  cinquième 
nombre  de  la  première,  et  la  seconde  du  second  tableau 
par  le  troisième  nombre  de  la  première. 

SU  est  aisé  d^obtenir  le  carré  lorsque  les  tableaux  sont 
formés  y  il  est  aussi  facile  de  revenir  aux  tableaux  lorsque 
le  carré  est  donné.  Yoici  les  règles. 

Pour  le  premier  tableau  Ton  écrit  les  nombres  du  carré 
leb  qu'ils  sont  lorsqu'ib  n'excèdent  pas  la  racine  :  ainsi , 
pour  le  carré  de  7,  les  nombres  1 , 2 , 3, 4, 5, 6, 7,  s'écrivent  au 
premier  tableau ,  à  la  place  oii  ib  se  trouvent  dans  ce  carré. 

Si  le  nombre  excède  la  racine ,  on  en  soustrait  le  plus 
grand  multiple  qui  s'j  trouve  contenu,  et  Ton  écrit  le 
reste  :  ainsi,  dans  le  même  carré  de  7,  s'il  se  trouve  37, 
par  exemple,  on  ôte  35,  il  reste  2,  qu'on  écrit;  au  lieu  de 
17,  on  écrirait  17— -14=3,  et  ainsi  de  suite. 

Le  premier  tableau  étant  formé ,  le  second  ne  présente 
pas  de  difficulté,  et  il  s'dl)tient  sur  le  champ;  il  suffit  dV 
jouter  à  chaque  nombre  du  premier  ce  qui  est  nécessaire 
pour  remplir  la  case  correspondante  du  carré.  Ainsi,  la 
première  bande  horicontale  du  carré  de  7%tant  17,  49,  2, 
26, 13, 29,  39,  la  première  ligne  du  premier  tableau  serait 

17—14 ....  49—42. . . .  2. . . .  26—21 ....  13— 7 

29—28. . . .  39—  35,  ou  3, 7,  2,  5, 6, 1,  4,  et  la  première 
du  second  tableau  comprendra  les  nombres  soustraits;  et, 
comme  2:=2 — 0,  il  Csiudra  mettre  0  à  la  case  correspon- 
dante à  a,  et  il  viendrait  14, 42, 0, 21,7, 28,  35,  et  ainsi 
des  autres.  Cette  rè^  s'applique  à  tous  les  carrés  pairs 
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oa  impairs,  sans  exception,  lorsque  la  progression  est 
edSe  des  nombres  naturels  à  commencer  par  Funité. 

Chaque  ligne  ou  bande  du  carré  de  7  doit  conte* 
mr««?p  =  25.7=1175. 

ARTICLE  IT. 
MiraoBB  ■xpiDiTiva  poue  les  caee^s  ihpaies, 

QUELLE   QVE    SOIT   LA   EÂGIIVE. 

Toici  une  méthode  très-expéditire  pour  Êubre  sur  le 
champ  un  carré  magique  impair  quelconque ,  et  même  si 
lea  progressions  sont  interrompues. 

On  place  le  premier  terme  de  la  progression  au  dessus 
de  la  Terticale  du  milieu  du  carré;  le  second  au  bas  de  la 
suivante,  on  suppose  que  ce  soit  celle  de  droite;  les 
nombres  sulyans  se  mettent  par  ordre,  et  en  diagonale 
en  remontant  d'une  case,  jusqu'à  ce  que  Ton  sorte  du 
carré;  alors  on  place  le  nombre,  qui  ne  peut  se  mettre 
dans  la  case  manquante,  à  l'autre  extrémité  de  la  ligne 
où  il  aurait  dû  se  trourer.  Ain:ài ,  sort-on  du  carré  par  la 
droite,  on  le  place  à  gauche,  à  la  première  case  de  la 
bande  supérieure  ;  sort-on  par  le  dessus,  il  se  place  à  la  case 
inférieure  de  la  yerticale  sui?ante;si  l'on  rencontre  une 
case  déjà  remplie,  on  met  le  nombre  sous  le  précédent; 
on  agit  de  même  si  l'on  sort  par  un  angle ,  et  l'on  con- 
tinue toujours  en  diagonale  et  dans  le  même  sens.  En 
Toid  des  exemples  sur  les  carrés  de  1 1 ,  de  9  et  de  7  cases 
à  progression  interrompue* 

cAEEi  DE  11  {planche l y ^gure  ^)» 
Le  premier  terme,  1 ,  de  la  progression  est  au  dessus  de  la 
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Terticale  da  miliea;  le  second,  2,  an  bas  de  la  verticale 
suiTanle;  les  autres  nombres,  jusqu'à  6,  se  placent  diago- 
nalement;  et,  comme  7  sortirait  du  carré,  il  se  place  A 
gauche  sur  la  ligne  supérieure ,  et  l'on  continue  jusqu'à  1 1  ; 
mais,  12  tombant  sur  une  case  déjà  remplie  par  1 ,  on  le 
met  sous  11 ,  et  l'on  ya  jusqu'à  1S;  mab,  15  sortant  du 
can^  par  le  dessus  il  se  plaoe  an  bas  de  la  yerticale  sui- 
vante, et  l'on  continue  jusqu'à  18;  et  19,  sortant  par  le 
c6té,  se  met  à  gauche  de  la  ligne  horizontale  supérieure; 
on  place  ensuite  23  sous  22;  puis  28  au  bas  de  la  verticale 
qui  suit  celle  ou  est  27;  ensuite  31  à  gauche  de  l'horizon- 
tale supérieure  à  celle  oii  est  30;  ensuite  34  sous  33;  puis 
41  au  bas  de  la  verticale  suivant  ceDe  oii  est  40;  et  43  à 
l'horizontale  supérieure  à  celle  où  est  42,  et  à  gauche; 
pub  45  sous  44 ,  et  '54  à  l'angle  inférieur  de  la  dernière 
verticale;  ensuite  55  à  la  gauche  de  l'horizontale  suivante 
supérieure;  puis  56  sous  55, et  l'on  remplit  la  seconde  dia- 
gonale jusqu'à  66;  et,  comme  on  sort  par  Fangle,  67  se 
place  sous  66;  pub  68  à  l'angle  supérieur  de  la  première 
verticale;  ensuite  69  au  bas  de  la  seconde  verticale;  et, 
en  continuant  d's^près  cette  marche, on  termine  par  121 , 
dernier  terme  de  la  progression,  et  qui  se  trouve  au  bas 
de  la  verticale  où  se  trouve  le  premier  ou  l'unité;  et  il  en 
sera  de  même  pour  tous  les  carrés  impairs.  La  figure  4 
iera  encore  mieux  comprendre  cette  méthode,  qui  ne 
donne  qu'une  manière  de  construction,  et  par  consé- 
quent est  très4)omée« 

On  peut  être  curieux  de  connaître  les  tableaux  qui  ont 
donné  lieu  à  ce  carré.  Les  voici  : 


i 
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1.«*  VABLIAV. 

•*><*9«OQD«40»OIC»«#M 

«eao«4Aei«»MM*te-*9 

"*e«D«^0»OI«kMM-* 

M*te«*9«Dao«4AOlV«« 

OCM^«*M-^-*O«0aoM. 

0O^a»eff|»MM>**te9«D 

O<000^AOI^e«kM-*"^ 

S.e  TA  ILS  AV. 

«DOO^atCMCtoMMiiteOO 

MM-*»         >te«Dœ^Ae«^ 

Ces  deux  tableaux  sont  remarquables.  On  Toit  dans  le 

premier  que  la  première  ligne  commence  par  les  pairs  et 
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par  ordre;  viennent  ensuite  les  impairs.  Le  premier  nombre 
de  la  seconde  ligne  suit  celui  du  milieu  de  la  première. 
On  peut  donc  retenir  aisément  ce  tableau. 

Quant  au  second  tableau,  le  0  est  au  milieu  de  la^e-  ^ 
mière  horizontale  y  et  les  multiples  suivent  par  ordre  jus- 
qu'au multiple  moyen  y  qui  est  ici  55.  Cette  horizontale 
commence  par  le  multiple  qui  suit  le  mojen.  La  seconde 
horizontale  commence  par  le  j^uxième  nombre  de  la 
première.  La  seconde  diagonale  est  répétée.  Ce  tableau 
est  donc  aussi  Êicile  à  retenir  que  le  premier. 

Il  paraît  que  c'est  par  analogie  qu'on  est  parvenu  à 
la  marche  indiquée.  Le  carré  de  9  présente  cette  dis- 
tribution  :  on  aura  cherché  â  l'appliquer  à  celui  de  cinq, 
et  la  formation  des  tableaux  s'en  est  suivie* 

CARRi   DR   9   (Jig^  5,  pL  I). 

Quoique  9  ne  soit  pas  premier,  la  méthode  expéditive 
s^  applique  également  Yoici  les  tableaux. 

246  813579  /45  54  63  72  0  9  18  27  36 
357924681  154  63  72  0  9  18  27  36  45 
4  6  8  1  3  5  7  9  2    .  l  63  72    0    9  18  27  36  45  54 


ta 


H 


^15792  4  6813  2  172  0  9  18  27  36  45  54  63 
^^681357924  5/0  9  18  27  36  45  54  63  72 
7  9  2  4  6  813  5»]  9  18  27  36  45  54  63  72  0 
1813579246^118  27  86  45  54  63  72  0  9 
924681357  {2736  45  54  63  72  0  9  18 
135792468      13645546372    0    91827 

Les  remarques  sur  le  carré  de  1 1  s'appliquent  encore  ici. 
D'après  la  manière  dont  les  carrés  sont  formés  par 
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expédHii 


vn  coaple»  Ainsi,  dans  la  figure  5,  où  chaque  couple  yaut 
82=81+1 ,  on  verra  que  46+36,  cases  symétriques, 
23  et  59,  9  et  73,  et  ainsi  des  autres ,  donnent  toujours 
pour  somme  82.  Hab  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
carrés  construits  par  d'autres  taUeaux. 

ARTICLE    y. 

PARTICUlARiris. 

si  la  progression  ne  commençait  pas  par  l'unité,  on 
obtiendrait  toujours  facilement  les  tableaux,  mais  il  Êiut 
énoncer  différemment  la  méthode  de  leur  formation.  La 
prennère  figne  horizontale  du  premier  (ableau  commence 
par  le  deuxième  terme  de  la  progression  des  nombres 
de  la  racine;  Tiennent  ensuite  de  deux  en  deux  les  autres 
nombres.  La  seconde  ligne  commence  par  le  troisième 
nombre  de  la  racine;  les  lignes  suivantes  se  forment  à 
Tordinaire  les  unes  des  autres ,  comme  la  seconde  de  la 
première;  ou  mieux,  la  première  verticale  se  forme  des 
nombres  de  la  racine  dans  leur  ordre ,  à  commencer  du 
second. 

Quant  m  second  tableau,  on  place  toujours  0  au  mi- 
lieu de  la  première  horizontale,  les  multiples  viennent 
dans  leur  ordre*  Cette  horizontale  commence  par  le  mul- 
tiple qui  suit  le  terme  moyen*  La  première  verticale  se 
compose  de  ces  multiples  dans  leur  ordre  :  rien  n'est 
donc  plus  facile  que  d*obtenir  les  tableaux. 

Si  la  progression  n'est  pas  celle  des  nombres  naturels 
commençant  ou  non  par  l'unité,  le  carré  magique  se 
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forme  à  l'ordinaire.  Quant  aux  tableaux,  on  les  obtient 
comme  on  Tient  de  le  dire.  Par  exemple,  soit  la  pro- 
gression 3  •  5  •  7*  9 97*  99,  celle  qui  doit  remplir  les 

quarante-neuf  cases  du  carré  de  7.  Gomme  les  sept  pre- 
miers nombres  sont  3,5,7,9,11, 13, 15,  ce  seront  ceux 
de  la  racine ,  ou  ceux  qui  doirent  composer  le  premier 
tableau  :  la  première  ligne  de  ce  tableau  sera  donc  5,9, 
13,3,7,11,15;  la  première  Tcrticale  sera  5,  7, 9, 11 , 
13,15,3.  Ces  deux  lignes  formées,  le  tableau  s'ensuit. 

Pour  avoir  les  multiples,  comme  le  premier  nombre 
qui  Tient  après  ceux  de  la  racine  est  17,  si  l'on  soustrait 
de  17  le  premier  terme  3  de  la  progression,  il  Tient  14, 
premier  multiple  ;  et  la  première  horizontale  du  tableau 
des  multiples  sera  56,70,84,0,14,28,42;  la  première 
Terticale  serait  56,70,84,0,14,28,42,  semblable  à  l'ho- 
rixontale. 

Si  la  progression  était  interrompue,  lé  carré  par  la  mé- 
thode expéditiTC  se  formerait  toujours  de  la  même  ma- 
nière C/%.  &ypL  I). 

Les  progressions  sont  5*8*11  «14 •17*20*23..  ..••• 

31*34*37*40*43*46*49 57*60*63*66.69*72*75 

83*86*89*92*95*98*101 109*112*  115«  ^ 

118*121*124*127 135*138*141*144*147*150*153 

161*164*167*170*173*176*179. 

La  diflKrence  de  chaque  progression  est  3.  L'intenraDe 
entre  deux  progressions  est  8.  La  somme  totale  est  ^t^^ 

TiiiiiiîL  —  î  (  28 -h  80  + 1 32  + 1 84  ^236  +  288  +  340  ) 
:=:!Jfi:l.  Donc  chaque  ligne  contiendra  ^=644;  chaque 
nombre  vaudra  ^=92;  chaque  couple  vaut  2*92  =  184; 

I 
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OD  bien  encore  chaque  couple  vaut  5-1-179,  sairoir  le 
premier  et  le  dernier  terme.  Le  terme  moyen  est  92,  qm 
est  le  moyen  de  la  progression  centrale,  et  cbaqne  ligne 
aura  7*92. 

Poor  les  taMeanx,ib  sont  fiiciles  à  composer.  Le  premier 
se  forme  arec  les  nombres  de  la  première  progression;  le 
premier  mnltiple  est  3f — 5=::26. 

La  premièie  boriionfale  sera  donc,  ponr  ce  premier  ta^ 
blean,8, 14,20, 5,  fi,  17,23,*^  la  première  terticale^S,!!, 
14,17,29,23,5. 

Qoant  an  second  tablean,  Phoriaontsle  et  la  rerticale 
seront  104,  130,156,0,26,52,78;  il  en  sera  de  même 
pour  tOQs  les  cas. 

11  smt  de  ce  qui  précède  qu'il  est  inutile  de  considérer 
d'autres  progressions  que  celles  des  nombres  naturels  com- 
mençant par  l'unité. 

Dans  les  tableaux  formés  comme  il  a  été  expliqué ,  si 
Ton  prend  deux  parallèles  A  une  diagonale ,  telles  que  ces 
deux  parallèles  comprennent  entr'dQes  autant  de  termes 
qu^en  renferme  une  des  lignes  du  tableau ,  ces  termes  se- 
Tont  dans  le  même  ordre  que  ceux  de  la  diagomde ,  sans 
eommencçr  cependant  par  le  même  nombre,  et  par  consé- 
quent fe  carré  sera  encore  magique  sous  ce  rapport ,  puis- 
que la  somme  de  ces  deux  parallèles  sera  égale  à  ceBe 
d'une  ligne  de  ce  carré  :  ainsi  la  première  diagonale  du 
premier  tableau  de  7  (page  33)  étant  3, 1, 5,  7,  4,  6,  2, 
si  Ton  prend'  deux  parallèles  comprenant  entr'elles  7 
nombres^  comme  6,  2,  3,  et  1,  5, 7,  4,  on  yoit  que  ces 
nombres  sont  disposés  comme  ceux  de  la  diagonale,  c'est- 
à-dire  dans  le  même  ordre,  sans  commencer  cependant 
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par  le  même  nombre  3.  Mais  cela  n'a  plus  lieu  si  une  dia- 
gonale est  répétée  ou  périodique  :  ainsi ,  pour  la  seconde 
diagonale  {pag.  37)  du  second  tableau  de  1 1 ,  cette  pro- 
priété n'exbte  pas;  elle  n'a  pas  lieu  davantage  pour  la  pre- 
mière diagonale  du  premier  taUeau  de  9  {pag^  38) ,  attendu 
qu'elle  est  périodique. 

Il  en  est  des  carrés  comme  des  tableaux  :  ainsi  dans  la 
figure  6  on  verra  que  la  somme  des  parallèles  à*la  pre- 
mière diagonale  est  encore  magique ,  puisqu'elle  donne  644« 
En  effet,  37+98+138  +  17+57+118  +  179  =  644,  et 
ainsi  des  autres;  mais  les  parallHes  à  la  seconde  diagonale 
ne  donnent  pas  cette  somme,  parce  que  dans  l'un  des  ta- 
bleaux il  7  a  eu  diagonale  répétée;  et  c'est  un  signe  de 
répétition  ou  de  période  dans  une  diag^taiale  que  le  déûnit, 
dans  deux  parallèles  complémentaires,  d'avoir  leur  somme 
égale  à  celle  d'une  ligne  du  carré. 

n  n'est  pas  nécessaire  que  des  nombres  soient  en  pro- 
gression pour  avoir  un  carré  répété  :  aiuM  (^figure  7,pLl) 
l'on  voit  que  les  nombres  4, 7, 2, 9, 1 3, 1 8, 5,  dont  la  somme 
est  58,  sont  disposés  en  carré  répété. 

Si  la  somme  des  nombres  ^nnés  se  divisait  par  la  ra- 
cine, et  que  l'un  de  ces  nombres  fût  égal  au  quotient,  il 
pourrait  se  répéter  en  diagonale,  et  le  carré  serait  exact 
ifig*  S).  Les  nombres  4,  2,9,5,7, 15,21,  donnent  pour 
somme  63,  dont  le  7.^  égale  9;  et ,  puisque  9  lait  partie  des 
nombres,  il  peut  entrer  en  diagonale* 

n  pourrait  se  trouver  des  nombres  répétés'  parmi  ceux 
donnés  :  on  n'aurait  pas  moins  un  carré  magique;  seule- 
ment on  ne  commencerait  pas  la  seconde  ligne  par  le 
deuxième  ou  dernier  nombre  de  la  première  :  car  les  dia- 
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S  2. 

GÀKEis   ▲   BOKDUKBS. 

La  théorie  des  bordures  est  celle  à  laqaelle  on  s'est  le 
moins  appliqué^  et  qui  &cilite  singnlièrement  la  constmo- 
tion  de  toute  espèce  de  carrés  magiques.  Quoiqu'il  smt  aisé 
de  former  les  bordures,  U  est  asses  difficile  de  connaître  le 
nombre  de  yariations  dont  est  susceptible  un  carré  à  bor- 
dures. Les  tableaux  sont  inutiles  pour  ce  genre  de  carrés: 
car  il  ne  serait  pas  possible  de  prévoir  leur  construction. 

L'on  a  dit  qu'il  pouvait  y  avoir,  jusqu'à  ^  bordures, 
n  désignant  la  racine,  et  en  considérant  le  carré  de  S 
comme  le  plus  simple  de  tous;  mais  on  peut  en  avoir  beau- 
coup moins.  Ainsi  17,  par  exem]^,  de  racine  peut  n'en 
point  avoir,  ou  se  composer  du  carré  de  15  avec  bordure , 
de  13  avec  deux  bordures,  de  11  avec  trob  bordures ,  de 
9  avec  quatre,  de  7  avec  cinq,  de  5  avec  six,  enfin  de  S 
avec  sept  bordures,  ce  qui  fournit  un  nombre  prodigieux 
de  combinaisons. 

Dans  toute  jbordure  les  nombres  opposés  doivent  fidr6 
un  couple;  et,  en  effet,  puisque  le  carré  central  est  ma- 
gique, il  fiiut,  pour  que  le  carré  avec  bordure  le  soit  aussi, 
que  ces  nombres  donnent  un  couple;  et,  si  l'on  arrive 
jusqu'au  carré  de  3,  le  moyen  dans  les  carrés  impairs  sera 
nécessairement  au  centre  du  carré,  puisqu'il  n'a  pas  de 
complément.  Mab  si  la  racine  du  carré  central  excède  3 , 
le  moyen  peut  se  trouver  hors  du  centre,  mais  jamais  en 
bordure. 

Toute  bordure  surpasse  celle  qui  la  précède  de  8 

^'  — • — — — — 
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■onbres  formant  quatre  couples;  et  méoie  si  IVm  oonsi- 

4èrele  mojen  comme  carré  central,  et  les  8  nombres  qui 

Foloiirent comme  one  bordure,  la  soivante,  on  odie  de  S, 

toiaosâ  de  8  nombres ,  et  ainsi  de  suite  de  8  en  8.  En 

eSrt,  Mit  A  le  côté  d'une  bordure ,  k  o6té  opposé  sera  en- 

eora  s,  et  chacun  des  deux  autres  sera  n— 2 1  en  tout 

Is+2(n—2)=4it— 4=4(11— ]>  C'est  le  nombre  de 

eues  de  tonte  bordure ,  le  c6té  étant-n.  Maintenant,  la  boiw 

Aveiuifante  surpasse  de  2  cases,  pour  un  côté,  oehude 

b  bordure  précédente  :  donc  n  doit  être  remplacé  par 

s+2,  et Fon  aurait  4  (n+2— 1)=4  (ii+1)=4ft+4}n 

Fon  soustrait  de  ce  dernier  nombre  tii—- 4,  Talen»  du 

nombre  de  cases  de  la  bordure  qui  précède,  <m  aura 

*«+4-4»+4=:8. 

Qb  troufe  Cuâlement  un  nombre  qui  ait  tant  de  bor- 
dira  qn'cm  Toudnu  Soit  If  ce  nombre  de  bordures;  Fon  a 
m  fn'ien  supposant  le  carr^  de  3  conune  central,  l'on  ob- 
tenait ^^  pour  le  nmrimum  de  bordures:  donc  11=^; 
d'on  11=25+3;  si  donc  on  voulait  10  bordures ,  alors 
5=10,  et  ii=20+3=23. 

Si  le  carré  était  pair,  il  laudrait  prendre  N=^,  d'où 
ii=2N+4. 

nos  généralement,  soit  n!  le  carré  central  :  on  aura 
»=2N+ik'.  Ainsi,  que  le  carré  central  sût  7,  et  qu'on 
Teuille  un  nombre  qui  ait  5  bordures  et  ce  carré  central, 
2  rândraU  ii=10+7=17. 

Four  aller  du  simple  au  composé,  l'on  ta  analyser  le 
carré  de  5  à  bordures. 
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ARTICLE  PEEMIER. 

CARli    BE    5    ÀTBG    B0KDURBS« 


Le  carré  de  3  central  doit  se  composer  d'une  progres- 
sion non  interrompue,  ou  de  trois  progressions  dont  la 
raison  soit  la  mdmetainsi  qneles  intenralles,  le  moyen  1} 
doit  nécessairement  occoper  le  centre ,  et  les  8  antres 
nombres  former  quatre  couples.  Toici  toutes  les  manières 
d'obtenir  ces  carrés  centraux  arec  les  25  nombres  du 
carré  de  5. 

D'après  la  distribution  ci-dessous  la  progression  qui  est 
seule  est  celle  du  milieu;  les  nombres  de  l'une  des  deux 
restantes  sont  complémens  de  ceux  de  l'autre*  11  est  inutile 
de  s'occuper  des  nombres  qui  surpasseraient  12  dans  la 
première  des  progressions  :  car  on  retomberait  dans  des 
progressions  déjà  obtenues. 

Soit  d'abord  la  raison  des  progressions = l'unité ,  l'on 
aura  ; 


I  •  2  •  3.  •  • 
2«  3*  4... 
3.  4«  5... 
4>  5>  6... 
5.  6.  7.,. 
6*  7»  8. . . 
7.  8.  9... 
8*  9«10... 
9-10.11... 


....23.24.25 

22.23.24 

....21.22.23 
....20.21.22 
....19.20.21 
....18.19.20 
....17.18.19 
....16.17.18 
....15.16.17 


12.13.14 


1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


Soit  maintenant  la  raison  des  progressons  =:  2.  La  pro- 
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gression  centrale  sera  nécessairement  11  •  13  •15,  et  Voa 

aora  : 

1*  3*  5 21.23.25 


2.  a*  6... 

3  •  0 .  /•  •  • 

4 .  6 .  8. . . 

5.  7.  9,.. 

6.  8.ia.. 

8.10.12... 


...20.22.24 
...19.21.23 
...18.20.22 
...17.19.21 
...16.18.20 
...14.16.18 


11.13.15 


Soit  la  différence  =  3^  et  l'on  obtiendra  : 
1.  4.  7 19.22.25 


2.  5.  8... 
3  «  6 .  9.  • . 

5.  8*11... 

6.  9.12... 


10.13.16 


9.13.17 


} 


8.13.18 


10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 


17 
18 
19 
20 
21 


....18.21.24 
..,.17.20.23 
•  • .  •  15 .18.21 
....14.17.20 

Si  la  différence  est  4 ,  il  vient  : 

2.  6.10 16.20.24 

3.  7.11 15*19.23 

4.  8.12. 14.18.22 

Enfin  ^  pour  la  différence  5,  Ton  aora  : 

1*  6.11 15.20.25 

2.  7.12, 14.19.24 

En  toatTingt-six  manières  de  former  le  carré  central;  et, 
comme  chacune  donne  huit  positions ,  l'on  aura  208  com^ 
binaisons  de  ce  carré  central,  qu'il  est  nécessaire  de  retenir  : 
car,  une  bordure  restant  fixe ,  chacune  de  ces  huit  positions 
apporte  un  changement  réel  et  notable  dans  le  carré  totaL 

Maintenant ,  pour  connattre  toutes  les  bordures  du  carré 


22 
23 
24 

25 
26 
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de  5,  il  tant  voir  si  Ton  peut  indifféremment  mettre  aux 
angles  des  nombres  pairs  ou  impairs* 

D'abord  les  complémens  sont  ici  de  même  nature  que  les 
nombres  arec  lesquels  ils  font  un  couple*  Or  un  couple  est 
égal  à  26,  nombre  pair,  qui  ne  s'obtient  que  par  deux  pairs 
ou  deux  impairs*  On  £Bdt  abstraction  de  1 3 ,  qui  est  né- 
cessairement au  centre ,  comme  on  Ta  dit*  Mais  cbaque 
ligne  du  carré  central  yaut  3*13=:39$  et  ce  nombre,  étant 
impair,  ne  peut  se  composer  que  de  trois  impairs  ou  d'un 
impair  et  de  deux  pairs  :  donc ,  si  l'une  des  lignes  ne  con- 
tient que  des  nombres  impairs ,  les  quatre  angles  sont  im- 
pairs, et  par  suite  le  carré  central  n^ura  que  des  impairs, 
ou  sera  composé  de  8  impairs* 

Si  l'un  des  angles  est  pair,  comme  chaque  ligne  doit 
être  impaire,  il  iaut  que  l\ui  des  angles  d'un  même  côté 
soit  impair  si  le  nombre  du  milieu  est  pair ,  ou  que  cet 
angle  soit  pair  si  le  nombre  du  milieu  est  impair* 

Dans  le  premier  de  ces  deux  cas  la  ligne  opposée  aura 
un  angle  pair  et  un  impair,  et  le  nombre  du  milieu  sera 
pair;  les  deux  autres  côtés  auront  aussi  le  noipbre  du  mi- 
lieu pair  :  on  apra  ainsi  employé  6  pairs  et  2  impairs. 

Dans  le  second  cas,  les  quatre  angles  étant  pairs,  les 
quatre  nombres  du  milieu  sont  impairs,  et  l'on  aura  pris 
4  pairs  et  4  impairs* 

n  iaut  Toir  ce  qui  résulte,  pour  la  bordure,  de  ces  obser- 
yations* 

Si  Pon  a  employé  4  pairs  et  4  impairs ,  il  reste  8  pairs 
et  8  impairs;  mais  cbaque  Kgne  du  carré  de  5  vaut  65, 
nombre  impair,  qui  ne  peut  aToir  lieu  que  par  5  impairs , 
ou  3  impairs  et  2  pairs ,  ou  enfin  par  1  impair  et  4  pairs. 
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Soient  sur  une  des  lignes  de  la  bordure  un  angle  pair  et 
un  impair  :  on  ne  pourra  ayoir  5  impairs  sur  aucune  ligne , 
puisqu'il  j  aura  1  pair,  par  supposition.  ]>onc  les  angles 
ne  peuvent  être  de  nature  différente  dans  le  cas  où  une 
figne  aurait  5  impairs.  D'ailleurs,  si  une  ligne  avait  5  im- 
pairs, Fopposée  en  aurait  aussi  5,  ce  qui  ferait  10,  et  il 
n'en  reste  que  8  :  ainsi  une  ligne  ne  peut  avoir  5  impairs 
dans  ce  cas. 

Si  Fune  des  lignes  comprend  ft  pairs  et  1  impair ,  l'op^ 
posée  aura  aussi  ft  pairs  et  1  impair,  il  restera  6  impairs  ; 
il  en  £radra  3  à  chacune  des  deux  autres  lignes;  et,  si  les 
angles  sont  de  nature  différente ,  comme  chaque  ligne  au- 
rait d^  1  impair  et  1  pair,  il  y  aurait  k  impairs  et  1 
pair  dans  ces  lignes ,  qui  ne  seraient  plus  impaires  :  donc 
les  an^es  ne  peuvent  être  de  nature  différente  pour  le 
cas  que  Pon  considère;  d'un  autre  côté,  ils  ne  peuvent  être 
impairs  tous  quatre ,  puisqu'on  suppose  qu'une  ligne  con- 
tient 4  pairs  et  1  impair  :  ils  seront  donc  pairs  tous  les 
quatre. 

Enfin ,  qu'une  ligne  ait  3  impairs,  y  compris  un  angle,  et 
2  pairs,  ce  sera  emploi  de  4  pairs  et  6  impairs,  à  raison 
de  la  ligne  opposée;  resteront  4  pairs  et  2  impairs.  ]  On 
ne  pourrait  mettre  que  1  impair  dans  chacune  des  lignes 
restantes;  elle  aurait  alors  2  impairs  et  3  pairs,  dont  la 
somme  est  paire;  ainsi,  dans  toutes  les  suppositions,  lors- 
que le  carré  central  comprend  4  pairs  et  4  impairs,  non 
compris  le  moyen ,  les  angles  sont  nécessairement  de  mémo 
espèce. 

Venons  au  cas  oîi  l'on  a  employé  6  pairs  et  2  impairs: 
il  reste  6  pairs  et  10  impairs  pour  la  bordure.  On  ne  peut 

TOI.  I.  4 
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\  XaiSw^  ueltnf  5  impairs  dans  une  ligne  :  car  Fopposée  en 
jiwrwl  ^usâi  2k  el  les  deux  lignes  restantes  seraient  paires* 

*  0^  Ke  peal  pas  daiantage  mettre  3  impairs  dans  une  ligne, 
JkMl  deux  aux  an|^s  :  car  on  aurait  employé  6  impairs  et 

1 1     I  pair»;  il  ne  resterait  <pie  1  pair  à  chacune  des  autres 

!  ;  Ii(pe5  «  lesquelles  seraient  paires.  Si  une  ligne  com- 
y4Ktid  2  pairs  aux  angles  y  ils  sont  pairs  tous  les  quatre,  et 
il  reste  2  pairs  et  4  impairs  :  il  j  aurait  donc  2  impairs 

j  I  M^ement  à  chacune  des  autres  lignes,  ce  qui  ne  peut  la 
reuJn^  impaire;  il  Êiudra  donc  que  les  angles  soient  de  na- 
ture dillt^rente;  alors  les  4  pairs  restans  sont,  dans  chaque 
liipie  «  entre  les  angles. 

Iàuiu«  si  le  carré  central  comprend  8  impairs,  il  reste 
là  pairs  et  4  impairs  :  alors  les  quatre  angles  sont  pairs. 

Récapitulant  : 
Le  courre  central  comprend  :  La  bordure  aura  : 

)  jiairs,  4  impairs.  Angles  de  même  espèce. 

0  {viirs,  2  impairs.  Angles  d'espèce  différente. 

8  inijtairs.  An^es  tous  pairs. 

Uctm^ient  d'observer  que,  si  les  progressions  étaient 
autres  que  celle  des  nombres  naturek  commençant  par 
ruiùlt^ ,  les  combinaisons  du  carré  de  5  seraient  encore 
les  hh^uios  :  car  il  n'y  aurait  qu'à  placer  au  dessus  des 
iHHnItrt^s  do  ces  progressions  ceux  de  la  progression  que 
IW  considère  ici,  et  substituer;  Ton  obtiendrait  soit  le 
carré  central ,  soit  la  bordure. 

Diaprés  ces  données  il  faut  chercher  les  bordures  du 
carré  de  3  pour  la  progression  naturelle ,  et  toutes  les  com- 
biimisons  pour  les  26  carrés  centraux. 
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Le  premier  carré  central  est 


Los  nombres  restons  sont  \< 


4    5    6    7    8    9  10  11 
^22  21  20  19  18  17  16  15 

Puisque  le  carré  central  contient  i  pairs 
bordure  aura  ses  angles  do  même  espèce* 
Soient  aux  angles 


L 


20    .    .    .22 

Puisque  la  première  verticale  a  déjà  24 ,  il  lui  Êiut 
encore  41  pour  fiûre  65;  et,  la  dernière  horizontale  ayant 
42,  il  faut  lui  ajouter  23;  or  on  ne  peut  faire  23  avec  un 
grand  et  deux  petits  nombres  :  car  le  pli6  petit  des  grands 
est  15,  et  les  plus  petits  parmi  les  petits  sont  5  et  7;  or 
5  -f-  7  -}- 15=27,  plus  grand  que  23  :  il  faut  donc  prendre 
trois  petits;  il  n'y  a  que  5, 7, 1 1  et  5,  8, 10  qui  aient  23 
pour  somme*  Si  Fou  chobit  5,  7,  11,  les  nombres  restans 

sont  /.  V;  il  faut  prendre  dans  ces  nombres  deux 

grands  et  un  petit  pour  avoir  41  :  car  18,  le  plus  grand 
parmi  les  grands  nombres,  et  9+  10,  les  plus  grands  des 
petits,  ne  donnent  que  37;  mais  8-|-16-f  17=41.  Main- 
tenant, si  l'on  prend  5,  8,  10  pour  l'horizontale,  il  reste 
<  5    9  in  ^.     ,.  ,    '    A 
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nombres;  il  suit  que ,  pour  les  angles  4 ,  6^  il  n'y  a  qu'une 
seule  bordure;  mais,  les  angles  étant  fixes,les  trois  nombres 
du  milieu  donnent  6  combinaisons  pour  une  verticale ,  et 
6  pour  l'horizontale  partant  de  l'angle  commun,  ce  qui 
Élit  36  combinaisons.  Maintenant,  le  carré  total  prend  8 
positions,  le  carré  central  en  a  aussi  8  :  ce  seront  donc 
6A  «36=2304  combinaisons  pour  chaque  bordure.  Ge 
dernier  nombre  doit  être  multiplié  par  celui  des  bordures 
correspondantes  à  chaque  carré  centraL 

Voici  les  bordures  :  les  deux  premiers  nombres  sont  les 
angles,  dont  le  supérieur  de  gauche  précède  le  supérieur 
de  droite;  les  trois  nombres  suivans  sont  ceux  de  la  der- 
nière horizontale  entre  les  compléments  des  angles  ;  enfin 
les  trois  derniers  sont  ceux  de  la  première  verticale  entre 
l'angle  commun  et  le  complément  de  l'autre  angle.  La 
bordure  s'achève  par  les  complémens  de  ces  8  nombres. 

24    1  14 
Premier  carré  central.  {    3  13  23 

12  25    2 


Nombres  restans.  / 


a    5    6    7    8    9  10  11 
22  21  20  19  18  17  16  15 


BORDURES. 

ÀHGLES.         BOEIZONTÀLI.  VERTICALE» 

4  6   5  7  11  8  16  17 

5  9  11  7  16  20 

6  9  10  7  15  21 
7  15  8  17  20 
9  11  6  18  21 


4  8 


4  10 


J 


5    7 


5    9 
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AKCLES.        ROUZOHTÀLE.  TBETIGALB. 

4  6  15  8  16  17 

4  10  11  6  17  18 

6  8  11  9  10  22 

6  9  10  8  11  22 

4    8  15  7  16  20 

4    7  16  8  15  20 

4    9  16  7  18  20 

5  IW  4    6  19  10  17  18 

4  7  18  9  16  20 

5  7  15  9  10  22 

6  8<  4    7  16  9  11  21 

7  9  11  4  16  21 

6  10      4    8  17  7  15  21 

7  9      6    8  15  4  16  2f 

4  10  17  5  18  20 

6  8  17  5  16  22 

7  11  <  6    9  16  4  18  21 
4    9  18  6  16  21 

4  6  21  9  16  18 

8  10       4    7  20  9  11  21 
6    8  19  4  16  21 

9  11  <  4    8  21  6  16  19 

5  6  22  7  16  18 

En  tout  28  bordures.  On  aura  donc  2304  •28=64512 
combinaisons  pour  le  premier  carré  central. 


M  CAaaé  OB  5 

23    2  14 
Deuxième  carré.  ^     4  13  22 

12  24    3 


Nombres  restans.  J  25  21  20  19 


8    9  10  11 
21  20  19  18  17  IC  15 


BOKDUHES. 

Le  carré  central  cotnprenant  6  pairs  et  2  impairs,  les 
angles  seront  d'espèce  difiESrente. 

AICLBS.         HOaiZOHTAU.  TiaTICilk. 

16   5  7  8      11  16  17 
,  _ 10  17  19 

1    O 


1  10 


5  6 


I 

{ 


5 

7    8 

5 

6  11 

6 

7    9 

5 

8  11 

6 

7  11 

1 

8  15 

1 

7  16 

1 

10  15 

10  15  21 

9  19  20 
9  18  21 

7  16  17 

8  15  17 

6  17  19 

7  15  20 
5  8  <  1  6  19      10  15  17 

7  10  25 
6  11  25 

5  10   1  8  19      9  15  20 

5  17  18 

8  11  21 


6  7 
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ÂirCUS.         HOaiXOHTlLI.  TIBTICiLB. 

5    8  15  7  10  25 

6    9  <  1  11  16  5  18  19 

1    8  19  10  il  21 


6  11 


7    8 


7  10 


8    9 


8  II 


10  11 


(  5    7  18  9  15  20 

(  1    8 


il 


{ 


21  9  16  19 

1  10  17  5  15  20 

6  21  9  15  16 

1  11  18  5  17  20 

5    8  17  6  11  25 

5  10  15  1  19  20 
I  10  19  5  15  20 

7    9  16  1  20  21 

1  10  21  6  17  19 

6  9  19  1  18  21 
5    9  20  7    8  25 


En  tout  30  bordures  )  on  a  donc  pour  ce  deuxième  carré 
central  2304  •30=69120  combinaisons. 


22    3  14 
Troisième  carré  central,  i     5  13  21 

12  23    4 

2    6    7    8    9  10  11 


'125 


Nombres  restans.  ..^  24  20  19  18  17  16  15 

Le  carré  central  contient  A  pairs  et  4  impairs  :  donc  les 
angles  sont  de  même  espèce. 


56  CARRÉ   DE   5 

AHCLBS.         UORIZOHTALB.  TSKTICALK 

17      2    8  H  .     9  16  ao 

{2    6  15  10  18  19 

2  10  11  8  19  20 

6    7  10  8  15  24 

1  II       6    9  10  7  18  2« 

2  6       1    9  11  8  16  19 
2    g   ï  1    7  15  9  16  20 

t  6    7  la  9  11  25 

2  10       1     6  18  11  17  19 


6 


6  10 


7    9 


7  11 


7    9  25 
1  16  24 

7  11  25 

8  11  24 

1  16  24 

6  11  24 

2  16  25 
1  18  24 

8  10  25 

9  16  18 

1  16  24 
9  11  <  1    8  24  6  16  19 

7  16  18 

En  tout  22  bordures  :  donc  les  combinaisons  pour  ce 
troisième  carré  central  sont  2304  «22  =  50688.  On  peut 
remarquer  que  8, 10  aux  angles  ne  donnent  pas  de  bor- 
dure :  car  il  iaut  pour  llioricontale  31,  et  pour  la  verticale 
4l>  On  trouve  bien  parmi  les  nombres  restans  les  4  hoii- 
«ontalcs  1,6,24;...  2,9,20;...  1,11, 19;. ..7,9, 15; 


ATEC 
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mais  on  ne  pent  former  Al  pour  la  Terticale.  H  arrive  son- 

Tent  qa'a 

près  j 

SToir  composé  une  des  deux  lUnes,  on  ue 

peut  obtenir  l'antre. 

(21     4  14 

Qoatrièmc 

!  carré  central.  ^    6  1&20                           | 

(  12^    5 

Nombres  restans.  / 

1    2    3*  7    8    9  10  11 

i 

25  24  23  19  18  17  16  15 

Le  carré  central  comprend  6  pairs  et  2  impairs.  Les 

ang^s  sont  d'e 

spèce  différente. 

A5GJLES. 

BOUZORTAU. 

TBKTICAU. 

P 

3  17 

11    16  19 

t     8 

S^ 

9  11 

7  16  23 

)3 

9  10 

7  15  24 

1  10 

2 

7  15 

8  17  23 

2    3 

{\ 

7  10 

8  15  17 

8    9 

10  11  19 

(1 

3  18 

If  16  17 

2    7 

^ 

8  11 

9  10  25 

h 

9  10 

8  11  25 

2    9 

{: 

8  15 

7  16  23 

7  16 

8  15  23 

2  11 

{; 

9  16 

7  18  23 

7  18 

9  16  23 

3    8 

{î 

7  15 

9  10  25 

7  16 

9  11  24 

3  10 

1 

8  17 

7  15  24 

7    8 


7  10 


8    9 


8  11 


10  11 


CAKR 

é   DE   5 

TUTICAU. 

3    9  16 

1  15  24 

1  10  17 

2  15  23 

1    3  24 

9  15  16 

1  11  18 

2  17  23 

3    9  18 

2  15  25 

2    325 

9  15  18 

1  10  19» 

2  15  23 

2    325 

10  11  19 

3  10  19 

1  17  24 

1    724 

9  10  23 

2    923 

1  18  19 

1    9  24 

7    8  23 

2    725 

3  17  18 

En  tout  29  bordures  i  donc  le  quatrième  carré  cen 
donne  29  •  2304  ==66816  combinaisons. 


20    5  14 
Le  cinquième  carré  central  est  ^    7  13  19 

12  21     6 

„.  .  (123489  10 

Nombres  restans.    J  25  24  23  22  18  17  16 

Gomme  od  a  4  pairs  et  ft  impairs  an  carré  centrai . 
angles  sont  de  même  espèce. 

àlIttUi*         HOEIZOlfTALI.  TIRTICALE. 

I    S      2    4  11  8  16  17 

3    4  16  8  15  24 


{ 


'    *  ^  2    3  18  10  15  22 
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9  16  2» 

8  te  17 

9  11  25 
4  16  25 

4  16  25 
11  16  18 

2  18  25 

4  18  25 

1  22  2t 

3  16  24 

2  18  25 

1  16  24 

3  16  22 

En  tout  16  bordures  i  donc,  pour  ce  ànquièmc  carré, 
Ton  a  2304.16=36864  combinaisons. 


Le  sixième  carré  central  est 


Nombres  rcsians. 


19    6  14 

8  13  18 

12  20    7 

2    3    4    5    9  10  11 
25  24  23  22  21  17  16  15 

Ici,  le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les 
aa^ea  sont  de  nature  différente. 

MCLBS.         noaiZORTiU.  TIKTICALB. 


{  25 


1     4 
1  10 


2    5  11 

4    9  11 


9  13  23 
3  21  24 
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TEBTICALl. 
9   10  23 

9  II  22 
4  15  23 

4  21  23 
9  16  23 

10  17  21 

5  11  24 

1   16  23 

1  15  24 

2  21  23 
1  21  24 
9  16  21 
9  11  24 
1  15  24 

h  I  S    524  4  11  25 

5  11  24 
I  (  2    5  25  3  15  22 

Km  hml  19  bordures  :  donc  2304 .  19  =:  43776  comi 
MM*««n*  iMNir  ce  sixième  carré. 


18    7  14 
hf  M>|>tième  carré  central  est  /     9  13  17 


12  19    8 

,     ,.  ,     1    2    3    4    5    6  10  II 

Koniores  restans.  <  „ 

^  25  24  23  22  21  20  16  15 

U>  camf  central  ayant  4  pairs  et  4  impairs ,  les  an{;l 
Mtnl  tk  m^mc  espèce. 


^{ 
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TIETIULI. 

5  16  20 

4  16  23 
4  15  24 

4  21  24 

5  16  20 

6  10  2S 
5  11  25 

4  16  23 

5  15  23 

6  10  25 
6  11  24 
1  16  24 
1  22  24 
6  16  25 

1  16  24 

6  16  23 

3  15  25 
5  23  4  13  24 

4  24  5  15  23 

Donc,  pour  ce  septième  carré,  l'on  a  19  bordures,  et 
19.2304  =:  43776  combinaisons. 


8  14 
Le  huitième  carré  central  est  {  10  13  16 

18    9 

WK  .        ,.-34567  11 

Nombres  restans.  J  _.  _.  33  33  21  20  19  15 


j     1    2 
\  25  24 
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Attendu  qu'il  y  a  6  pairs  et  2  impairs  au  carré  oen 
tral,  les  angles  sont  d'espèce  différente. 

ÀRGIIS.         HOaiZOHTlLI,  TBKTICAU. 

3  6  7      4  15  21 

6  11  23 
3  19  20 

3  15  24 

4  19  21 

2  19  23 
4  11  25 

3  19  20 
1  19  22 

4  21  23 

6  19  23 

7  20  21 

1  19  22 

5  15  22 
1  2  19      G  11  23 

3  6  19  1  21  24 

3  5  20  2  19  25 

4  11  H  7  20  2  21  23 

I  6  21  3  19  24 


5  6 


6  7 


1  3  24  6  19  21 

4  19  2  13  23 

3  19  4  11  25 

4  21  2  15  23 
3  21  4  I I  25 
3  22  5  1 I  24 
2  23  4  15  21 


J 
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A5CLESi 


C   11 


HOBIIORTAIB. 
3      5  22 

1  5  24 

2  3  25 


TEHTICALI. 
1    19  24 

3  19  22 

4  19  21 


En  tout  29  bordures  pour  ce  huitième  carré,  et  par 
>iiséquent  29  •  2304 = 66816  oombinaisoiis. 


Le  neuTième  carré  central  est 


Nombres  restans. 


{ 


14 
15 

12    3    4    5    6    7    8 
25  24  23  22  21  20  19  18 

Le  carré  central  ayant  4  pairs  et  4  impairs ,  les  angles 
sont  de  même  espèce. 


AHGLBS.         BOKIZOHTÀLB. 

TBBTIUtB. 

1 

C4    5    8 
^{467 

2   19  20 

2  18  21 

2 

8       1     3  19 

4  20  21 

3 

il    4  18 
'  \  1    220 

2  20  21 

4  18  21 

5 

-  (  2    320 
>  1    222 

1  18  22 
3  18  20 

4 

^  (  2    3  18 
Ml    3  19 

1  19  21 

2  18  21 

6 

8      2    3  22 

1  19  21 

L'on  n'a  ici  que  10  bordures  pour  ce  neuvième  carré  : 
donc  2301  •  10=23040  combinaisons. 
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23    1  15 

Le  dixième  carré  central  est  ^    5  13  21 

3 

niK  .        ,246789  10  12 

Nombres  restans.  <  «.^  ,^  ,^  ^^  ^«  ^«  ^^  ^^ 

24  22  20  19  18  17  16  14 


Le  carré  central  ajant  tout  impair,  les  angles  sont  paii 


ARGUS.        BOaUOHTAU.  TIKTIGIU. 

2    6 
2    8 

2  10 

2  12 
H    6 


4    8 


ft  12 


6    8 


6  10 


4 

8  9 

10  14  19 

4 

7  12 

9  16  20 

6 

7  10 

9  14  22 

4 

7  14 

9  18  20 

4 

9  12 

8  19  20 

6 

7  12 

8  17  22 

8 

9  10 

7  20  22 

2 

7  14 

8  16  17 

2 

9  12 

7  16  18 

2 

9  14 

7  16  20 

2 

7  16 

9  14  20 

2 

6  17 

10  14  19 

6 

7  12 

9  10  24 

6 

9  10 

7  12  24 

2  10  17 

8  19  20 

2 

8  19 

10  17  20 

4 

9  14 

7  10  24 

2 

9  16 

7  12  22 

2 

9  18 

7  14  22 

4 

8  17 

7  12  24 

2 

8  19 

9  12  22 

8 

9  12 

2  19  22 

ÂHCUS) 


6  12 


8  10 


8  12 


10  12 


ATBC 

BOIDUKE. 

HOUZORTAU. 

TIUUUU. 

7      S   16 

4  17  2ft 

2    722 

10  17  18 

2    9  20 

7  12  22 

2    7  22 

9  12  20 

6  10  17 

2  19  22 

2    922 

7  16  20 

7    8  20 

2  17  22 

6    7  22 

8    9  24 

4    7  24 

6  17  18 

65 


En   tout   31  bordures  pour    ce    dixième  carré, 
31  «2301=71424  combinaisons. 


ou 


Le  onàème  carré  central  est 


^iombres  restans. 


{ 


1     3    5    7    8    9  10  12 
25  23  21   19  18  17  16  14 


Le  carré  central  ajant  6  pairs  et  2  impairs,  les  angles 
sont  d'espèce  difiiêrente. 


ASGLSS. 


1     8 


HOUZOHTALB. 

3    5  14 


11 


I  10 


7 
7 
7 
9 
7 


12 

10 

14 
12 
12 


VEKTICJtl. 

10  17  19 
9  16  21 
9  14  23 

9  18  21 
8  19  21 
8  17  23 


TOM.  I. 


0 


« 

CJltti   DB    5 

lieu*- 

us 

■ttOStlLE. 

*«»TW*LB, 

f 

9  la 

7  16  21 

.J 

7  10 

9  11  21 

7  12 

S  10  23 

{ 

9  10 

7  12  25 

3  12  1 

10  17 

a  19  21 

S  19 

10  17  21 

9  1» 

7  10  25 

5    «  ■ 

9  IC 

7  12  23 

g  10 

3  14  25 

i 

9  m 

7  14  23 

5  10  ! 

8  17 

7  12  25 

\ 

S  19 

9  12  23 

-1 

9  U 

1  16  23 

10  17 

5  12  23 

1 

12  17 

3  18  21 

7  10. 

8  17 

3  14  25 

9  18 

5  12  25 

,.{ 

9  18 

3  16  25 

8  21 

9  10  25 

8    9 

10  19 

5  12  23 

il  10  j 

8  19 

1   14  23 

8  23 

5  14  19 

a  12  j 

5  10  19 
1  tO  23 

1   18-23 
5  18  19 

En  loul 

30  bordures 

pour  ce  ODiièmc  carré  :  i 

30.2304  = 

6S 

ATBC    BOKDDKB. 


«7 


Le  donsièmc  carré  central  est 


Nombres  restans 


•{25 


21    3  15 

7  13  19 

23    5 

1    2    4    6    8    9  10  12 
2t  22  20  18  17  16  14 


Le  carré  central  ayant  tous  ses  nombres  impairs,  les 
angles  sont  pairsi 


2    4 


2    8 

2  10 

2  12 

91    G 

4  10 
4  12 


6    8  I 
G  10 
6  12  I 


{ 
{ 


8  10 
8  12 


{ 


UVAIAVIfTAbS* 

TBKTlViAXiS* 

1    6  12 

8  16  17 

1    8  10 

9  12  20 

1    6  16 

9  14  22 

1  10  12 

6  17  22 

4    9  10 

6  14  25 

1    4  10 

12  17  18 

4    6  17 

8  16  25 

8    9  10 

4  20  25 

1  10  12 

8    9  24 

2    8  17 

6  14  25 

6    9  12 

2  18  25 

2    9  18 

6  16  25 

4    9  14 

1  16  24 

2    9  16 

4  12  25 

2    9  18 

4  14  25 

4  10  17 

2  18  25 

2    4  25 

10  17  18 

2    920 

4  12  23 

2    4  23 

9  12  20 

4    9  20 

2  16  25 
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ARGLBS.         HORUORTALE.  TERTICALB. 

2    8  25  4  17  20 


I 


^^  '^  ^  4    6  25  8    9  21 

Le   douzième  carré   ayant    22    bordures,    on    aura 
2301  •  22 = 50688  combinaisons. 


{20    1  15 
8  13  18 
11  22    6 

2    3    5    7    9  10  12 


{25 


Nombres  restans.  ^  35  21  23  21  19  17  16  11 

Comme  il  y  a  6  pairs  et  2  impairs  au  carré  central, les 
angles  sont  d'espèce  différente. 

ARGUS.         KOaiZOmAU.  TBKTICALI. 

1  10   3  9  12       5  19  21 

1  12   2  5  19      10  17  23 

2  3   1  5  12      7  16  17 

9  11  19 
9  10  23 
7  12  23 
9  12  23 
9  10  25 
5  16  23 
5  11  25 
5  16  25 
7  11  25 
9  12  25 
2  19  25 


, 

AYEG 

BOKDCaE. 
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ISGLMSé         HOmiZOKTlU* 

VEETICUB. 

3  12       1  10  17 

5  19  24 

^'^{IVi 

2  19  25 

10  17  19 

7  10      2    3  25 

9  12  21 

(  1  10  21 

3  17  24 

7  12  ^  2    9  21 

3  16  25 

(  3    524 

9  10  25 

9  10       1    7  24 

5  12  23 

9  12       1  10  23 

2  19  21 

En  tout  23.  bordures  pour  le  treizièinc  carré  : 

ce  qui 

donne  23  •  2304 — 52992  combinaisons. 

(19    5  15 

Le  qnatonièmc  carré  est  {     9  13  17 

(  11  21    7 

„^            .        (123468  10  12 
«ombres  restons.  {  35  24  23  22  20  18  16  14 

Le  carré  central  étant  tout  composé  d'impairs ,  les 

angles 

sont  pairs» 

ANGLES.         HORIZOïrTALE* 

VIKTICUB. 

2    4  r    '  ^^ 
M    8  10 

8  10  23 

6  12  23 

C  1    8  12 

4  16  23 

2    C  /  3    4  14 

8  10  25 

)  1     4  16 

8  12  23 

2  12 


4    C 


70  CAKKé   DB   5 

IRCIU.         HOEIZOHTAU.  VERTICALI. 

3  20  22 
28<3C14               4  16  25 

6  14  25 

4  20  25 
8  IC25 

1  16  24 

2  16  23 
4  12  1  10  18  3  20  24 
6  10       1     4  24             12  18  23 

.  ,    .  -„  2  16  25 

»  '2  ^ 4  16  23 

2  14  25 
4  12  25 
4  14  23 
6  12  23 

En  tout  20  bordures  pour  le  quatonième  carré,  et  par 
conséquent  20»  2304 =46080  combinaisons. 


8  10 


18    6  15 
Le  quinûème  carré  est  (   10  13  16 

11  20    8 
2    3    4    5    7    9  12 


"{^ 


Nombres  restons.  ^  ^^  ^^  ^«  ^^  «,.   ^^  .-  -^ 

25  2il  23  22  21  19  17  U 

Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  angles 

sont  d'espèce  différente. 

AHGLIS.         HORIZOHTALB.  \IRTICAL1* 

12      3    4    9  7  12  21 

14      2    7    9  5  n  23 
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âMULMS.        BOUZOHTÀU.  TlKnCAU. 

5  22  23 
9  19  22 

4  17  19 

3  17  22 

3  14  25 

1  22  23 

2  17  21 
7  19  24 
7  12  21 

7  17  24 
2  21  25 

7  12  25 

1  22  23 
7  17  22 

2  17  25 

4  17  23 

En  tout,  pour  le  quinnème  earré,  18  bordures  :  doue 
1 8 .  2304  =  41 472  combinaisons. 


8  15 
Le  seizième  carré  central  est  ^  12  13  14 

18  10 

„,  .        (12345679 

Nombres  restans.  <  „^  „^  ^^  .^  „.  .^  ^„  ._ 

\  25  24  23  22  21  20  19  17 

Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  angles 
sont  d'espèce  différente. 
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ARCLBS.         HOUZOUTAU.  TBKTICIU. 

3  6   1  7  14      9  II  22 


4  7 


4  11 


11  14  17 
6  11  25 

9  12  25 
9  14  23 

4  11  25 
C  7  ^  1  3  22      11  12  17 

1  17  22 

6  9   3  11  14      1  19  22 


6  11 


3  19  22 
9  12  23 

1  20  23 

4  17  23 
7  12<3920               4  15  25 

9  15  20 
6  15  23 

1  19  22 
9  12  ^  1  11  22  3  19  20 

6  11  25 

1  19  20 
11  12  /  6    7  23  1  17  22 

3  17  20 
14       3    6    9  11  12  19 

En  tout  23  bordures  pour  le  dix-huitième  carrô,  cl  | 
tnséquent  23  •  2304 = 52992  combinaisons. 


Nombres  restans.  < 
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20    3  16 
Le  dix-neurième  cane  cential  est  <    9  13  17 

10  23    6 

1    2    4    5    7    8  11  12 
25  24  22  21  19  18  15  14 

Comme  Oyat  pain  et  4  impairs  au  carré  central,  les 
angles  sont  de  même  espèce. 

TMTICAU. 

8  15  22 
8  12  21 
5  15  25 
5  19  25 
8  15  24 

4  12  25 
11  12  18 

1  18  22 

4  14  25 

5  14  24 
8  14  21 

2  19  22 
7  11  25 

En  tout  1 3  bordures  pour  le  dixHieuTièmc  carré  central  : 
donc  13 '2304=:  29952  combinaisons. 


18    5  16 
Le  vingtième  carré  est  ^  11  13  15 

10  21     8 


Nombres  rastaos.  < 
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2    3    4    6    7    9  12 
25  24  23  22  20  19  17  14 

Le  carré  central  ayant  4  pairs  et  4  impairs ,  ks  angl 
sont  de  même  nature. 

ARCUS.        BOlIZOlITAU.  TUTICIU. 

13      2    9    6  7  12  22 

17      3    6  12  4  17  24 

r  4    7  12  3  20  24 

19<27  14  42023 

'  3  6  14      4  19  24 

2  6   1  3  17      7  14  22 


2 


4  20  7  17  25 

7  17  4  20  25 

9  12  1  20  22 

37<24  17  6  12% 


9  12  22 
1  20  24 

39<24  19  6  14  25 

7  14  24 

4    6      2    7  14  1  17  23 

4  12      1    9  19  3  20  24 

3  17  25 


7    9 


4  17  24 
3  14  24 
6  12  23 

En  toat  20  bordures  pour  le  vingtième  carré  centra 
donc  20  •  2304 = 46060  combinaisons. 
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!17  6  16 
12  13  14 
10  20    9 

2    3    4    5    7    8  11 
25  24  23  22  21  19  18  15 

Le  carré  central  ayant  C  pairs  et  2  impairs,  les  angles 
sont  de  difiërente  espèce. 

MfiLBS.         BOUZORTALB.  TBKTIGALI. 

12      3    5    8  7  12  22 


nombres  restans.  <  .^ 

l  25 


1     8 


2    7 


4  19  23 
2  21  23 

8  11  25 
1  21  22 

4  21  23 
4  19  25 

2  1W  3    4  19  5  18  25 

7  18  23 

8  19  21 

1  18  21 
1  15  24 

1  19  24 

3  8  ^  1     4  19  5  )5  24 


4    7 


3    4 


7  15  22 

3  15  24 

8  11  23 

1  21  24 
4  11   <  1    8  19  2  21  23 

7  18  21 
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AHGLBS.         HOBUORTALI.  TBKTICIU. 


5      8 


7    8 


8  11 


2  15  25 
7  11  24 

1  15  21 

2  15  23 
5  11  2) 
4  15  21 

1  19  22 

2  19  21 


En  tout  28  bordures  pour  le  vingt-unième  carré;  et 
tnséqaent  28>2904:=64512  combinaisons 


20    2  17 
Le  Tingt-dcuxième  carré  central  est  ^  10  13  16 

9  24    G 


Nombres  restanst  7  -^ 

\28 


3  4  5  7  8  11  12 
25  23  22  21  19  18  15  14 


Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  an 
sont  de  diCTérente  espèce. 


ÀRCUS. 

BOaUOHTlU» 

TIKTICAU 

(  3    8  15 

7  21  22 

1  12  i 

(  3    4  19 

Il  18  21 

• 

(  7    811 

522  23 

1 

r  1    5  14 

7  15  18 

3    4  < 

1    7  12 

8  11  21 

1 

1     8  11 

7  12  21 

AVEC   BOKPVBE. 
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Aircus.       BOaUOlITlLE. 


3    8 


3  12 


4    7 


5    g 


5  12 


7  12 


8  11 


TBKTICiLB. 

7  12  25 
11  12  21 

4  19  21 
4  15  25 

4  19!» 

8  15  25 
Il  18  19 

5  14  23 
3  18  21 
3  14  25 

3  14  25 
11  12  19 

1  19  22 

1  22  23 

4  19  23 
8  15  23 

1  21  22 

4  15  25 
8  11  25 
8  15  21 

3  14  25 

5  12  25 
7  14  21 


En  tout  29  bordures  pour  le  vingt-deuxième  carré  :  donc 
29 '2304  =  66816  combinaisons. 


80 

CARB 

é  DE  5 

(  19    3  17 

Le  Tingt-troisième  carré  central  est  ^  11  13  15 

(    9  23    7 

Les  nombres  restans. 

{ 

1    2    4    5    6    8  10  12 
25  24  22  21  20  18  16  14 

Le  carré  central  ne 

contenant  qae  des  impairs,  1 

angles  sont  pairs. 

AKCUS. 

BOMZOIITILB. 

TSBTICAU. 

2    4 

1     8  10 

6  14  21 

(  1     4  16 

8  14  21 

2    6 

<  1    8  12 

5  16  22 

'  4    5  12 

8  10  25 

2    8 

j  1  10  12 
\  5    6  12 

4  20  21 

4  16  25 

2  10 

5    6  14 

4  18  25 

4    C 

(  1  10  12 
i  5    8  10 

2  18  21 

2  14  25 

4    8 

(  5    6  14 
\  >  10  14 

2  16  25 

2  20  21 

4  10 

(  5    8  14 
i  2    5  20 

1  20  24 

8  12  25 

4  12 

5    8  16 

2  20  25 

6  10 

1     4  24 

8  14  21 

(  2    821 

4  16  25 

6  12 

{  1    822 

5  16  24 

(  2    4  25 

8  16  21 

r  4    6  21 

2  14  25 

8  10 

<  1     6  24 

5  14  22 

'  2    4  25 

6  14  21 

AXCLBSi 


8  12 


ATBC 

BOKDUIB. 

■OKUOHTÀU. 

2  10  21 

1  20  22 

1  10  22 

2  20  21 

5    622 

2  16  25 

2    625 

5  16  22 

5    624 

1  18  22 

4    625 

2  18  21 

8t 


10  12 


En  toal  27  bordures  pour  le  Tingt-troisième  curé:  donc 
27«2304=62208  ebmlMDaisoiis. 


18    4  17 
Le  Tinglrquatrièine  carré  central  est  ^  12  13  14 

922    8 

1    2    3    5    6    7  19  11 


{ 


Nombres  restans.  .   ^^  „^  ^^  ^,  ^^  ^^  ^^  ^^ 

25  2A  23  21  20  19  16  15 

Le  carré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs ,  les  angles 
sont  de  difiërente  espèce. 

ÀUGLIS.        lOEUOHTAU.  YSETICÂLI. 


1    6 


1  10 


2    3 


7  16  21 

5  16  23 

5  15  24 

5  20  23 

5  19  24 

3  21  24 

5  16  19 

5  15  20 

TOX.   I« 


3   5 


a  7 


s    6 


S  10 


5    6 


6  11 


7  10 


( 

! 


■01 

CAR 

uxonAU. 

*.i  DB  5 

TBKTICAI.B. 

1 

3  16 

7  15  20 

3 

6  11 

7  10  25 

3 

7  10 

6  11  25 

1 

6  15 

5  16  23 

1 

5  16 

6  15  23 

1 

10  11 

3  20  21 

5 

6  11 

3  16  25 

2 

5  15 

7  10  25 

1 

5  16 

7  11  24 

1 

2  19 

10  II  21 

1 

10  11 

2  19  21 

5 

7  10 

2  15  25 

5 

6  15 

2  19  25 

2 

5  19 

6  15  25 

1 

520 

7  15  24 

2 

7  15 

1  16  23 

1 

7  16 

2  15  23 

2 

7  21 

3  16  25 

2 

325 

7  16  21 

3 

6  21 

2  15  25 

2 

523 

6  II  25 

2 

325 

6  15  21 

En  tout,  pour  le  yingt-quatrièine  carré ,  30  bordure 
donc  30  •  230ft  =  69120  combinaisons. 


-I 

• 

ÀYBG 

BOKDUKg.                                   88 

t  20    1  18 

Le  'mgt-cinqiiième  carré  étant  ^  11  13  15 

f    825    6 

.  <  2    3    4    5    7    9  10  12 
les  nombres  restans  sont  J  24  33  22  21  19  17  16  U 

Le  carré  central  a  ft  pairs  et  ft  impairs;  les  aii(^  sont 

donc  de  même  espèce. 

1 

▲ICIU.        BOaiZONTAU. 

yiBTIUU. 

2  10       4 

9  12 

5  19  23 

2  12      3 

5  19 

10  17  22 

'^{i 

7  12 

9  10  22 

9  10 

7  12  22 

(  ' 

5  14 

9  10  24 

i  ^ 

5  16 

9  12  22 

3  7  J  2 

4  17 

10  12  21 

/  ^ 

9  12 

5  16  22 

l  * 

9  10 

5  14  24 

i* 

7  14 

5  IC  24 

3  9  <  4 

5  16 

7  14  24 

b 

4  19 

10  14  21 

4  10      3 

5  19 

9  12  24 

a  12    2  10  17 

5  19  23 

(2 

9  14 

3  16  22 

5    7  M  10  12 

2  17  22 

N 

9  12 

2  16  23 

5     q    M  <«  » 

2  19-22 

^     M2 

3  22 

10  14  19 

10,2{^ 

7  28 

2  17  22 

7  24 

3  17  21 

8%  CAKRÉ    DE   5 

En  tout  21  bordures  pour  le  vingt  -  cinquième  can 
donc  2304 .  21  =  48384  cinnbinaisons. 


19    2  18 
Le  Tingt-sixième  carré  est  {  12  13  14 

8  24    7 

3    4    5    6    9  10  1 
25  23  22  21  20  17  16  1 


Les  nombres  restans  7  ,» 

)  25 


Le  duré  central  ayant  6  pairs  et  2  impairs,  les  ang 
sont  d'espèce -différente. 


AnCLBS.         HOBIZOIITALB.  TBRTICALB. 

10  11  21 
,   5  20  23 

10  11  21 
9  11  22 
4  17  21 

4  17  25 
6  15  % 
9  15  22 
3  17  20 

3  20  21 
3  16  25 
.  '  10  11  23 
1  20  21» 

ri7  22 
1  16  23 


I 


5  10 

6  9 
6  11 
9  10 

10  11 


{ 
{ 


ATBC 

BOKDVKB. 

■OtUOHTiLEi 

TIKTIGAIB. 

4    9  15 

1  20  23 

1    4  23 

9  15  20 

1    4  23 

10  11  21 

3  10  17     • 

1  21  22 

3    522 

9  10  25 

S    425 

5  15  20 

5    623 

1  17  22 

4    5  25 

3  17  20 

85 


En  toal  23  bordures  pour  ce  Tingt- sixième  carré ,  et 
23  «23021 =52992  combinaisons. 


y 


Réonissanl  tontes  les  combinaisons  de  bordures,  on 
aura  1,368^76  combinaisons  pour  un  carré,  de  25  cases 
avec  bordures  y  à  quoi  il  faudrait  ajouter  52992  combi- 
naisons sim]^es.  On  voit  que  le  carré  à  bordures  donne 
plus  de  25  Cois  autant  de  combinaisons  que  le  carré  simple 
formé  au  moyen  des  tableaux* 

L'on  doit  obserrer  que ,  d'après  la  méthode  qui  vient 
d'être  suifie,  il  n'j  aura  pas  de  nombres  à  fiiire  passer 
des  horiiontales  aux  Terticales ,  et  réciproquement,  dans 
le  cas  où  ces  nombres  formeraient  des  sommes  égales , 
attendu  que  cette  transformation,  lorsqu'elle  peut  s'effec- 
tuer, Êdt  partie  des  combina  wons  obtenues,  et  que  le 
nombre  de  ces  combinaisons  ne  doit  pas  être  augmenté; 
mab  on  peut  très-bien  opérer  cette  transformation  sur 
une  bordure  donnée,  afin  d'obtenir  les  Tariations  dont 
eUe  est  susceptible. 
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On  obsorrera  encore ,  si  Ton  est  curieux  de  lire  les  an^ 
ciens  auteurs ,  qu'ib  n'ont  pas ,  à  beaucoup  près ,  atteint 
le  nombre  de  combinaisons  que  l'on  rient  de  dévelop- 
per, même  en  divisant  leur  nombre  par  8  y  pour  obtenir 
celles  qui  sont  réeUement  différentes*  Cette  division  par 
8  doit  être  effectuée  toutes  les  fois  qu'un  carré  se  trouve 
seul,  attendu  qu'il  y  a,  dans  ce  cas ,  huit  positions  qui  ne 
donnent  qu'une  combinaison,  et  qu'on  a  fiût  entrer  ici 
ces  positions  différentes  comme  faisant  partie  des  com- 
binaisons. L'on  a,  en  effet ,  multiplié  par  2304,  et  il  ne 
&Hait  multiplier  que  par  le  8.^  de  2304.  Mais  le  carré  de 
5  peut  entrer  dans  d'autres  carrés ,  et  il  est  alors  néces- 
saire de  considérer  la  différence  de  position  comme  une  vé- 
ritable combinaison.  Ce  n'est  jamab ,  on  le  répète,  que  sur 
le  carré  total  que  la  division  par  8  doit  être  effectuée. 

On  pourrait  dédrer  connattre  les  tableaux  qui  résulte- 
raient de  l'un  des  carrés  de  5  avec  bor  dure.  Que  l'on  choi- 
sisse la  dernière  combinaison  du  dernier  carré  ,  par 
exemple  {planche  l  y  Jlgure  10),  on  aura  les  tableaux 
smvans. 

52111  7520200  10 

34233  |L0  15    0  15  20 

9  M    2    3    4    4  q  <   15  10  10  10    5 

"53421  ^"(15    52055 

54551  c^\l0    0020  15 


n  «t  évident  qu'il  est  impossible  de  prévoir  de  sem- 
blables Idmies  de  tableaux,  et  il  n'existe  aucune  rè^ 
pour  les  obtenir.  Il  se  présenterait  bien  d'autres  dififieol- 
tés  si  la  racine  était  phis  grande.  Au  reste  on  verra  qu'au 
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mojoD  des  difléreoces  on  peut  tocyoun  fiM)ilement  et  ra^ 
pidement  former  on  carré  aveo  bordores;  et,  de  plus, 
la  bordure  est  d'autant  moins  difficile  que  la  racine  est 
pins  grande. 

n  ya  encore  d'autres  manières  d'obtenir  le  carré  de  5, 
indépendamment  du  carré  simple  et  du  carré  à  bordures. 
Les  auteurs  n'ont  pas  soupçonné  l'existence  de  ces  formes, 
que  l'on  examinera  en  leur  lieu. 

ARTICLE    IL 

CAEEÉ    DB    7    AVEC    BOEDUEB. 

Ce  carré  peut  ayoir  une  ou  deux  bordures.  L'on  va 
d'abord  examiner  le  premier  cas. 

SU  n'j  a  qu'une  bordure ,  il  faut  former  le  carré  simple 
de  5,  et  fl  restera  24  nombres  pour  la  bordure,  puisque 
chacune=  4  (  n  —  1  )»  n  étant  le  côté  de  la  bordure  que 
l'on  considère.  Ici  7t=7:  donc  ft  (n  — 1)=24« 

Dans  le  carré  de  5  le  moyen  n'est  pas  nécessaire- 
ment au  nulieu ,  mais  il  fait  partie  nécessaire  de  ce  carré. 
De  plus  ce  carré  ne  peut  se  former  arbitrairement  de 
nombres  pris  au  hasard  sur  les  49  qui  composent  celui 
de  7.  Il  iaut  que  ces  nombres  soient  en  progression  con- 
tinue ou  discontinue,  tellement  que  le  moyen  des  49 
nombres  soit  celui  de  la  progression  continue ,  ou  de  la 
progression  moyenne  s'il  y  en  a  plusieurs. 

On  ne  pourrait  choisir  tous  les  impairs 'pour  le  carré 

« 

central  :  car  il  resterait  les  pairs  pour  bordure ,  et  Ton  ne 
pourrait  obtenir  le  nombre  impair  175,  valeur  de  chaque 
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figne  de  la  bordure.  On  ne  pourrait  pas  davantage  prendre 
tous  les  pairs  et  le  moyen  :  car  le  carré  de  5  n'aurait  plus 
t25  à  chaque  ligne,  comme  il  est  nécessaire. 

Il  suit  de  là  qu'on  aura  ou  12  pairs  et^12  impairs»  pour 
le  carré  de  5 ,  auqud  cas  la  progression  sera  continue  ; 
ou  10  pairs  et  Ift  impairs»  le  moyen  non  compris,  ce  qui 
donnera  progression  discontinue  :  il  restera  alors,  dans 
cette  hypothèse,  14  pairs  et  10  impairs  pour  la  bordure. 
Reste  à  voir  comment  les  angles  de  la  bordure  doivent 
être  composés  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

1{u'il  reste ,  d'abord ,  12  pairs  et  12  impairs  pour  la 
bordure. 

Soient  les  deux  ang^  de  la  première  horisontale  pairs  : 
ib  le  seront  tous,  étant  de  même  espèce,  puisqu'un  couple 
vaut  50.  U  restera  8  pairs  et  12  impairs;  or  chaque  ligne 
doit  être  impaire,  et  il  reste  5  cases  à  remplir;  elles 
comprenAt>nt  donc  1 ,  ou  3,  ou  5  impairs.  Si  la  première 
verticale  en  contient  1  ou  5,  la  première  horizontale  en- 
aura  5  ou  1 ,  ce  qui  est  possible.  Ces  lignes  peuvent  aussi 
en  avoir  chacune  3. 

Si  les  nombres  des  angles  sont  tous  deux  impairs ,  ils 
le  seront  aux  quatre  angles,  et  il  restera  8  impairs  et  12 
pairs.  Que  l'horisontale  ait  1  impair,  la  verticale  en  aura 
3,  et  vice  vtrsâ ,  ce  qui  est  encore  possible. 

Soient  maintenant  un  angle  pair  et  un  impair:  fl  restera 
10  pairs  et  10  impairs,  et  il  fiiudra  que  les  5  cases  res- 
tantes donnent  une  somme  paire  :  il  faudra  donc  qu'elles 
eoiitiennent2  ou4 impairs.  Qu'ily  enait  2  enhoriiontale: 
il  s'en  trouverait  3  en  verticale ,  et  la  ligne  serait  paire, 
ce  qui,  ne  se  peut.  Il  en  serait  de  même  si  l'horizontale 
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eB  afiit  4  :  la  Terticale  nVn  aurait  qu'un,  et  elle  se- 
rait paire  t  donc,  si  le  carré  central  est  composé  de  12 
pairs  et  12  impairs,  les  angles  de  la  bordure  sont  de 
même  espèce* 

Si  le  carré  central  se  compose  de  10  pairs  et  1 4  im- 
pairs, fl  reste  pour  la  bordure  14  pairs  et  10  impairs. 

Sment  les  an^^  de  la  bordure  pair  et  impair  :  il  res- 
tera t2  pairs  et  8  impairs ,  et  les  cinq  cases  intermédiaires 
doîfent  donner  une  somme  paire;  eBes  doivent  donc 
comprendre  2  ou  4  impairs.  Qu'elles  en  contiennent  2 
en  horiaontale  :  la  terticale  en  aura  aussi  2,  ce  qui 
est  possible.  Que  l'une  des  lignes  en  ait  4  :  l'autre 
n'en  aura  pas,  ce  qui  est  encore  possible  :  donc  les  ang^ 
penrent  être  de  nature  différente.  Reste  à  yoir  s'ils  le  sont 
néoeasaiiement.  Soient ,  en  conséquence,  les  ang^  pairs: 
il  restera  10  pairs  et  10  impairs;  et,  pour  que  la  ligne 
soit  impaire ,  il  faut  que .  les  5  cases  restantes  com- 
prennent 1,  ou  3,  ou  5  impairs.  SU  n'y  en  a  qu'un,  l'autre 
ligne  en  aura  4 ,  ce  qui  ne  se  peut,  puisqu'elle  serait 
paire,  et  réciproquement.  Si  elle  en  contient  3,  l'autre 
ligne  en  aura  2 ,  ce  qui  est  encore  impossible.  Enfin, 
si  efle  en  renferme  5,  l'autre  ligne  n'en  aura  pas,  et 
elle  sera  paire. 

Soient  maintenant  les  angles  impairs  :  Q  fiiudra  toujours 
que  les  5  cases  aient  une  sonmie  ^impaire  ;  or  il  restera 
1 4  pairs  et  6  impairs  :  il  fendra  donc  qu'il  y  ait  1  ou  3 
impairs.  S'il  n'y  en  a  qu'un,  l'autre  ligne  en  aura  2,  et 
elle  sera  paire.  S'il  y  en  a  3,  l'autre  ligne  n'en  aura  pas, 
et  cBe  sera  encore  paire  :  donc,  non-seulement  on  pourra, 
mais  on  devra  avoir  des  angles  de  nature  différente. 
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Récapitulant  : 

S'il  reste  autant  de  pairs)    t     i      ^       a  v 

,,.       .  «     T       >  Angles  de  même  espèce, 

que  d'impairs  pour  bordure.) 

S'il  reste  moins  d'impairs)    .,•.««      :%'»± 

^      >  Angles  d  espèce  différente, 
que  de  pairs ) 

On  ne  prétaid  pas  donner  ici  les  différentes  combi- 
naisons de  bordure,  comme  pour  le  carré  de  5.  Dans  ce- 
lui-ci l'on  n'ayait  que  26  carrés  simples,  ayant  chacun 
6  Tariations.  Ici  l'on  aurait  S2992  carrés  simples,  com- 
prises les  8  Tariations  pour  chacun ,  dont  il  faudrait 
tenir  compte,  et  seulement  pour  25  cases  :  ainsi,  autant 
l'on  pourrait  former  de  progressions  simples,  ou  de  groupes 
de  cinq  progressions  avec  les  49  nombres  du  carré  de  7, 
autant  l'on  aurait  de  fois  52992  pour  le  carré  centraL 
n  fiiudrait  donc ,  pour  obtenir  toutes  les  combinawons , 
diercher ,  pour  chaque  progression  choisie,  interrompue 
ou  continue ,  toutes  les  Tariations  de  la  bordure  corres- 
pondxmte ,  et  multipEer  le  nombre  de  ces  Tariations  par 
le  précédent  produit.  Soit  pris  un  exemple. 

Qu'on  ait  choisi  les  5  premiers  et  les  5  derniers  nombres, 
les  5 qui  suivent  le  onzième,  et  leurs  complémens,  enfin  les 
5  du  milieu  :  on  aura  les  cinq  progressions  1  •  2  •  3  •  4  •  5. . . 
12.13.14-15.16. . . .  23.24.25.26.27. . .  34.35.36.37.38.. . . 
45.46.47.48.49 ,  et  il  restera  pour  la  bordure 

6    7    8    9  10  11....  17  18  19  20  21  22 
44  43  42  41  40  39....  33  32  31  30  29  28 

On  forme  &cilement  les  tableaux  pour  le  carré  central  : 
le  premier  se  compose  à  l'ordinaire  par  la  première  pro- 
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gression  1*2«3«4«5«  Le  second  aura  les  mnltîjdesde  11, 
dUKrence  entre  les  premiers  termes  des  progressions. 

Que  les  tableaox  soient  ceux  ci-après  : 

M 
•4 

I, 

n  résulte  de  l'addition ,  par  ordre ,  des  termes  le  carré 
central  snirant,  lequel  ne  donne  que  l'une  des  52992 
combinaisons  du  carré  de  5* 

1  13  25  37  49 
36  /Ï8    5  12  2/1 

16  23  35  47  4 
46  3  15  27  34 
26  38  45    2  14 

Comme  on  a  employé  12  pairs  et  12  impairs,  il  en 
reste  autant  :  d'oii  il  suit  que  les  angles  de  la  bordure 
sont  de  nième  espèce. 

&oîenl6,8  aux  angles:  les  complémens  seront  44, 42; 
leor  8omme  =  86;  et,  comme  chaque  ligne  doit  être  de 
175,  fl  faut  encore  89  à  la  dernière  horizontale;  d'un 
autre  c6té,  6  -|-  42  =  48,  pour  la  somme  des  angles  de 
la  première  verticale  :  il  iaut  donc  encore  127  pour  com- 
pléter cette  ligne.  Or  on  peut  faire  89  par  7, 9, 18, 22, 33 , 
et  avec  les  nombres  restans ,  127  peut  se  composer  par 
10, 19,29,30,39.  Les  complémens  achèrent  la  bordure, 
comme  on  le  T(Ht  {planche  I ,  Ji%urt  11). 

Le»  5  nombres  du  milieu  des  premières  horizontale 
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et  verticale  sont  susceptibles  de  120  combinaisons  cha- 
cône, pour  des  angles  constans:  ce  qui  donne  120  '=  1  ftftOO. 
Mais,  après  avoir  formé  les  horisontale  et  verticale  de 
toutes  les  manières  possibles ,  avec  les  24  nombres  res- 
tans,  soit  p*  le  nombre  qui  exprime  ces  manières  :  il  fiiu- 
dra  choisir  d'autres  progressions ,  soit  continues,  soit 
interrompues,  pour  le  carré  central;  soit  p"  le  nombre 
représentant  toutes  les  manières  de  former  l'horizontale  et 
la  verticale  pour  ce  nouveau  système  de  progressions  ; 
jT'  le  nombre  représentant  les  manières  relatives  à  un 
troisième  système ,  etc.  :  on  aura ,  pour  toutes  les  combi- 
naisons, (IMOO.  52992)  (p'  +  ;,"  +  ;,"'  +  etc.). 

Dans  ce  nombre  de  combinaisons,  la  position  étant  com- 
prise ,  il  n'y  aurait  plus  à  multiplier  par  8,  ni  à  fiiire  aucune 
transposition  de  nombres.  Celui  qui  résulterait  du  produit 
indiqué,  tout  considérable  qu'il  est,  n'atteindrait  pas  le 
billionième  des  combinaisons  qui  résultent  de  la  multi- 
plication successive  des  49  premiers  nombres.  Ce  dernier 
produit  exprimant  toutes  les  combinaisons  possibles  de 
ces  49  nombres. 

Lorsqu'on  a  choisi  un  système  de  bordure  pour  un  carré 
central  fixe ,  on  peut,  sans  toucher  aux  an^es,  faire  passer 
des  nombres  de  la  verticale  dans  lliorifontale ,  et  récipro- 
quement ,  lorsque  les  sommes  sont  égales.  Il  est  dair  qu'il 
&ut  fiûre  correspondre  les  complémens  dans  les  lignes 
opposées. 

U  est  également  possible  de  fiiûre  passer  des  nombres 
d'une  horiaontale  dans  une  autre, et  de  même  en  verticale. 
Il  &ut  avoir  attention  seulement,  dans  ce  dernier  cas,  de 
ne  pas  prendre  des  nombres  qui  seraient  complémens  de 
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ceux  dioisis  dans  une  ligne.  Ainsi ,  que  la  première  hori- 
lonlale  soit  20,  33,  40,  41 ,  11 , 8, 22,  et  la  dernière  28, 
17, 10, 9,  39,  42,  30  :  les  angles  de  la  première  sont  20  et 
22,  et  par  conséquent  ceux  de  la  dernière  28  et  30.  Gonmie 
41  +  8=39  + 10,  on  peut  substituer  les  uns  aux  autres.  On 
apndt  de  même  dans  tous  les  cas  semblables.  Quelquefois , 
après aToir  substitué  deux  nombres.  Ton  a  la  facilité  d'en 
fiôre  passer  djautres  d'une  Ugne  dans  l'autre,  soit  de  même 
nom ,  soit  de  nom  contraire. 

Mais  ces  moyens  sont  loin  d'atteindre  le  but  qu'on  s'est 
proposé,  étant  trop  bornés. 

Si  les  nombres  donnés  en  progression  arithmétique 
étaient  autres  que  la  suite  des  nombres  naturels,  il  n'y 
aurait  pas  plus  de  difficulté;  mais  la  dbtinction  de  pairs  et 
d%npairs  devrait  s'entendre  autrement.  L'on  a  déjà  fait 
cette  d!>serTation.  Les  pairs  seront  censés  non  les  pairs 
absolus,  mais  rektife',  c'est-à-dire  occupant  les  rangs  pairs; 
il  en  est  de  même  des  impairs.  Au  reste ,  dans  ce  cas ,  l'on 
substitue  les  nombres  dont  il  s'agit  à  ceux  de  la  suite  na- 
turelle commençant  par  l'unité ,  comme  plus  simple  et 
plus  facile  à  construire.  En  effet  on  pourrait  n^Toir  que 
des  pairs  on  des  impairs ,  ou  bien  les  impairs  pourraient 
être  à  la  place  des  pairs,  et  réciproquement.  Soient,  par 
exemple,  les  49  nombres,  6, 10, 14,  etc.,  à  placer  magi- 
quement dans  un  carré  de  7  à  simple  bordure:  il  n'y  aurait 
qu'à  substituer  au  carré  donné  figure  1 1  les  nombres  de 
cette  progression  par  ordre,  en  mettant  6  au  lieu  de  1 ,  10 
au  lieu  de  2 ,  etc.  {yoirfig.  12);  mais  un  peu  de  réflexion 
suffit  pour  faire  aisément  cette  substitution.  La  raison  de 
la  série  donnée  étant  4,  et  le  premier  terme  4 -{-2,  il  suit 
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que  le  seccmd  =:2«4  +  2;  le  troisième  =  3*  4  -f  2;  et  un 
terme  qœloonqae  1=  N  ft  -f  2*  U  suflSra  donc  de  muld- 
plier  chaque  terme  de  la  progression  naturelle  par  4 ,  et 
d'ajouter  2  au  produit ,  et  Ton  aura  le  correspondant  de  la 
série  donnée.  Ainsi  au  lieu  de  27,  par  exemple,  on  mettra 
4«274-2=:110,'etron  agira  de  même  pour  les  autres 
nombres  :  donc ,  quoiqu'on  puisse  traiter  directement  la 
progression  donnée ,  on  est  obligé  d'en  connaître  et  d'en 
écrire  tous  les  termes,  de  composer  les  tableaux,  etc.  ;  or 
tout  cela  se  fiiit  plus  fecilement  si  la  série  est  celle  des 
nombres  naturels,  puisqu'on  aura  toujours  une  formule 
pour  ûdre  les  substitutions  dont  il  s'agit 

Toid  de  quelle  manière  on  peut  recherdier  les  bor- 
dures de  7  pour  les  progressions  du  carré  central  ci- 
doTanl  choisies;  et  en  supposant  6,  8,  aux  angles  de  la 
première  horisontale ,  il  restera  les  couples  suivans  : 
7    9  10  11  17  18  19  20  21  22  petiU  nombres. 
43  HX  40  39  33  32  31  30  29  28  grands  nombres. 

Les  complémens  de  6  et  de  8  étant  44  et  42^  la  somme 
est  86,  laquelle  soustraite  de  175,  reste  89,  qu'il  faut 
encore  à  la  dernière  horisontale.  De  même  64-42=48, 
qui,  soustraits  de  175,  donnent  pour  reste  127  à  la  pr^ 
mière  yerticale.  Mab,  pour  faire  89,  on  ne  peut  prendre 
3  grands  nombres  et  2  petits  :  car  la  somme  serait  ^  89; 
on  ne  peut  donc  employer  plus  de  2  grands  nombres.  Ainsi 
89  s'obtiendra  par  2  grands  et  3  petits  nombres ,  par  1 
grand  et  4  petits,  ou  enfin  par  5  petits  nombres. 

Pour  ne  point  oublier  de  yaleurs,  on  procédera  par 
ordre,  en  considérant  celles  où  il  entre  2  grands  nombres, 
pois  1  seul,  pub  aucun. 
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Q  est  d'abord  éndent  qu'on  ne  peut,  aa  horizontale  y 
mare  43,  41 ,  40  ou  39  ayec  un  autre  grand  nombre  : 
'  la  somme, arec  trois  petits, serait  ^  89*  On  ne  peut  pas 
rantage  mettre  dans  une  ligne  un  nombre  et  son  com- 
ment, pas  plus  qu'un  nombre  dans  une  des  lignes ,  et 
I  complément  dans  une  autre  de  différente  dénomina- 
n.  On  peut  obtenir  89  en  borBantale,8an8  pouvoir  faire 
7  en  verticale 3  on  peut  aussi,  pour  une  même  horizon- 
e,  aToir  deux  verticales.  Toici,  au  reste,  les  bordures  : 

ANGLES   6  8. 

HOBIZOïmiJS.  VBaTICÀLB. 

3S  30  7  9  10  18  19  22  29  39 

33  28  7  10  11  18  19  20  29  41 

32  31  7  9  10  17  20  22  29  39 

32  30  7  9  11  17  19  22  29  40 
31  30  7  10  11  17  18  22  29  41 

31  28  9  10  11  17  18  20  29  43 
41  7  10  11  20  18  19  28  29  33 
40  7  9  11  22  17  19  32  30  29 

33  7  9  18  22  10  19  29  30  39 
33  7  9  19  21  11  18  28  30  40 
33  7  10  18  21  9  20  28  31  39 
33  7  10  19  20  11  21  22  32  41 
33  7  11  18  20  10  19  28  29  41 

33  9  10  18  19  j  7  22  29  30  39 
33  9  10  18  19  J  „  21  22  30  43 

32  7  9  19  22  11  17  29  30  40 
32  7  9  20  21    11  17  28  31  40 
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32 

7  10  19  21 

11  20  22  33  41 

32 

7  11  17  22 

9  19  29  30  40 

32 

7  11  19  20 

10  21  22  33  41 

32 

9  10  17  21 

11  20  22  31  43 

32 

9  11  17  20 

{ 

7  21  28  31  40 
10  21  22  31  43 

31 

7  920  22 

10  17  29  32  39 

31 

7  10  20  21 

9  18  28  33  39 

31 

7  11  18  22 

10  17  29  30  41 

31 

9  10  18  21 

7  20  28  33  39 

31 

9  10  17  22 

{ 

11  20  21  32  43 
7  20  29  32  39 

31 

9  11  17  21 

• 

{ 

7  20  28  32  40 
10  20  22  32  43 

31 

9  11  18  20 

10  17  28  29  43 

31 

10  11  17  20 

7  21  28  30  41 

30 

7  11  19  22 

9  17  29  32  40 

30 

9  10  18  22 

{ 

11  19  21  33  43 
7  19  29  33  39 

30 

9  10  19  2t 

11  18  22  33  43 

30 

9  11  17  22 

7  19  29  32  40 

30 

9  11  18  21 

{ 

10  19  22  33  43 
7  19  28  33  40 

30  10  11  17  21 

7  19  28  32  41 

29 

9  10  19  22 

7  18  30  33  39 

29  10  11  17  22 

7  18  30  31  41    , 

29  10  11  19  20 

7  18  28  33  41 

28 

9  11  20  21 

7  17  31  32  40 
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28  10  11  19  21 

719  20  21  22 

9  17  20  21  22 

9  18  19  21  22 

11  17  18  21  22 

Il  17  19  20  22 

11  18  19  20  21 


VIATICÀLI. 

7  17  30  32  41 

11  17  18  40  41 

10  11  31  32  43 

10  11  30  33  43 

7  19  20  40  41 

7  18  21  40  41 

7  17  22  40  41 


En  tont  52  bordures  pour  les  angles  6,  8.  Mais  ici  la 
bordure  peut  prendre  8  positions  :  on  aura  donc 

8.52.14400.52992  =  3I7,443;Z76,800  combinaisons 
pour  ce  seul  cas. 

Si  Ton  roulait  deux  bordures,  le  carré  central  serait  de 
9  cases  y  el  le  moyen  au  milieu  du  carré;  on  pourrait  avoir 
les  progressions  suivantes  : 

Si  I  est  la  nuson  des  progressions ,  celle  du  milieu  sera 
24*25*26;  Fune  des  deux  autres  1*2*3».«2*3*4...  3*4  «5,  etc., 
en  tout  21  séries  de  progressions.  Il  est  inutile  de  dire  que 
la  troisième  progression  de  la  série  est  toujours  composée 
des  complémens  de  la  première  :  ainsi  47  «48  «49  est  la 
troisième  progression,  la  première  étant  1  •2*3,  et  celle 
du  centre  inyariable. 

Soit  2  la  raison  des  progressions  :  celle  du  centre  sera 
23.25  •27,  et  Ton  aura  19  séries. 

La  raison  est  3,  la  progression  centrale  22  «25 «289  et 
17  séries* 

La  raison  est  4,  la  progression  centrale  21  •25*29,  et 
15  séries. 
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Lai  raison  est  5,  la  progression  centrale  20*25*  30,  et 
tS  séries. 

La  raison  est  6,  la  progression  centrale  19*2!)*31,  et 
tl  séries. 

La  raison  est  7,  la  progression  centrale  ^8•^•32,  et 
9  séries. 

La  raison  est  8,  la  progression  centrale  17*25*33,  et 
7  séries. 

La  raison  est  9,  la  progression  centrale  16 «25 «34,  et 
6  séries. 

La  raison  est  10,  la  progression  centrale  15*25 «35,  et 
t  séries. 

La  raison  est  11,  la  progression  centrale  14 «25 «36,  et 
2  séries. 

Ba  tont  124  séries,  et,  à  cause  des  8  positions  du  carré 
central^  on  aura  992  carrés  centraux. 

11  budra  chercher  toutes  les  premières  bordures  qui 
ont  5  de  côté,  et,  celles-ci  calculées,  rechercher  à  part 
toutes  celles  de  7  de  côté  qm  peuvent  se  former  avec  les 
nombres  restans.  Ce  nombre  de  combinaisons  sera  pro- 
digieux. Voici  Tune  d^elles  :  Ton  a  choisi  les  progressions 

du  carré  central  3*6*9 22.25.28 &l.4/||.47; 

or,  supposant  les  angles  de  chaque  bordure  fixes,  et  ne 
considérant  que  les  permutations  des  nombres  intermé- 
diaires de  chaque  ligne  de  bordure ,  il  j  aura  6  combinai- 
sons pour  les  3  nombres  du  milieu  de  la  première  Tcrticale 
delà  première  bordure,  et  autant  en  horizontale,  ce  qui 
donnera  6*6;  et,  comme  il  y  a  8  positions  du  carré  cen- 
tral ,  et  8  À  la  première  bordure,  ce  sera  36  •  64  ;  ensuite, 
les  5  cases  du  milieu  de  la  seconde  bordure  donnent  120 
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Tariations ,  œ  qm  fera  120*,  et  en  tout  36«64*14400=: 
265,4(20,800 ,  qa'il  fiiadrait  multiplier  par  8  si  le  carré  de 
7  a'est  pas  seul.  Mais  les  angles  de  chaque  bordure  penrent 
farier;  les  nombres  mêmes  entre  les  an^^es  fixes  peuvent 
être  différemment  combinés;  et  surtout  les  nombres  dHme 
boiduie  peurent  fidre  partie  de  Pautre ,  et  réciproquement: 
oe  qui  donne,  pour  un  même  carré  central,  des  billions  de 
combinaisons;  et,  conmie  Ton  a  12/il  carrés  centraux,  ce 
sera  une  addition  à  feire  de  ces  billions  lorsqu'on  aura 
^^«Bsé  les  recherches;  ilÊiut  ensuite  ajouter  les  combinai- 
sons que  Ton  aura  trouTées  pour  une  seule  bordure  au  carré 
de  7;  et  enfin  les  combinaisons  du  carré  simple  de  7:  on 
Terra  qu'il  j  a  encore  d'autres  formes  à  donner  à  ce  carré. 

On  aura  soin  de  ne  pas  employer  plus  de  20  impairs  pour 
le  carré  de  5;  il  en  restera  4  pour  la  seconde  bordure,  et 
oes  4  impairs  ne  pourront  être  aux  angles;  mais  il  y  en 
tara  1  à  chaque  ligne,  et  les  angles  seront  pairs.  S^  en 
reste  6  pour  la  seconde  bordure ,  il  faudra  que  les  angles 
soient  d'espèce  différente  :  alors  l'une  des  lignes  aura  2  îm- 
I  pairs  SUT  les  4  restans ,  et  l'autre  n'en  aura  point*  (Voir,  pour 
le  carré  à  double  bordure  du  nombre  7,  planche  hjîgure  1 3.) 

ARTICLE   III. 

CAAai    DB    9    ATBC    BORDURE. 

Le  carré  de  9  peut  avoir  une,oudeux,ou  trois  bordures. 

S'iln'y  ena  qu'une,les  sept  progressions  pour  le  carréde 
7  peuvent  avoir  l'unité  pour  différence:  alors  la  progression 
eentraleest  38«39*40«/lll«42«/ï3*4a.  Il  suffit  de  cher- 
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cher  les  trois  progressions  qui  peuvent  S3  former  avec  les 
37  premiers  nombres:  caries  trois  dernières  comprennent 
les  complémens  par  ordre  des  trois  premières.  Or  Twiité  ne 
peat  faire  partie  de  la  première  progression  :  car  il  Êiut  21 
nombres  pour  les  trob  progressions ,  il  en  reste  16 ,  nombre 
qui  ne  peut  se  diviser  par  3 ,  et  il  faut  que  les  intervalles 
soient  égaux*  Hais  si  le  premier  nombre  est  2 ,  on  aura 
38 — 2=36;  ôtant  21,  reste  15,  qui  se  divise  par  3,  et 
donne  5;  or  54-7  =  12.  C'est  ce  dernier  nombre  qull 
Êiut  ajouter  à  2,  et  Ton  a  14  pour  premier  nombre  de  la 
seconde  progression;  puis  14  4- 12=26,  premier  nombre 
de  la  trobième;- enfin  26  +  12=  38 ,  comme  cela  doit  être. 

On  ne  pourrait  commencer  par  3  ou  4,  mais  bien  par  5, 
et  Ton  a  38—5=33,  et  33— 21  =  12 ,  dont  le  tiers  est  4: 
donc  7  +  4=11  est  le  nombre  constant  à  ajouter  aux 
premiers  des  progressions,  et  ces  premiers  seront  5, 16, 
27,  38.  On  ne  peut  prendre  6  et  7  pour  premiers  nombres 
de  la  première  progression,  mais  bien  8,  et  Ton  aura 
38— 8=30,et  30—21  =9,  dont  le  tiers  est  3;  et,  conmie 
7 +.3 =10,  on  aura  8,  18,28,  38  pour  les  premiers 
nombres  des  progressions*  De  même  38  — 11  =^27,  et 
27—21=6,  dont  le  tiers  est  2  :  donc  7  +  2=9,  et  l'on 
aura  11,20,  29,  38  pour  premiers  termes;  pour  14  on  a 
38— 14=24,  et  24—21  =3,  dont  le  tiers  étant  1,  il  vient 
7  + 1  =8,  et  Ton  obtient  14,  22, 30, 38.  Si  17  est  le  pre- 
mier terme,  l'intervalle  étant  nul,  il  n'y  a  qu'une  pro- 
gression. 

Soit  maintenant  2  la  rabon  des  progressions  :  la  centrale 
sera  35  •  37  •  39  •  4 1  •  43  •  45  •  47.  On  voit  encore  que  Tunité 
ne  peut  doiire  partie  de  la  première;  mab  si  2  est  le  pre- 
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mier  tenne,  on  aura  35 — 2=33,  et  dtant  21,  reste  12, 
dont  le  tiers  est  4  :  donc  7  +  4=11  est  le  nombre  cons- 
tant pour  obtenir  les  premiers  termes  2, 1 3,  2),  35.  On  ne 
peut  prendre  3  ou  4;  mais  pour  5  on  aurait  35—5=30; 
ôtant  21 ,  reste  9 ,  dont  le  tiers  est  3  :  donc  7+3=10  est 
le  nombre  à  ajouter,  et  Ton  aura  5,15,  25,  35  pour  pre- 
miers termes;  or  15  fait  partie  de  la  première  progres- 
sion, on  ne  peut  donc  commencer  par  5.  Passant  à  8,  on 
aura  35 — 8=27,  ce  qui  donne  6;  après  avoir  soustrait 21, 
le  tiers  de  6  est  2  :  donc  7  +  2=9  sera  le  nombre  constant , 
et fl Tient  8,  17, 26, 35; pour  11  il  yient  35—1 1  =24. . . . 
24—21=3;  le  tiers  de  3=1 ,  et  7+1=8  :  on  aurait 
11,19,27,35;  mais,  comme  19  fait  partie  de  la  première 
progression, fl  suit  que  11  ne  peut  servir.  Pour  14  il  vient 
35— 14=21,  et  21 —21  =  0.  Ainsi  7  est  le  nombre  com- 
mun, et  Ton  aurait  14,  21,  28,  35. 

On  doit  remarquer  qu'on  n'a  pu  commencer  par  un  im 
pair  :  car,  ou  la  progression  centrale  serait  paire,  ce  qui 
n'est  pas  possible ,  puisque  le  moyen  en  fait  partie;  ou  tout 
senût  impair,  ce  qui  ne  se  peut  pas  davantage,  puisque 
tousles  impairs  ne  suffiraient  pas  pour  les  sept  progressions. 

Soie  3 la  raison  des  progressions  :  on  aura,  progression 

centrale,  32. 35 •38-41  «44  •47*50 32  —  2=30 

30—21=9....  1  =  3....  3  +  7=10....  2,  12,22,32, 
et  ainsi  du  reste. 

n  est  asses  ordinaire  de  réserver  les  premiers  nombres , 
et  par  conséquent  les  derniers ,  pour  les  bordures  :  ici  l'on 
prendrait  les  seize  premiers  pour  la  troisième  bordure,  les 
douie  suivans  pour  la  seconde ,  et  les  huit  qui  viennent  après 
pour  la  première.  Si  l'on  ne  veut  qu'une  bordure ,  comme  il 


nslen  sntanl  de  pain  qne  d'impairs,  les  angles  de  la  Ikm^ 
dura  seront  de  même  nature.  Voici  les  laUcaux  pour  le 
cuT^de  7,  dont  le  premier  terme  sera  17,  la  progressif» 
Gontinae ,  et  la  raison  l'unité  (p/.  I  ,j?g;  14).  Chaque  ligne 
do  premier  tableau  vaut  7 -20=  140;  chaque  ligne  ia 
second  =:7* 2]:=  147;  chaque  ligne  du  carré,  287. 

m  20  21  22  17  18  23  /14  21  7  0  28  42  » 
.[22  17  18  23  19  20  21  ^[28  42  35  14  21  7  0 
1 123  19  20  21  22  17  IS  1 121  7  0  28  42  35  M 
S  /2I  22  17  18  23  19  20  3  /42  35  14  21  7  0  28 
N18  23  19  20  21  22  17  «  ]  7  0  28  42  35  14  21 
-[20  21  22  17  18  23  19 '^  [35  »  21  7  0  28  42 
\I7  18  23  19  20  21  22      ^  0  28  42  35  U  21    7 

Ayant  choiû  2, 10  poiur  les  angles,  il  bat  encore  217 
i  l'horisonlalc  iaférieure,  et  295  à  la  première  Terlîcalet 
el,  pour  ce  seul  cas,  laissant  dans  chacune  de  ces  lignes 
les  mêmes  nombres  entre  les  an^s,  et  ne  considérant 
que  leurs  combinaisons  et  celles  du  carré  de  7  simples, 
qnisonl  363,91 6,800,  on  aura,  pour  les  sept  nombres  entre 
les  angles,  5030  combinaisons.  Il  &ut  élerer  ce  dernier 
nombre  au  carré,  multiplier  par  S  et  par  363,916,800, 
«qmdoDDO  73,952,531,895,040,000 combinaisons;  mais 
00  nombre,  toul  prodigieux  qu'il  est ,  ne  représente  pas, 
â  beaucoup  prés.  Ions  les  changemeus  du  carré  de  9,  arec 
one  seule  bordure,  elles  mêmes  nombres  pour  celte  bor- 
dure I  car,  d'abord,  puisqu'il  ;  a  autant  de  pairs  qne  d'im- 
pain ,  Ton  a  seise  pairs  el  seise  impurs;  et ,  comme  la  moitié 
est  complémoni  de  l'autre  moitié,  l'on  aura  huit  pairs  i 
combiner  deux  A  deux^^  ^28,  et  autant  pour  les  im- 
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pain  :  donc  56  systèmes  d^angles  pour  chacun  desqueb  on 
aurait  une  grande  quantité  de  bordures.  Que  serait-ce  si  Ton 
formait  les  autres  progressions,  les  an^^es  j  correspon- 
dant, les  bordures  qui  s'y  rapportent?  et  Ton  n'aura 
encore  examiné  que  le  cas  du  carré  de  9  avec  une  bor- 
dure, n  7  aurait  à  yoir  ceux  oii  Ton  exige  deux  ou  trois 
bordures;  il  faudrait  ajouter  tous  les  produits,  et  après 
cela  Ton  n'aurait  qu'une  partie  des  combinaisons  du  carré 
de  9,  ainsi  qu'on  le  verra  par  la  suite. 

Dans  le  carré  de  la  figure  14  on  peut  fiiire  passer  des 
nombres  d'une  ligne  à  l'autre,  comme  66  4-  6=71  4- 1. . . 
67  +  4=70  +  1...73  +  5=75+3.. .74  +  4=75  + 3-.. 
67  +  5=71  +  1 67  +  6=70  +  3,  etc.  Ces  transfor- 
mations peuvent  serrir  de  nouTcUes  combinaisons  lors* 
qu'on  en  a  ad<^té  une  première,  quoiqu'elles  rentrent 
dans  le  nombre  total;  elles  indiquent  qu'entre  des  an^^es 
fixes  et  avec  des  nombres  déterminés  il  y  a  plusieurs  ma- 
nières de  rerni^  les  lignes  horizontale  et  verticale,  ce 
qu'on  a  foit  voir. 

Qu'on  examine  le  cas  oti  le  carré  de  9  a  deux  bor- 
dures, et  qu'on  suive  l'ordre  adopté  pour  le  cas  d'une 
bordure,  c'est-À-dire  qu'on  prenne  les  douie  nombres 
qui  suivent  les  seize  premiers,  et  leurs  complémens  :  on 
aura  les  mêmes  combinaisons  que  si  l'on  prenait  les  douse 
premiers  et  les  douze  derniers;  il  n'y  aura  qu'à  substituer, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  ajouter  16  à  chacun  des 
nombres  de  la  deuxième  bordure. 

D'abord,  d'après  ce  qui  a  été  dit,  puisqu'il  y  a  autant 
de  pairs  que  d'impairs,  les  angles  seront  de  même  nature  ; 
de  pins,  mettant  toujours  deux  petits  nombres  aux  angles 
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de  la  première  horizontale,  on  en  aura  déjà  on  grand  en 
rerticale;  et,  &isant  abstraction  des  angles,  on  n'en  peut 
prendre  quatre  pour  les  cases  intermédiaires  :  car  on  en 
aurait  cinq.  Or  les  cinq  plus  petits  des  grands  sont  38,  39, 
40,41 ,42  =200  >  Î75.  U  iaut  yoir  si  deux  grands  su^ 
ftsent  :  le  cas  le  plus  ÊiTOrable  est  celui  de  deux  pairs  ou 
de  deux  impairs  se  suivant  immédiatement  aux  angles.  Si 
1,3,  par  exemple,  sont  les  angles  de  la  première  horizon- 
tale ,  on  aura  1  -|-  47  =  48  pour  les  angles  de  la  verticale  ; 
les  deux  plus  grands  restans  sont  46  et  48;  or  48  4-  46 
+  48  =  142.  Il  faut  encore  33  pour  faire  175,  et  il  n'y  a 
que  les  trois  petits  10, 1 1, 12,  qui  donnent  33.  Maintenant 
la  dernière  horizontale  a  déjà  aux  angles  47  et  49  =  96; 
il  (aut  encore  79,  qui  ne  peut  se  foire  avec  deux  grands  : 
caries  deux  plus  petits  des  grands  restans  sont  41  et  42 
=  83.  On  ne  peut  donc  mettre  deux  grands  à  la  verticale. 
Soit  pris  45,  qui  est  le  plus  grand  restant  :  on  aura  96  +  45 
=  141.  n  fout  encore  34;  mais  les  quatre  plus  grands  des 
petits  restans  sont  6 , 7, 8 , 9 ,  dont  la  somme  est  30.  Donc , 
dans  le  cas  actuel,  on  ne  pourrait  former  l'horizontale  ;  on 
ne  peut  donc  pas  prendre  deux  grands  nombres  pour  la 
verticale.  On  a  vu  qu'on  n'en  peut  employer  quatre  :  donc 
il  en  faudra  trois.  Reste  à  voir,  dans  cette  hypothèse,  ce  qu'il 
en  faut  en  horizontale.  Le  cas  le  plus  fovorable  est  celui  des 
angles  les  plus  petits  qu^  est  possible  à  cette  dernière 
horizontale,  et  par  conséquent  les  plus  grands  possibles 
à  l'horizontale  supérieure.  Soient  donc  ces  derniers  angles 
10  et  12  :  la  dernière  horizontale  aura  40  et  38  =:  78  aux 
angles,  il  faut  encore  97.  Si  l'on  prend  39  et  41  =80, 
comme  étant  les  plus  petits  des  grands  restans,  il  fout 
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encore  17,  qo'on  peut  Êdre  par  trois  petits,  2,7,  8,  et  il 
lestera  les  petits  1 ,  3,4,  5,  6.  On  a  déjà  48  en  yerticale, 
savoirs  10  et  38,  complément  de  12  à  l'angle;  il  faut  en- 
oore  127.  Or  trob  grands  sont  tn^  forts ,  et  denx  grands 
arec  trots  petits ,  trop  faibles  :  on  ne  pourrait  donc  former 
la  Terticale.  Le  résultat  de  cette  dbcussion  est  qu'il  &ut 
trois  grands  nombres  en  verticale ,  et  un  seulement  à  lliori- 
fontale  inférieure.  H  est  déjà  dit  que  les  angles  n'entrent 
pour  rien  dans  ce  calcul,  et  que  ce  seront  toujours  deux 
petits  nombres  qui  rempliront  les  angles  de  la  première 
horiiontale.  Gela  posé ,  on  ya  chercher  les  combinaisons 
de  la  bordure  de  7  formée  avec  les  douze  premiers  et  les 
dôme  derniers  nombres,  et,  en  même  temps,  le  moyen 
d'éfiter  des  calculs  inutiles» 

(131  C  horizontale  70 

\  47  49r^^^8*^  =  ^ ^'^^  i  Tcrticale...  127 
La  somme  de  tous  les  petits  nombres  =:(14-12)^=: 
13*6=78.  Si  Ton  soustrait  les  angles,  il  reste  74 ,  nombre 
fixe  pour  les  angles  1,  3=4  constans.  Soit  d'abord  pris  48 
pour  le  grand  nombre  de  l'horizontale.  H  faut  encore  31 ,  va- 
leur de  quatre  petits  nombres.  Les  deux  plus  petits  restans 
sont  4  et  5  (car  1  et  3  sont  les  angles ,  et  2  est  le  complé* 
ment  de  48).  Otant  ces  deux  nombres  4  4-  5=9  ^^  ^ 
lerticale  127 ,  reste  1 18  pour  les  trois  grands  en  verticale. 
Ces  1 1 8,  dtés  de  trois  couples  ou  de  1 50,  donnent  32  pour  les 
trois  petits  nombres  correspondans  aux  trois  grands; mais 

31  raut  les  quatre  petits  nombres  de  l'horizontale.  Ajoutant 

32  et  3 1 ,  on  aura  63  pour  la  somme  des  sept  petits  nombres; 
or  74  est  la  somme  des  dix  petits  nombres ,  après  dé fid- 
cadon  de  ceux  des  angles.  D'un  autre  côté ,  on  connaît  2 , 


Soient  d'abord 
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petit  nombre  complément  de  48  :  donc  G3  -|-2  =  65 
présente  les  huit  petits  nombres.  Si  Ton  retranche  65  de  74 , 
il  restera  la  yaleur  des  deux  plus  petits ,  ou  une  Taleur  plus 
grande  y  ou  enfin  une  valeur  plus  petite*  Dans  ce  dernier 
cas  il  ne  peut  y  avoir  de  combinaison  :  car  alors  on  aurait 
soustrait  un  nombre  trop  grand  pour  les  complémens  des 
trob  de  la  yerticale*  Il  &udrait  donc  que  ce  nombre  fût 
plus  petit,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  que  la  somme  des 
trob  grands  nombres  fût  plus  forte;  mais  elle  est,  par 
supposition ,  la  plus  grande  possible  (  en  effet  parmi  les 
cinq  nombres  de  la  yerticale  on  a  fait  entrer  les  deux  plus 
petits  restans  :  donc  la  somme  des  trois  grands  est  la  plus 
grande  possible).  Ainsi  il  ne  pourrait  y  avoir  combinaison , 
et  Ton  aurait  pris  un  nombre  trop  grand  pour  celui  de 
l'horiioutale. 

Si  le  résultat  de  la  soustraction  des  huit  petits  nombres 
de  74  donne  une  valeur  égale  à  la  somme  des  deux  phis 
petits  nombres,  la  combinaison  subsiste. 

S'il  venait  un  nombre  plus  grand  que  la  somme  des 
deux  plus  petits^  ce  serait  la  preuve  qu'on  aurait  soustrait 
un  complément  trop  petit.  Il  faudrait  donc  que  les  trois 
phis  grands  fussent  diminués ,  ou  la  somme  des  deux  plus 
petits  augmentée;  et  pour  qu'il  y  ait  combinaison  dans  ce 
cas,  il  faut  que  la  différence  entre  la  somme  des  deux 
plus  petits  et  le  résultat  de  la  soustraction  ^te  comme  on 
l'a  indiqué  ci-dessus ,  soit  paire ,  et  que  sa  moitié ,  ajoutée 
à  la  somme  des  deux  plus  petits,  puisse  convenir. 
Résumant  : 

De  la  somme  de  tous  les  petits  nombres  (ici  c'est  78) 
on  soustrait  celle  des  angles  :  on  aura  un  reste  constant 


r 
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pour  les  mêmes  angles.  De  ce  reste  on  ôte  le  complément 
da  gnnd  nombre  choisi  pom'  llioriiontale ,  en  commen- 
çant par  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  restent  y  après 
lescomfdémens  des  an^^es;  il  vient  un  deuxième  reste  r. 
Soient  A  et  t;  ce  qu'il  &ut  encore  ajouter  à  lIiorÛBontale  et 
à  la  verticale,  d'après  les  angles,  pour  avoir  la  valeur  d'une 
Jiifoe  de  la  bordure,  h  et  v  sont  donc  toujours  connus* 
Soit  p  la  somme  des  deux  plus  petits  nombres;  soit  sous- 
trait de  A  le  grand  nombre  choisi  a  .*  il  restera  la  valeur 
des  quatre  petits  de  l'horizontale.  Et  soit  q  cette  valeur; 
qu'on  soustraie  également  pàev:  l'on  aura  ti— p  pour  les 
trois  grands  nombres  de  la  verticale.  Otant  t;— -p  de  trois 
couples  ou  de  3c  y  l'on  aura  3c +  p — v  pour  les  trois 
petits  nomI»-es  correspondans.  Ajoutant  q,  il  viendra  3c 
+  p  +  q-^v  pour  les  sept  petits  nombres,  savoir  :  les 
quatre  de  l'horixontale,  et  les  trois  correspondans  aux  trois 
grands  de  la  verticale;  et,  puisque  r  représente  les  neuf 
petits  nombres,  savoir  :  les  sept  ci-dessus  et  les  deux  plus 
petits, l'on  aura  r  — (3c  +  ;?+^ — v),  oubienr  +  ai  — 
(3c+^  +  p)=5y[iou>  p.  Si  l'on  a.vait  r  +  v  — (3c  + 
9  4-  p)  ^  P>  il  ne  pourrait  y  avoir  combinaison. 

Cette  valeur  r+v  — (3c  +  p+  ^)  =  ou>p,  revient 
à  r  -{-v^^Zc  +  f)  =  ou  >  2/7.  Dans  le  premier  cas  il  y 
a  combinaison;  dans  le  second  il  faut  voir  si  la  différence 
entre  r  +  v—  {Zc -^ p  +  q)  ei p ^  on  sir  +  oi—  (3c  + 
2|7  -f"  9 )  ^  pair,  et  si  sa  moitié,  ajoutée  à  p,  peut  conve- 
nir. Cela  va  s'éclaircir  par  des  exemples. 

Soient  donc  les  angles  1 ,  3  (  le  premier  angle  écrit  est 
toiqours  celui  de  gauche,  et  le  second  celui  de  droite  de 
la  première  horiiontale  )  :  on  aura,  pour  l'horizontale  in- 
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férienre,  les  complémcns  de  I  et  3 ,  lesquels  sont  49  et  47  : 
donc  7»=175 — 47 — 49=79;  la  verticale  de  gauche  aura 
déjà  1  +  47=48  :  donc  v  =  175— 48  =  127.  Soit  pris  a , 
le  plus  grand  des  nombres  restans ,  (pii  est  48  :  on  aura 
h — a=79  —  48=31  =f.  Les  deux  plus  petits  restans 
sont  4  -f  3=;'*  Soustrayant  de  78,  valeur  des  douze  pe- 
tits nombres ,  les  angles  et  le  complément  de  a ,  ou  1,2, 3 , 
=69  il  reste  72 r=  ravaleur  des  neuf  petits  nombres  res- 
tans 9  savoir  :  les  quatre  de  la  dernière  horixontale ,  les 
deux  de  la  première  verticale,  et  les  trois  de  la  dernière, 
ou  les  trob  complémens  des  trois  grands  nombres  de  la 
prendère.  Otant  p  àev^  il  restera  v  ^p  pour  les  trois 
grands  de  la  verticale,  et  3c — (v — p)  ou  3c  +  p— v 
pour  les  trois  petits  correspondans.  Or  v— p=118,  et 
3c  —  V  4-  p  =  150  —  118  =  32,  lesquels,  ajoutés  à  ç, 
donnent  63  ;  mais  r  ou  72  -—  63  =  9 = p  :  donc  il  7  a  00m- 
binaison  (n.o  1). 

Soit  a  =  46  (  c'est  le  plus  grand  après  48,  puisque  49 
et  47  répondent  aux  angles  fixes)  :  on  aura  toujours  h 
=79,  et  V  =  127.  Ces  valeurs  sont  invariables  pour  les 
mêmes  angles;  les  deux  plus  petits  sont  2  et  5=7  =p.  Or 
^ — û=79— 46= 33;  de  78  ôtant  1  +  3  +  4  =8, valeur 
des  angles  et  du  complément  de  46,  il  reste  70 =r.  Main- 
tenant, soustrayant  p  de  v  ou  7  de  1 27,  il  >icnt  v  —  p = 1 20, 
et  3c— (v_p)=150  — 120=  30,lesquels, ajoutés  à  33, 
donnent  63.  Ce  dernier  nombre  ôté  de  70 ,  il  \'ient  7=  p  : 
donc  il  y  a  combinaison  (  n.o  2  ). 

Soita=45...  2+4=p=6....  79—45=34 

74=5=69=r.  ..127— 6=12l,ctlccomplémentàtrob 
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couples  =  29;  mais  29  +  34=63;  et,  comme  69-— 63  = 
6  tnp  j  il  y  aura  combinaison  (n.o  3). 

On  Toit  que  Ton  a  îaii  les  calculs  successivement,  ce 
qui  est  plus  prompL  On  aurait  icir4-v=69  +  127  = 
196. . . .  3c  +  p  +  7  =  150  +  34 +  6  =  190;  et  r  +  V  — 
C3c  +  p+7)  =  196— 190=6=;?. 

Soita=:&4  :  on  aura  toujours  p=2+4=6. . .  79— W 
=35 74—6=68 127—6=121,  dont  le  com- 
plément est  29.  Or  29+35=64,  et  68— 64=»<6;  et, 
comme  p=6  sera  constant  pour  tout  nombre  plus  petit 
que  44,  on  aura  toujours  r  +  v  —  (3c  +  7X2;?.  Ici 
r=68. . .  v=127. . .  68+137=195. . .  ^=79— 44=35, 
et  3c +  7=150+ 35=185.  Or  195—185=10,  et  10 
est  plus  petit  que  2;i=2*6=12.  Donc  il  n'y  a  point 
de  combinaison  pour  44  à  l'horizontale,  ni  pour  tout 
autre  nombre  plus  petit  que  44.  Donc  pour  les  angles 
I,  3  il  j  a  trob  combinaisons. 

An^es  1,5 Somme  =:6. 

Horizontale,  49+45=94,  et  175— 94=81=^. .  .Ver- 
ticale,  1+45=46,  et  175— 46  =  129=v.  Petits  nom- 
bres restans,  78—1—5=78—6=72. 

Soit  fl  =  48. . .  3  +  4=7=;?.. . .  h—a=ZZ=q. . .  72 

— 2iiz70=r a;—/i=129— 7=122. . .  Complément 

=150— 122=28=3c  +  p— v 28+  33=61  =3c 

4.p_v  +  ^...70— 61=9=r+t;— (3c+p+7).0r9 
est  plus  grand  que  7  :  il  £siut  donc  ajouter  à  7  la  moitié 
de  la  différence ,  et  il  viendrait  7  +  1=8,  pour  les  deux 
petits  nombres  de  la  verticale.  Or  on  ne  peut  ûiire  8 
avec  deux  petits  nombres  :  car  il  reste  3,  ^,6,  7,  etc.  : 
ainsi  point  de  combinaisons  pour  48  à  Thorizontale. 
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S<itt  11=47. . .  p=2+  4=6. . .  72— 3=69=r. . . . 
h — a=34=f. . .  V — ;7  =  123. . .  Le  complément  =150 
— 123=3c— v  +  p=27.  Or  27+34=61,  et  69—61 
:^8>6.  La  différence  est  2.  Il  faadrait  donc  faire  6+  t 
=7,  avec  deux  des  petits  nombres  restans  2,  4,  6,  7, 
ce  qoi  n'est  pas  possible* 

Soit  a=46.  Alors  p=2  + 3=5. . .  r  =72— 4=68. . . 
^—«=35=^. . .  V — ;7=124. .  Le  complément  =:26,  et 
26  +  35=61.  Puîs68— 61=7>5.  H  fendrait 6, qu'on 
ne  peut  &ire  avec  2,  3 ,  6* 

Four  a=:44  on  a  toujours  |7=5. . . .  r=72— -6  = 
66. . .  f =37. . .  t;— p=124. . .  Gomplément=26.  ••  37+ 
26=63. . .  66 — 63=3^5:  ainsi  point  de  combinaisons, 
et  il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  la  supposition  de 
nombres  plus  petits  que  44,  et  par  conséquent  les  angles 
1   et  5  ne  donnent  point  de  combinaisons. 

Angles  1,7...  Somme=8. 

Gomplémens  des  angles,  49  et  43.  •  Somme,  92. .  •  175— 
92=83  =^...1  +43=44...  175  —  44  =  131=1;... 
.Petits  nombres =70. .  .h,v  et  70  sont  constans  pour  les 
mêmes  angles. 

Soit  a=48. . .  3  +  ti==y=p. . .  70— 2  =  68  =r. . .  Ji 

— a=35  =  f. . .  V — p=124 Complément  à  trob 

couples  =26 35  +  26=  61. ...  68  — 61  =l—p  : 

donc  combinaison  (  n.o  4  ). 

a  =  47...2+4  =  6  =  p....70  — 3=67  =  r q 

=  36...v— p  =  125 Complément  =  25. ..  25  +  36 

=61. .  .67— 61=6=p:  donc  combinaison  (n.o  5). 

a=46.  • .  p  =i5. . .  r^=66.  •  •  ^=37. . .  t;—- p=126. . . 
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GomiMment  ==  24. . .  24  +  37=61. . .  66—61  =5=p  ; 
donc  combinaison  (a«o6). 

Sr  0  =  45,  il  n'y  a  plus  de  combinaisons/  pas  plus  que 
pour  les  angles  (1,  9),  (1, 11> 

ÀB^tds  3,5...  Sonmie  =:&  Petits  nombres=  70. ...  A 
=83...v=l27. 

Soit  €1 =49. . .  2  +4=  6=p. . .  r=  69. . .  ^  =  34. . .  v 
— p=121. . .  Complément =29. . .  34+29=63. . .  69— 
63 = 6  z=zp  :  donc  combinaison  (n*^  7  )• 

a=48. . .  1  +  4  =  5=  p . . .  70—  2= 68=r . . .  ft— 
0=35=^.  ..t;  — p  =  122. . .    Complément  =  28. . . . 
35+28i=63. . .  68— 63=5=/i:  donc  combinaison  (8). 

a=46. . .  p=l-}'2=3.« .  r=  66. .  •  ^  =:37. . .  t;  — p 

=  124. . .  Complément  =  26 37  +  26  =63 66 

—  63=  3=/7 .-  donc  il  y  a  combinaison  (n.^  9). 

a=:44. . .  p=:3. . .  r=64. . .  ^=39. . .  v — p=124. . . 
Complément =26. . .  39  +  26=65. . .  64 — 65  ne  se  peut: 
donc  plus  de  combinaisons  pour  les  angles  3,  5. 

kn^ies  3,7...  Somme,  10. .  .  Petits  nombres=:68. . . 
&  =  85,..v=129- 

a=49...p=2  +  4=6...  r=67...^=36. . .  v—p 
=123. .  •  Complément  =27. . .  36  +  27=63. . .  66—63 
=3^p.*  ainsi  point  de  combinaisons,  ni  pour  49,  ni 
pour  les  nombres  plus  petits;  ainsi  a=48.  ..p=1  +  4 
=5. . .  r=66. . .  ^=37. . .  v — p=124. . .  Complément, 
26. . .  37  +  26=63. . .  66—63= 3  <5. 

Angles  3, 9. . .  Somme,  12. . .  Petits  nombres, 66. .  .  A= 
87..  .i;=131. 

.    a=49.  ..2+4  =  6=p. ..  r =65. .  .7=38...  v—p 
=125. . .  Complément,  25. . .  38  +  25=63. . .  65—63= 
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2<6s  ainsi  point  de  combinaisons  ponr  les  angles  3, 
9y  pas  plus  qoe  pour  3,  11. 

Ane^es  5, 7.  • .  Somme,  12. . .  Petits  nombres,  66. . .  &== 
87...v=127. 

ii=49.  •  •  /i=5.  •  •  r:=6St. . .  9=  38. .  •  ti— /i=122. .  • 
Complément  =28...  38+28=66...  65—66  est  im- 
possible s  donc  point  de  combinaison,  pas  jdos  que  ponr 
les  antres  ang^  impairs. 

Angles  2,4...  Somme,  6. . .  Petits  nombres, 72. . .  &=: 
8l...v=127- 

'^*®*\^';'^w  '^J  63-..7l-63=8=D 
17— p=119. . .  Complément  =31)  ^ 

Donc  combinaison  (n.^  10). 
«=47...^...i=^...^M»  63. . . 69-63=36=^ 


Donc  combinaison  (n.®  11). 

""^  •.^••;'^"T1S}  63...67-63=/l=p 
V  — p=123. . .  Complément=27) 

Donc  combinaison  (n.^  12).  Il  n'j  en  a  plus  ponr  les 
an|^  2, 4 ,  parce  que  p=4  serait  constant. 

Ang^ 2,  6. . .  Somme,  8.  • .  Petits  nombres  ,70.  • .  A= 
83...  11=129. 


a=ft9. . .  p=7. . .  r=69. . .  ^=341 

V— p=122...Complémenl=28J  62. . . 69 -62=7=p 

Donc  combinaison  (  n.o  13  ). 

<c=s2k7...p=5...r=67.  ..^=361   ^      ^_ 
V — jnrzîïlA. . .  Complément  =26) 

Ainsi  combinaison  (n.®  14). 
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■''"Si  62...  66-62=4  ==p 


h . .  p=5l. . .  r=:66. .  •^= 
V — p=z  125. . .  Complément 
Donc  combinaison  (  n.o  1 5  )• 

a=^...p='i.     r=^..^^,  63... 65-63=  2<p 
V — p  =  1 25. . .  Gon4>lément  =^25)  ^'^ 

Ainsi  point  de  combinaison  :  en  général,  aussitôt  qu'on 
troure  deux  valeurs  de  p  égales ,  il  n'y  a  plus  de  combi- 
naisons pour  les  angles  choisis,  et  cela  Êdt  éviter  des 
calculs  inutiles. 

Angles  2, 8. ..  .Somme  10.... Petits  nombres, 68.  .. . 
A=85. . . .  v=i  31  • 

V  —  p  =  124.  . .  Complément=i26  J  ^ 
Donc  poiot  de  combinaisons  pour  2, 8,  ni  pour  les  autres 

angles  ou  entre  2. 

Angles  4,6...  Somme=10. . .  Petits  nombres ,  68. .  • 

fc=85.  ..i;=127. 

loo      ^       w  ^^>64.,.67— 64=3<p 

V  —  p  =  1 22. . .  Gomplément=28(  '^ 

n  n'y  a  plus  de  combinabons  pour  aucun  angle  :  car  p 
conservera  toujours  la  valeur  5. 
Yoid  toutes  les  bordures  pour  le  cas  que  l'on  considère. 

ANGLES  1    3. 

HORIZOïriALE.  VERTICALE. 

48   6  7  8  10  38  39  41   4  5....n.o  I. 

6  8  9  10  38  39  43 

46  ^  6  7  9  11  38  40  42  >  2  5. . . .  n.*  2. 

6  7  8  12  39  40  41 
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7  8  9  10   38  39  44 
^^  ,  6  8  9  11   38  40  W  .  ^  ^     ^  , 
^^6    7  10  11    38  41  42  >  2 '^••.n-^  3. 

G  7  9  12   39  40  42 

AnCLES  1  7. 

38  41  45 
I  V  «  ^  .-   39  40  45  ,  ^  ^     ^     . 

w  ^  ^  ^  .^  M*        38  42  44  ^ 

39  41  44 

38  42  45 
I  „  o  .^.  .-   39  41  45  ,  -  .     „  ^ 

47/ .    39  42  44  >  2  *••"•'  ^ 

40  41  44 

39  42  45 
4G  ^  6  8  11  12   40  41  45  V  2  3. ...  n.o  6. 

40  42  44 

ANGLES  3  5. 

7  8  9  10   38  39  44 
-  ^  V,  ^  .  -    38  40  43  ,  ^  ,       - 
49/.  .  _.    39  40  42  >^^--"-'  '^ 

38  41  42 

40  38  44 

I  u  .,  .^/  .-    38  41  43  V  ^  I.       Q 
/.H^.  .    ..„    39  HO  .13  >''•••"••  *• 

39  41  V2 
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BOmiZOnTALB.  TEKTICALE. 

7  9  10  11  38  42  44 

,  7  8  10  12  39  41  44  . 

^6  9  10  12  39  42  43'  ''' 

6  7  II  12  40  41  43 

ANALES  2  4. 

„  ,  6  7  9  10   38  30  42  ,  -  ^     .  .. 
*'^ 384041^^^-  ••"••^®- 

38  39  44 
^_  ,  w  „  «  ..    38  40  43  .  .  ^     ,  ,, 
"^ 38  41  42^*  ^-  °"- 

39  40  42 

38  41  44 

39  40  44 

45  ^  6  9  10  11    38  42  43  H  3.... n.o  12. 

39  41  43 

40  41  42 

i       r  7  8  9  10   38  39  45 

^.  )  5  8  10  11    38  41  43  .  -  ^      .„ 

39  41  42 

38  41  45 

^-  , -   39  40  45  .  ,  .     „  .. 

*^^ 39  42  43^'  4....n.ol4. 

40  41  43 

38  41  45 

46  <  7  8  10  12   39  41  45  l  1  3....n.«  15. 

40  42  43 
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En  toat  53  bordures  pour  le  carré  de  7,  lorsqu'on  em- 
nloieles  12  premiers  et  les  1 2  derniers  nombres  ;  et ,  comme 
les  5  du  milieu  de  chaque  ligne  s'arrangent  de  120  ma- 
nières, l'on  aura  120** 8 •53*^2992,  ce  dernier  nombre 
désignant  les  arrangemens  du  carré  de  5  sans  bordure  ;  et 
l'on  obtient  323,547^55,200  combinaisons. 

On  trouvera  (p/.  ll^Jig'  15)  le  carré  de  9  avec  deux  bor- 
dures; et,  pour  celle  de  7,  on  a  pris  la  première  combinaî- 
naisoB  du  nfi  13,  en  ajoutant  1 6  à  chaque  nombre. 

En  suivant  la  même  marche,  on  prendra  pour  la  bordure 
de  5  les  8  nombres  qui  suivent  les  28  premiers ,  et  pour  le 
carré  de  3  les  9  nombres  du  milieu  ;  or  on  a  ru  au  neuvième 
carré  de  5  avec  bordure  qu'il  y  avait  pour  ce  cas  23040 
combinaisons  qu'il  faut  multiplier  par  celles  de*la  bordure 
de  7  :  on  aura  donc  8 •  53*^ 20*  •  23040= «0,673,024,000; 
ce 'dernier  nombre,  ajouté  à  celui  qui  exprime  les  combi- 
naisons ^e  bordures  de  7  pour  le  carré  simple  de  5,  donne 
pour  somme  464,220,979,200  pour  le  carré  de  7  avec  bor- 
dure, et  d'après  le  choix  des  nombres  pourchaque  bordure, 
â  savoir  :  les  1 6  premiers  pour  la  bordure  de  9 ,  les  12  sui- 
vans  pour  celle  de  7 ,  les  8  encore  suivans  pour  celle  de  5. 

Eeste  à  connaître  les  combinaisons  de  la  bordure  de  9  : 
l'on  continuera  à  prendre  les  16  premiers  et  les  16  derniers 
nombres,  qui,  par  supposition,  sont  ceux  qui  doivent  four- 
nir cette  bordure. 

n  faut  d'abord  connaître  combien  on  peut  prendre  de 
grands  nombres  en  verticale  et  en  horizontale.  Suppo- 
sé qu'on  en  prenne  5,  soient  les  angles  les  plus  petits 
possibles  :  on  aura  en  verticale  1  +  complément  de  15, 
qui  est  67 ,  eu  tout  68  en  verticale  :  car  ces  angles  doivent 


ÀTBG   BORDURE*  117 

être  de  même  espèce;  et  15,  étant  le  plus  grand  impair, 
aura  le  jius  petit  complément.  Or  les  5  plus  petits 
panni  les  grands  sont  66 ,  68, 69, 70, 71  =  344;  et,  ajou- 
tant 68,  Ton  aura  412,  nombre  plus  grand  que  369,  tr- 
leor  de  chaque  ligne.  Qu'on  prenne  3  grands,  et  soit  la 
somme  des  angles  en  yerticale  la  plus  grande  possible ,  ce 
qui  arrÎTe  lorsqu'on  prend'  2  angles  de  même  espèce 
et  c€ftÈsécatib  en  horizontale  première  :  elfe  sera  80.  Qu'on 
prenne  ensuite  les  3  plus  grands  nombres  79, 80,  81  = 
240  :  il  iaudrût  encore  49  pour  les  4  petits;  par  exemple, 
on  peut  aToir  5, 13, 15, 16.  Soient  donc  4,6,  les  angles  : 
lliommtale  aura  pour  les  complémens  76  -f*  78=:  154;  il 
iaut  encore  215;  or  on  ne  pourrait  prendre  3  grands 
nombres  :  car  les  3  plus  petits  68, 70,  71  =  209.  D  &a- 
drait  seulement  6,  et  la  somme  des  4  petits  est  beaucoup  ^ 
[Jus  forte.  Si  l'on  prend  2  grands,  les  2  plus  grands  sont 
74  et  75  =s  149.  H  faudrait  encore  66,  et  les  petits  restans 
ne  donnent  que  56. 

Soient  les  angles  12, 14,  lesqueb  sont  les  plus  grands 
que  l'on  puisse  prendre  d'après  la  formation  de  la  yerticale  : 
les  complémens  seront  1 38  ;  il  faut  encore  231  •  Soient  pris 
3  grands  nombres,  les  plus  petits  sont  71,  72, 73=216; 
il  manqué  15,  et  fl  reste  25  en  petits  nombres.  Si  l'on 
prend  lesS  plus  grands  76,  78  =  154,  il  faut  que  5  petits 
Êissent  62,  et  l'on  n'a  que  45.  Il  est  donc  évident  qu'en 
prenant  3  grands  nombres  en  verticale,  on  ne  pourrait 
composer  Fhorizontale;  d'autre  part,  on  ne  peut  en  prendre 
5  :  donc  fl  firadra  4  grands  nombres  en  yerticale. 

Cda  connu ,  il  faut  yoir  si  Ton  en  peut  prendre  3  en 
liorifontale;  et  pour  cela  soient  les  angles  14 ,  16,  les  plus 


. 
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grands,  et  par  conséquent  les  complémens  les  plus  petits 
66  et  68  :  la  somme  est  134;  la  verticale  aura  aux  angles 
80;  fl  &udra  encore  289  en  ft  grands  et  3  petits  ;  or  les  3 
plus  petits  parmi  les  grands  sont  67,  69,  70=206,  ce  qui, 
igouté  à  134,  donne  340;  reste  29  pour  4  petits,  par 
exemple,  2, 6,  10,  11;  or  les  nombres  restans  donnent 
pour  les  4  plus  petits  des  grands  73, 74,  75, 77=299,  qui 
est  plus  grand  que  289  :  on  ne  pourrait  donc  tooùex  la 
verticale;  donc  on  ne  peut  iaure  entrer  3  grands  nondniea 
en  horizontale. 

Conclusion.  H  Êiut  4  grands  nombres  en  verticale  avec 
3  petits ,  et  seulement  2  grands  et  5  petils  (aibstraction 
faite  des  angles)  en  horizontale. 

Gela  posé,  voici  comment  on  obtiendra  les  combinai- 
•  sons  pour  le  cas  dont  il  est  question.  U  &ut  suifTe  une 
marche  analogue  à  celle  adoptée  pour  la  bordure  de  7. 
Soient,  par  exemple,  les  angles  1, 3;  à  ce  qui  manque  en 
horizontale,  en  soustrayant  de  369  les  comq>lémen8  des 
angles;  et  v  ce  qui  manque  en  verticale ,  dé£dcation  frite 
du  premier  angle  et  du  complément  du  second*  Ici 
*=369— (81 +79)=209;ett;=369— (1 +79)=289. 
La  somme  des  petits  nombres  de  1  à  16  est  en  tout  136. 
Soustrayant  1+3=4,  somme  des  angles,  restera  1S2. 
Soit  a  la  somme  des  2  grands  nombres  de  l'horizontale, 
et  h — a=f  zrla  valeur  des  5  petits  nombres  de  cette 
horizontale.  Soit  r  la  somme  de  tous  les  petits  no^ibres, 
sauf  ceux  des  angles  et  les  complémens  des  2  grands  de 
lliorizontale.  Ces  deux  complémens  valent  2  couples  moins 
«,  ou  164— a:  donc  r=l32— (164— a)=a  — 32.€e 
nombre  32  est  invariable  tant  que  les  angles  restent  les 
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mêmes;  mab  a  Tarie.  Soil  p  la  somme  des  3  plus  petits 
nombres  de  la  verticale  :  ce  sont  les  plus  petits  parad 
ceux  qui  ne  sont  ni  les  angles,  sd  les  oomplémens  des 
glands  de  a*  Les  k  petits  correspondans  aux  4  grands 
de  la  verticale  valent  4  couples  moins  la  verticale  h  di- 
^minuée  de  p,  ou  328— (28Î1 — p)  =39  +  p.  Le  nombre 
39  est  invariable  pour  les  mêmes  angles  ;  p  seul  varie  lors- 
que les  grands  de  l'horizontale  éprouvent  eux-mêmes  des 
variations» 

Si  maintenant   Ton  ajoute  394'p=<  à  f ,  on  aura 
r-f-f  =:toas  ks  petits  nombres  moins  ceux  des  ang^, 
lea  complémeos  des  grands  de  llutfSiontale  et  ceux  qui 
répcmdeat  à  p.  Si  donc  on  retranche  t'\-q  àid  ryîl  doit 
rester  p,  ou  mi  nombre  plus  grand,  ou  un  plus  petit  Bans 
ce  dernier  cas  il  n' j  aura  pas  de  combinaison  j  puisque  p 
est  supposé  égal  à  la  somme  des  3  plus  petits  nombres ,  et 
qu'en  conséquence  on  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  pe- 
tite. Si  le  reste = p ,  il  y  a  combinaison;  sHl  est  plus  grand, 
on  |Hrend  la  moyenne  entre  p  et  ce  reste ,  et  il  y  aura 
encore  combinaison,  à  moins  que ,  parmi  les  3  petits 
nombres  qû  composeraient  cette  moyenne,  il  ne  s'en 
trouve  ié^  employés  soit  aux  angles,  soit  aux  compté- 
mens  àts  d^ux  grands  de  l'boriaontale* 

Bevenani  aïKX  angles  et  aux  combinaisons  cherchées , 
les  as^g^  seront  de  mime  espèce,  puisqu'il  y  a  autant  de 
pairs  que  d%npairs  par  supposition. 


ANGLES    1     3. 

Jiz=2a9. . . .  1^=289. . . .  r==a— 32. . . .  (=39  +  p 
Ces  quatre  valeurs  restent  les  mêmes  pour  les  angles  1 , 3 


'^,—    108=:l8=:p 

^^ffitonlàle  =q  =  51 ,  cl  qu'il 
X  tX.  15,  Mi,  il  iaut  voir  quels 
^  Miniim  T)!.  n  n>  a  qun  8,9, 
^•Ir  U  Tcrticalo  soûl  les  complé- 
»  12,  19,  15,  16.  Ainsi  Ion  aura 


^^....a\  07  68  70—5  6  7,..(I) 
^iple  rt  certain  le  traTai]  serait  long  : 
^^  sljjiar  fspuiple,  avec  les  12  petits 
^  ^^  ^isaraît  Iromc  grand  nombre  de  com- 
'  ^#*l*  cependant  est  convenable  ;  or  l'ob- 
*\^^t^^  cliampj  cl  s'il  n'y  eu  a  point,  le 
^^^— ,  An  obscrrera  de  jJus  qu'il  suffit  d'ob- 
inaison  jiour  en  déduire  les  autres. 
c  les  plus  petits  nombres 
♦•■'^^r  _ireïemi>lc,l'on  a  pris  8,  î(,  10,  II;on 
^"■^^  ^  13  qui  puisse  (aire  Ttt  avec  les  3  plus 
■^^  ^^«ssï  que,  lorsque  deux  nombres  ne  dil- 
-•^  ^^  unilfe,  on  uc  penl  diminuer  l'un  cl 

•^^*  I^K  d'une  unité  sans  les    rendre  égaux. 
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Ivec  un  peu  d'habitude  on  Toit  sur  le  champ  eemineiit 
Tune  première  combinaison  on  peut  fiiire  sortir  les  antres. 
Le  trait  qui  Tient  après  r  est  signe  de  soustraction» 


Grands  nombres  80  77=157=a...ç=52...p=/|  6  7=:17 

32 


125=r—  t08=17=:p 

11  y  a  donc  combinaison. 

lOIIZORTALK.  YlaTIGALB. 

8   9  10  II  1/»|_.  _        66  67  69  701^^^        «. 
8   9  10  12  13(^^        66  67  68  7ir^^---^2> 


Grands  nombres  80  76=156=a...f=:53.../i=9  5  Iszi 

32 


124=:r  —    108=16=/! 


B  j  a  donc  combinaison. 

■OSUORTALB. 

TiancÀLB. 

8    9  tO  11  13^ 

66  68  69  70] 

8    9  10  12  14S76  80 

66  67  69  71 

Us  7... 

(8) 

8    9  11  12  13) 

6B67  68  72J 

p=:A5  6=l5 

rrands  nombres  80  75 — 155— m.. .^ — 51... 

32 

/=§* 

123: 

=r—   108= 

15=rp 

Il  V  a  donc  combinaison. 

'  i 

m 


CAKRi   DE   9 


MOBUORTAU. 

8    9  10  11  16^ 
8    9  10  12  15 
8    9  10  13  14)75  80 
8    9  11  12  14 
8  10  11  12  13 


uanciLB. 

67  68  69  70 

66  68  69  71 

66  67  70  71  }4  5  6. . .  (î 

Ç6  67  69  72 

66  67  68  73, 


Grands  nombres  80  74. 

Comme  p  sera  toujours =4,  5, 6,  il  n'y  aura  plus  «] 
combinaisons  :  car  alors  r — (  t-\-q)  sera  plus  petit  que  p 
et  toutes  les  fois  que  p  sera  constant ,  les  combinaison 
cesseront  pour  les  grands  nombres  chobis ,  à  moins  qu 
le  reste  précédent  n'ait  été  plus  grand  qile  p. 


Grands  nombres  78  77=1 5S=a. .  .q-=6li. . .  p=2  6  7=1 

32  fc=54 


123=r—  108=15=p 
Bt  par  conséquent  combinaison. 


BOUZOHTALI. 

8  9  10  11  16 
8  9  10  12  15 
8-9  10  13  14>77  78 
8  9  11  12  14 
8  10  11  12  13 


TBBTICILE. 

67  68  69  70' 
66  68  69  71 
66  67  70  71^2  6"  7. 
66  07  69  72' 
66  67  68  73 


..  (5 
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On  Toit  ici  qn'ajant  pour  reste  les  mêmes  9  petits 
mbres  pour  75.,  80  que  pour  77,  78,  dontk  somme  est 
même,  les  combinaisons,  sauf  les  2  grands  de  lliori- 
itale  et  les  3  petits  de  la  verticale,  sont  les  mêmes. 


mdsnombres78  7G=:154=a...^=^,.fi=:â5  T^ztH 

32  <=:53 


122=r  —  108=14=p 


Donc  combinaison. 


BOAIZOITTALE.  TBRTICALB. 

S    9  10  12  16\  67  68  69  71 

8    9  10  13  15J  66  68  70  71 

8    9  11  12  15(  66  68  69  72.^  _  _       ^^. 

8    9  11  13  m'^  ^^        66  67  70  72r      ^'"^^^ 

8  10  11  12  \u\  66  67  69  73 

9  10  11  12  13/  66  67  68  74 


-ands nombres  78  75=153 — ff.,.y=56.>.pc=2  5  6=13 

32  1=52 


121=r  —  108=13=p 
Donc  combinaison. 
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TBRTICiLB. 

j^  «  M  n  I6\  67  G8  70  71 

$  «  W  U  ISj  66  69  70  71 

$  »  Il  »  16/  67  68  69  72^ 

$  :»  Il  13  I5L  .«  «6  68  70  72^     ^  .       ^^^ 

$  *eWMP'^  66(J7  71  72/2  5  6...  (8) 

;iL  I»  Il  »  l&l  66  68  69  73 

»  W  II  »  u]  66  67  70  73 

^  W  II  la  14/  66  67  69  74 

I^^MHflW'  j^  Mfttit  constant,  il  n'y  a  plus  de  combinaisons 
yiMT  7$  fKMÎer  nombre. 


C)nM|»«Mdbi«s 77  76=153=:a...^r=56...;r=2  4  7=13 

32  /=52 


121=r  —  108c=13=p 
il  Y  a  combinaison, 

IH4tltt9TALl.  VERTICALE. 

IHil»  nombres  comme       Grands  nombres  comme] 

|i««r  78  75.  pour  78  75^  ). .  .(8) 

Qrânds  nombres  77  76       Petits  nombres  2  4 


Giawls nombres  77  75=:152=a...<7=:57.../:n=2  4  6=12 

32  /=51 


I20=r  —  108=12=p 
Donc  combinai^lli. 


ATEC 
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■maZOHTÀLB. 

. 

TUXICAU. 

8    9  10  14  16\ 

67  69  70  71\ 

8    9  11  13  16 

67  68  70  72\ 

8    9  11  14  15 

66  69  70  721 

8    9  12  13  15 

66  68  71  72f 

8  10  11'  12  16 

75  77 

67  68  69  73\2  4  a . .  (9) 

8  10  11  13  151 

66  68  70  731 

8  10  12  13  14* 

66  67  71  731 

9  10  11  12  15 

66  68  69  74  1 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  74/ 

Grands  nombres  76  75=151: 

=«...f=58...p=2  4  5—11 

1 

32 

<=50 

119 

=:r  —  108=11=/» 

Donc  (XMmbinaison. 

■okizoutalb. 

TKKTICALB. 

8    9  10  15  16v 

68  69  70  71 \ 

8    9  11  14  16 

67  69  70  721 

8    9  12  13  16 

67  68  71  721 

8    9  12  14  15 

66  69  71  721 

8  10  11  13  16 

67  68  70  731 

8  10  11  14  15) 

,75  76 

66  69  70  73)2  4  5...(11) 

8  10  12  13  15[ 

66  68  71  73| 

8  11  12  13  UJ 

66  67  72  73 

9  10  11  12  16^ 

67  68  69  74 

9  10  11  13  15 

66  68  70  74 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  74/ 

.  4flî    DE    9 

^   -ïutsœrt  noii-54*uIenient  pour  le  premier 

■*     Mie^  •**««'  •^'**  ^"*'"*'  !•  *^  ^"**  4"^  "'j  ^  P^"^  ^^ 
.  ^  ^,^  ts  jajk^s  I,  3.  Donc,  si  l'on  ajoute  les 

-.t.'fr  >»vinû^**  «  l'^n  aura  58  bordures  t-^^]. 

k>tiLES    I    5. 


*.*«>  À-  A,  1%  r,  r,  restent  les  mômes  pour  les 
MiM>  a^i  p  varient. 

.  »«xi*ir>  SU  79=l59=a...9=j2.../7=î  G  7=17 

3a  t=^!i 


125=r-i    IOC=19>/7 
,4. .  •  ^ .::  36 ,  dont  la  moitié  est  1 8.  Ainsi  on  aura 
,  ^,  •nmr  les  trois  polits  de  la  verticale;  les  petits 

'^^J^^,.uir,  0,  10, 11,  12,  13,  l'i,  15,  16,  avecles- 

J^^v  ..  À»*l  «^re  52- 


^*j^.^tvlK. 


.    ,  ^x  II  I5J 
^    ,  Il  12  I3J 


VERTICALB. 

C6  68  69  70] 
9  80         66  67  69  7I>'I  6  8...  (3) 
66  67  68 


-   »^  »iHwbn*s  80  78=l58=rt.,.7=53.../7=3  6  7=16 
^*  3'l  r=53 


V2'\=r—  106=18>p 

V  jjj^h-Ait  *'**"^  ^^*^^  p=l7  par  3  6  8,  et  il  y  aura  coni- 
^>L«ju^^:  il  rfslc  les  mômes  petits  nombres. 
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mvmammjM» 

7    9  10  11  16 
7    9  10  12  15{ 
7    9  10  13  14^78  80 
7    9  11  12  14 
7  10  11  12  13 


vnwnuu. 

67  68  69  70 

66  68  69  71 

66  67  70  71  ^3  6  8. . .  (5) 

66  67  69  72 

66  67  68  73. 


Grands  nombres  80  76=r156=a...f=::^...;>=3  4  7=14 

34 


122 =r—  106=16  >p 

Donc  p  doit  être  15,  qui  pent  se  foire  {mit  3  4  8:  il  y  a 
donc  combinaison  ;  l'oil  a  tonjoufs  les  mémos  petits 
■onbies. 

TBKTtCAU. 

67  68  70  71 

66  69  70  71 

67  68  69  72| 
66  68  70  721 
66  67  71  72r'*^"^P) 

66  68  69  73^ 
66  67  70  73 
66  67  68  75i 


1 

lOKIXOllUU. 

7 

9  10  13  16 

7 

9  10  14  15 

7 

9  11 

12  16 

7 

9  11 

13  15 

7 

9  12  13  14 

7  10  11 

12  15 

7  10  11 

13  14 

9  10  11 

12  13 

76  80 


Grands  nombres  80  75=155=a...9=56...p=3  4  6=13 

34  t=50 


121 =r—  106=15>p 


CIIBB   DE    9 

y    ,  fi»  or  on  ne  peut  foire  l^i  avec  les  restons 

.  <  ^t%  Donc  point  de  combinaisons. 
A.  ^  ■  *^  * 


il 


-»twî>  vtiHKibres  80  7a=15a=a...ç=57.../?=3  4  G=13 

34  f=50 


120  =  r—  i07=n=p 


IKnio  combinaison. 

HOaiZOlTTALE. 

7  9  10  15  16' 
7  9  11  14  16 
7  9  12  13  16 
7  9  12  14  151 
7  10  11  13  le' 
7  10  11  14  15| 
7  10  12  13  15' 
7  11  12  13  14 
9  10  11  12  15 
9  10  II  13  Vii 

Coininc  p  serait  constant,  il  n  y  aura  plus  de  combinai- 
sons pour  le  ([rand  nombre  80. 


J4  80 


TERTICÀLE. 

68  69  70  71 
67  69  70  72 
67  68  71  721 

66  69  71  72 

67  68  70  73 
66  69  70  73 
66  68  71  73| 
66  07  72  73' 
66  68  69  75 
66  67  70  75 


)3  4  6...(10) 


(■rands  nombres  79  78=l57=û..,</=54...p=2  6  7=15 

34  i=52 


123  =  r—  106=l7>p 

Donr  /;  diiil  «Mro  16,  qu'on  peut  faire  par  2, 6,  8;  il  reste 
Ici  HH^ines  petits  nombres. 
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HOIIZOHTAU. 


TXKTICiU. 


7    9  10  12  16] 
7    9  10  13  I5I 
7    9  1 1  12  15 >78  79 
7    9  11  13  141 
7  10  11  12  14 


67  68  69  71 

66  68  70  71 

66  68  69  72)2  6  8...  (5) 

66  67  70  72' 

66  67  69  73: 


.     ^ 


Grands  nombres  79  76=:155c=a«.«^f=^;V*;i=â  4  7£=13 

34  t 


12l  =  r—  106=15>p 
Honc  p  doit  être  14,  qu'on  peut  Mre  par  2,  4, 8,  et  il 
reste  les  mêmes  petits  nombres. 


HOMZ05T1LI. 

TIXTIUU. 

7  9  10  14  16\ 

67  69  70  71 

7  9  11  13  16 

67  68  70  72 

7  9  11  14  15/ 

66  69  70  72 

7  9  12  13  15f_.  „ 
7  10  11  12  16/ 

66  68  71  72 

67  68  69  73 

7  10  11  13  15i 

86  68  70  73 

7  10  12  13  14] 

66  67  71  78 

9  10  11  12  14/ 

66  67  69  75 

^248...  (8) 


Grands  nombres  79  75=:154=:0...^r=57...pr=2  4  6=12 

34  t=!i9 


120=r  —  106=14>p 
n  faudrait  que  p  fiit=1 3,  ce  qui  ne  se  peut  :  ainsi  point 
de  combinaison. 


Tom.  I. 
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Grands  nombres  79  7^1=1 53=fl...f=58...p=±2  ft  6= 

34  t=H9 


ll9=r—  107  =  12=: 


Donc  combinaisons. 


P 


nORIZONTALl*  TBRTICALB* 

7  9  11  15  16\  68  69  70  72' 

7  9  12  14  161  67  69  71  72 

7  9  13  14  15]  66  70  71  72 

7  10  11  14  161  67  69  70  731 

7  10  12  13  loL  _.    67  68  71  73; 

7  10  12  14  ISr^  66  69  71  73,^^  *  ^  "^ 

7  11  12  13  151    *   66  68  72  731 

9  10  11  12  161  67  68  69  75 

9  10  11  13  15  1  66  68  70  75 

9  10  12  13  14/  66  67  71  75 

p  devenant  constant ,  il  n'y  a  plus  de  combinaisons  pc 
79  grand  nombre. 


Grands  nombres  78  76=1  54=/ï  . . .  q=^7* . .  ^>=2  3  7= 

34  f=49 


120=r  —  106=l4>p 
•  Donc  p  serait  =  13,  qu'on  peut  faire  par  2,  3,  8. 

nORIZOHTALE.  VERTICALE. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  comme] 

pour  80  74  pour  80  74  )...(! 

Grands  nombres  78  7(î      Petits  nombres  2  3  8 


AVEC    BORDURE. 


m 


Grands  nombres  78  75=153=a...qf=58...;>=2  3  6=11 

3/i  £=48 


119=r  —  106  =  13>p 

11  faudrait  p=12;  or  on  ne  pent&ire  12  avec  2,  3,  6, 
8  ;  9,  etc.  :  donc  point  de  combinaison. 


Grands  nombres  78  7/1=1 52=a... 7=59... p=2  3  6=1 1 

34  t=48 


118=r—  107=11  =p 

Ici,  qooiqoep  soit  constant;  comme  dans  la  supposition 
78 ,  75  y  le  reste  était  plus  grand  que  p,  rien  ne  s'opposait 
à  ce  que  p  devint  égal  au  reste  par  tine  autre  supposition; 
mais  après  celle-ci  il  serait  plus  grand  que  le  reste ,  et  il 
n'y  aura  plus  de  combinaison  pou»  78  grand  nombre. 


HOElZOïrrALB. 

7  9  12  15  16^ 

7  9  13  n  1G 

7  10  11  15  1G 

7  10   12  14  1G| 

7  10  13  14  15 

7  11  12  13  1G>78  74 

7  11  12  14  15[ 

9  10  11  13  IgI 

9  10  11  14  15 

9  10  12  13  15 

9  11  12  13  14 


VERTICALE. 

68  69  71  72^ 

67  70  71  72 

68  69  70  73 
67  69  71  73i 

66  70  71  7Î 

67  68  72  73>2  3  6... (11) 

66  69  72  7: 

67  68  70  75^ 
66  69  70  75 
66  68  71  75 
66  67  72  75/ 


^y 


-I  I 


Mli^P^-dM 


132 


OARRi    DE    9 


Grands  nombres  76  75=151  =tf...flr=60...p=2  3  4=0 

34  r=46 


Il  faudrait  qne  p  fût  : 
point  de  combinaison. 


1I7=r   —   106=n>p 

1 0  ;  or  on  ne  peut  le  former  :  donc 


Grands  nombres  76  74=150=tf  ...f=6I.../7=2  3  4=9 

34  f=46 


HORIZOIITALB. 

7  9  14  15  16^ 

7  10  13  15  16 
7  11   12  15  16 

7  11  13  14  16i 

7  12  13  14  I5I 

9  10  H  15  16>76  74 

9  10  12  14  16| 

9  10  13  14  15| 

9  11  12  13  16 

9  11  12  14  15 

10  11   12  13  15/ 


116=r  —   i07=i9=p 

TERTICÂLE» 

69  70  71  72 
68  70  71  73 
68  69  72  73, 

67  70  72  73 

66  71  72  73I 

68  69  70  75)2  3  4... (Il) 

67  69  71  75| 

66  70  71  75 

67  68  72  75' 
66  69  72  75 
66  68  73  75 


Pour  tous  nombres  après  76,  74,  comme  p  sera  non- 
seulement  constant ,  mais  composé  des  3  plus  petits  nombres 
2,  3,  4,  après  ceux  des  angles ,  il  ne  peut  plus  j  avoir  de 
combinaisons;  et  les  angles  1 ,  5,  auront  donné,  en  tout, 
81  bordures [81  ] 


ATEG    BORDURE. 


133 


ANGLES    1    7. 


^=213 v=293 r=a—36 £=35  +  p 

rands nombres 80  79=l59=a...^r=54..»p=4  5  6=15 

36  <z=50 


123=^r  —  l(Ml  =  19>p 

p  doit  donc£tre=17,  qu'on  peut  faire  par  4, 5,  8,  et  il 
^ie  les  petiU nombres  6, 9,  10, 11,  12, 13,  14,  15, 16. 


HORIXOKTALE. 
G      9    10   13    16' 

0  9  10  14  15 

G  9  11  12  16| 

G  9  11  13  15>80  79 

6  9  12  13  Ul 

G  10  II  12  15 

G  10  11  13  11 


VERTICALE. 

67  68  70  71 

66  69  70  71 

67  68  69  721 
66  68  70  72>a  5  8...  (7) 
66  67  71  72f 
66  68  69  73 
66  67  70  73i 


rands  nombres  80  78=l58=â...^r=55.../;=3  5  6=14 

3G     ^=49 


122=r  —  104  =  18>p 
Donc  p  doit  être =16,  que  Ton  peut  obtenir  par  3,  5,  8. 


132 

Graii<l- 


II' 
puiii» 

Cl. 


r::-  AIL. 

-'.-•  70  71  \ 

-  fS  70  11 

•  i\0  70  72 

•:  «kS  71  72 

•:7  TiS  (iî)  7:\ 

(ii;  os  70  7:\ 

i]{\  07  71  7:{ 

00  r»7  os  70; 


:{  5  s. . .  (S) 


/ 


SO  77 


"/ 


;J0  /='lS 

121  =:r  —    IO'l  =  l7>/> 
15.  qiuî  Von  <il)liriit  par  3,  'I,  S. 

VERTir.  VLK. 

OS  00  70  71^ 

07  00  70  72 

07  OS  71  72 

00  00  71  72 1 

07  OS  70  7:{;:{  'i  s. . .  (îi) 

i\ù  00  70  7:\\ 

oiî  os  71  7;{ 

r.o  07  72  7:\ 

r,0  07  Oî)  70 


,-^  SO  7ri=l.">0  ....  /y =57...  /?r=iîJ  'I  5iz=l2 


i-joii./  —  loi     !<;>  12 


AVEC   BOIPVKB.  18B 


U  iandrait  donc  que  p=:14;  or  on  ne  peut  Gûte  14 
avec  3,  4 ,  5,  8,  9,  etc. 


Grands  nombres  80  74=154  . . .  f =59.../>=3  4  5=12 

36         1=47 


1l8=r—  106ss129sp 

HOUZOSTALB.  TUTICiU. 

6    9  13  15  16\  68  70  71  72' 

6  10  12  15  16  I  68  69  71  78 

6  10  13  14  161  67  70  71  7Sj 

6  11  12  14  lef  67  69  72  7! 

6  11  13  14  «W  74        66  70  72  73;3  4  5...  (9) 
9  10  11  13  16(  67  68  70  7( 

9  10  11  14  151  66  69  70  76| 

9  10  12  13  15  I  66  68  71  76 

9  11  12  la  14/  66  67  72  76^ 

Comme  p  est  constant,  composé  des  plos  petits  nombres, 
il  n'y  a  ^os  de  combinaisons  pour  80. 


Grands  nombres  79  78=157=0.. . 9=56.. .p=2  56=13 

36  t=sH8 


■*        •• 


121  =r—  104  =  l7>p 
p  doit  donc  être  1 5 ,  qu'on  peut  Cèdre  par  2 ,  5,8. 

hobizoutâli.  tiiticaus. 

Petits  nombres  comme  Grands  nombres  comme^ 

pour  80  77  pour  80  77                >...(9) 

Grands  nombres  79  78  Petits  nombres  2  5  8) 


f96  CAKKi  DE  9 

Grands  nombres  79  77=156=^i...y=57...^=2/l  C= 

36  t=V7 


120=r—  104  =  te  >  12 
Donc  p  doit  étre^lA,  qu'on  peut  &ire  avec  2,4,8. 

HOUSOHTAU.  TBKTIGiLB. 

6     9  11  15  16\  .           68  69  70  72\ 

6    9  12  14  161  67  69  71  72 

6    9  13  14  151  66  70  71  72 

6  10  11  14  16f  67  69  70  73| 
6  10  12  1S  16>79  77     '  67  68  71  73 >2  4  8...  ( 

6  10  12  14  15l  66  69  71  73[ 

6  11  12  13  15t  66  68  72  73 

9  10  11  12  15)  66  68  69  76 

9  10  11  1S  14/  66  67  70  7( 


Grands  nombres  79  76=155=^1. ..  ^r=58. . .  p—^  4  5 

36  fc=46 


119  =  r—   104  =  15>p 
Donc  p  doit  étre=:1 3 ,  qu'on  ne  peut  (aire  avec  2,4,5,8,  < 


Grands  nombres  79  74=153.. .f=60...p=:24  5= 

36      r=46 


117=  r— 106=11=/» 
Donc  il  y  a  combinaison. 


ATBC 

BOXDniE.                        137 

■OBUOniALE. 

TIBTIULI. 

G    9  14  t5  I6\ 

69  70  71  72\ 

6  10  13  13  16 

68  70  71  731 

6  11  12  15  161 

68  69  72  73  J 

6  11  13  M  16 

67  70  72  73/ 

6  12  13  U  151 
9  10  11  19  16/ 

79  73 

r»;^?:--™ 

9  10  12  13  lel 

67  68  71  761 

9  10  12  13  15] 

66  69  71  761 

9  11   12  13  15 

66  68  72  76] 

10  11  12  13  19/ 

06  67  73  76' 

Comme  p  comprend  les  3  plus  peliu,  après  1 , 3,  il  a'7 

a  plos  de  combinaisons  ponr  79. 

Grands  nombres  7£ 

77= 

55=:a. . .  7=58. .  .p=2  3  6=1 1 
S6           <=46 

'il9  =  r—   103=15>11 

Donc  p=13,  qu'on  peot 

foire  par  2,  3,8. 

VBETICltl. 

6    9  12  15  16\ 

68  69  71  72 

6    9  13  13  16 

67  70  71  72 

6   10  11  15  16; 

08  69  70  73 

C  10  12  13  IG 

67  C9  71  73I 

G  10  13  13  I5I 
C  11   12  13  161 

78  77 

66  70  71  73L 

67  08  72  73f"^  ■•''"' 

6  H   12  13  15 

66  69  72  73I 

9  10  11  12  16 

67  68  69  761 

9  10  II  13  15 

66  68  70  76)  ' 

9  10  12  13  13, 

66  67  71  76/ 

1 

1S8  CAl&É   DB   9 

Grands  nombres  78  76=:154«..<7=59«../7=235=:10. 

36     r=il5 


118=iw1(Ml=14>10. 
Donc  p  doit  ètre=12,qu'on  ne  peut  Usure  avec  2, 3,5,  S^etc. 


Grands  nomly^  78  74==1 52==u. . .  {f=61  •  •  •  p=:2  3  5=1 0 

36  £=d 


1l6=r  —  106=10=^ 

HOIIZOXTALI»  YIETICÀLI. 

6  10  14  15  16i  69  70  71  73^ 

6  11  13  15  16\  '  68  70  72  73 

6  12  13  l/ï  16]  67  71  72  73 

9  10  11  15  16f  68  69  70  76| 

9  10  12  U  16)78  74        67  69  71  76  >2  3  5...  (9) 

9  10  13  14  151  66  70  71  76f 

9  11  12  13  161  67  68  72  76 

9  11  12  14  15]  66  69  72  76 

10  11  12  13  15/  .       66  68  73  76 

Gomme  p  est  composé  des  trois  plus  petits,  il  n^y  a  phis 

de  combinais^  pour  78. 


Grands  nombres  77  76=153=ii. . .  f=60. . .  p=2  3  4=9 

36  t=A% 


U7=r  —  iOi  =  n>p 
Donc  p  doit  être  =  11,  qu^on  ne  peut  Êiîre  ayec  2 , 
l     3,  4, 8,  etc. 


AVEC    BOKDUHE.  139 


Gnndsnombres  77  7H=si5i=a. . .  9=G2. . .  p=â  3  4=9 

36  (=Ï4 


115=r—    Î06=:9=/» 

HOEIZOHTÀLB.  YBRTICALS. 

G  11  14  15  16\  69  70  72  73 

6  12  13  15  16)  68  71  72  73 

9  10  12  15  161  68  69  71  76, 

9  10  13  14  16r  67  70  71  76l 

9  11  12  14  16r  ^  '  67  69  72  76r  "^  ^"  ^^^ 

9  11  13  14  151  66  70  72  76 

10  11  12  13  16 1  67  68  73  76 

10  11  12  14  15/  66  69  73  76' 


Comme  p  est  constant,  cl  qu'il  est  parvenu  aux  trois 
plus  petits  nombres  entre  les  angles,  il  n'j  a  plus  de 
combinaison  pour  les  angles  1  ,  7  ;  et ,  réunissant  les 
nombres  qui  sont  entre  parenthèses ,  on  aura  88  bor- 
dures ,  ci [88] 

ANGLES    1     9. 

^=215. . .  v=295. . .  r=a— 38. . .  f=;33  +  p 

Grands  nombres  80  79=;1 59=a. .  •  7=56. . .  p=5l  5  6=1 5 

38  £=48 


121  =r—  104  =  17>;; 

Donc  p  doit  ôtrc=lG,  qu'on  peut  avoir  par  4 ,  5,  7j  il 
reste  G,  8,  10,11,12,13,  14,  15,  16. 


wnTiuu. 

«S  69  70  721 

C  60  7t  721 

«6  70  71  72I 
67  68  70  7«[ 
t  66  69  70  7j\j  5  7. . 
66  68  71  74/ 
66  67  72  7»! 
66  68  69  761 
60  67  70  76/ 


,j»78=15»=o.. 


9=57.. .p±=3  5  G 
38  (=«7 

I20=r—  10JI  =  t6>IJ 
^^0  ttn=t5,  qn'OD  peut  fiiire  par  3,  S>, 

TBKTICILE. 

68  69  71  72i 
67  70  71  721 
67  69  70  ; 
67  68  71  ; 
66  69  7t  7«V 

66  68  72  Til 

67  68  69  761 
66  68  70  70  I 
06  07  7r  ; 
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Grands Bombres  80  nz=i\^l=a...(p=SS...jK=â  4  (b=:13 

38  £=46 


119=r  —  104=15>13 
Donc  p  serait=;  14,  qu'on  peut  avoir  par  3,  4,  7. 

HORIZOHTILE*  TBRTICiXE. 

6    8  13  15  16\  68  70  71  72' 

6  10  11  15  16]  68  69  70  74 

6  10  12  14  lo]  67  69  71  74 

5  10  13  14  151  66  70  71  74J 

^  "  ^^  ^^  nm  77  ^^  ^^  ^  ^^>3  ^  7...(10) 

6  11  12  14  15/^"  ^^  66  69  72  74!  ^    ^ 

8  10  11  13  161  67  68  70  761 

8  10  11  14  151  66  69  70  76 

8  10  12  13  15  I  66  68  71  76 

8  11  12  13  14/  66  67  72  76. 


Grands  nombres  80  76=156. . .  </=59. . .  p=3  4  5=12 

38       f=45 


118=r— 104=3l4>12 

D  fandrait  que  p=:13 ,  qu'on  ne  peut  faire  ayec  3,4, 
5 ,  7,  8j  etc. 


Grands  nombres  8Q  75=155. . .  </=60. . .  p=3  4  5=12 

38       £=45 


1I7=r— 105=12=p 


m 


CAkIÉ  DB  9 


■OUSORTAU. 

6  10  ii  19  16^ 
6  11  12  15  16 
6  1t  13  14  16 
6  12  13  14  15 
8  10  11  15  16< 
8  10  12  U  16| 
8  10  13  14  15] 
8  11  12  13  16 
8  11  12  14  15 
10  11  12  13  14^ 


80  75 


TBKTICiXB. 

68  70  71  74^ 
68  69  72  74 

67  70  72  74 

66  71  72  74| 

68  69  70  761 

67  69  71  76| 

66  70  71  761 

67  68  72  76 
66  69  72  76 
66  67  74  76. 


3  4  5... (10) 


Gomme  p  est  composé  des  trois  pios  petits,  il  n'y  a 
pins  de  combinaisons  pour  80. 


Grands  nombres  79  78=sl57=3a.>.f=:58.../x=i2  5  6=13 

38  (s'kG 


119=r  —  104=15>p 
Donc  p  doit  être  égal  à  1 4 ,  qu'on  peut  faire  par  2, 5,  7. 


BORIZOHTÀLE. 


Les  mêmes  petits 
nombres  que  pour 
80  77 
Grands  nombres  79  78 


TBKTICALB. 


Les  mêmes    grands^ 


nombres  que  pour/         ..^ 
80  77  Ï----K    ) 

Petits  nombses  2  5  7. 


l 


AYBG 
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eiandf  nombres  79  77=156ES8...f=s99...  pssU  4  6e=12 

m 

88          t=345 

118=  r—  104=:14 

Donc  p  doit  être 

!=5l3 

,  qa'on  peut  &ire  par  2, 4,7. 

HOUZOKTAU» 

TMTIGAU. 

6    8  U  15  16\ 

69  79  71  72\ 

6  10  12  1$  161 

68  69  71  74J 

6  10  13  14  161 

67  70  71  74/ 

6  11  12  14  161 

67  69  72  741 

6  11  13  14  15) 

79  77 

66  70  72  74)2  4  7...  (9) 

8  10  11  14  16 

67  69  70  761 

8  10  12  13  16 

67  68  71  761 

8  10  12  14  15 

66  69  71  761 

8  11  12  11  15/ 

66  68  72  76/ 

Grands  nombres  79  76=155=a...9=:60...p=2  4  5=1 1 

38  t=àtk 


117=r  — 104=13>/i 

Donc  p  serait =12,  qa'on  ne  peut  (aire  par  2, 4,5, 7,  etc. 

U  &nt  remarquer  que  les  mêmes  petits  nombres  sub- 
sbtent  depuis  la  première  supposition  des  grands  nombres 
de  rhorizontale*  En  conséquence,  toutes  les  fob  que,  pour 
des  an^s  déterminés,  il  se  fait  une  supposition  de  grands 
nombres  parmi  les  complémens  desquels  se  trouverait  l'un 
de  ces  petits  nombres ,  il  n'y  aura  pas  de  combinaison. 
Ainsi,  les  petits  nombres,  après  la  supposition  80,  79, 
étant  6,  8,  fO,  U,;  12, 13, 14,  15,16,  comme  ici  l'on 


** 


Itt  CAmftÉ  DE    9 

8iq>pose  76  pour  grand  nombre,  et  que  son  complén 
6  fait  partie  des  petits  nombres  constans  pour  les  an 
1,9,  il  est  inutile  de  cbercher  s'il  y  aura  combinai: 
puisqu'elle  ne  peut  avoir  lieu.  En  conséquence  l'on  : 
primera  cette  recherche. 


Grands  nombres  79  75=154=a...9=61.../9=2  4  5= 

38  £=ii4 


116=r—  105=11=p 

HOaiZOHTALl.  YIETICALl.      . 

6  10  n  15  16\  69  70  71  74 

6  11  13  15  16]  68  70  72  74 

6  12  13  14  161  67  71  72  74 

8  10  12  15  16Lo  HK  68  69  71  76L  .  ^ 

8  10  13  14  16^^^  67  70  71  76^^^^'  • 

8  11  12  14  161  67  69  72  76 

8  11  13  14  15]  66  70  72  76 

10  11  12  13  15/  66  68  74  76 

Comme  2  4  5  sont  les  3  plus  petits,  il  n'j  a  plus 
combinaison  pour  79. 


Grands  nombres  78  77=1 55=a... 9=60...  p=£t  3  6: 

38  f=44 


117=r— 104=13>p 
p  sera  donc=12,  qu'on  obtient  par  3,  3,  7. 


ATBO  lOKDDtB. 


1«9 


TiancAu. 


lils  nombres  oomme      Grands  iioniIn«sooniiM) 
pour  80  75  poar8075  l-^iO) 

inds  nominres  78  77      Petits  nombres  2  3  7) 


inihnninbws  78  75=st5S=a...9e=s82...jRaâl  S  flssIO 

38 


■•mravAu. 

I  11  1«  15  16^ 
12  19  15  16 

10  13  15  16| 

11  12  15  lel 

11  13  14  16| 

12  13  14  isl 
11  12  13  16 
11  12  14  15 


78  75 


ItSesr  —  105=:10asp 

mncALB. 

œ  70  72  74' 
68  71  72  74 

68  70  71  76j 
68  69  72  76l 
67  70  72  76r  *'•••  ® 

66  71  72  76^ 

67  68  74  76 
66  69  74  76. 


I  ny  a  plus  de  combinaison  poor  78,  parce  que  2, 3, 5, 
t  les  3  phis  petits. 


nds  nombres 77  75:=:152=(i...^s:63.../k::^3 

38 


114=ïr  —  105=9=/» 


(.  I. 


10 


AYBG 

BOIBOKB.                                147 

GrandsiiombresSO  78=158...  f—50...p=3 5 &=14      ] 

40         (=45 

118=rr  —  104  =  14=/» 

■OBIZONTALB. 

TIKTICAU. 

7    8  13  15  16\ 

68  70  72  73\ 

7    9  12  15  16 

68  69  72  741 

7    9  13  U  16 

67  70  72  74 

7  10  12  n  16 

67  69  73  74 

7  10  13  14  15 

8  9  12  14  16( 

80  78 

66  70  73  74!     ^  ,      ^ 

67  69  72  75r  ^  *•  '<^^ 

8    9  13  14  151 

66  70  72  751 

8  10  12  13  16 

67  68  73  75l 

8  10  12  14  15 

66  69  73  75/ 

9  10  12  13  15/ 

66  68  74  75/ 

Grands  nombres  80  77=1 

I57=a...flp=60...p=3  4  6=13 

40           <— 44 

117=r  —  104=13=p 

HOKBOIITIU. 

TSKTICAU. 

7    8  14  15  16\ 

69  70  72  73. 

7    9  13  15  16 

68  70  72  741 

7  10  12  15  16 

68  69  73  74 J 

7  10  13  14  16 

67  70  73  741 

8    9  12  15  16 
8    9  13  14  16 

80  77 

68  69  72  75(     ^  ^     ,.^^ 

û-T  -A  -«  -nc)3  4  6...(10) 
67  70  72  75/              *■    ' 

8  10  12  14  16 

67  69  73  75 

8  10  13  14  15 

66  70  73  75 

9  10  12  13  16 

67  68  74  75/ 

9  10  12  14  15/ 

66  69  74  75/ 

• 

1 

148 
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Grands  nombres  80  7C= 


•• 


40 


.q=d5t.,,pss!i  tt  Sis 


■OKUOinriu. 
7    9  14  15  16^ 
7  10  13  15  16 

7  12  13  14  15| 

8  9  13  15  lel 
8  10  12  15  161 

8  10  13  14  16* 

9  10  12  14  16 
9  10  13  14  15i 


80  76 


116=:r  —  104=12:=p 

Tiniciu. 
69  70  72  74' 
€8  70  73  74 

66  72  73  74; 
68  70  72  751 
68  69  73  751 

67  70  73  75 
67  69  74  75 
66  70  74  75i 


3  4  5... 


Gomme  p  est  composé  des  3  plus  petits,  il  n'j  aplus 
combinaisons  pour  80. 


Grands  nombres  79  78=157  . .  .  q=d60...p=â  5  6= 

40         ot4 


117=r -- 104=s13=p 

HOMIOXTAU»  TIHTICALB. 

Gomme  pour  80  77  en      Comme  pour  80  77  en] 

petits  nombres.  grands  nombres.      >•  •  •  ( 

Grands  nombres  79  78      Petits  nombres  2  5  6 


Grands  nombres  79  77=:156  . . .  7=6!  ...p=3t  4 

40         (=43 


116=r  — 104=:12=p 


ÀTEG    BOftDU&B.  1U 

lOmUOUTALl.  yiETIGALB* 

Voarles  petits  nombres        Gommeponr  80  76  en 

comme  80  76  grands  nombres 

€fands  nombres  79  77        Petits  nombres  2  A 


Grands  nombres  79  76=:155=:a...ip=62,..fy=2  4  5=11 


115=r  —  104=11=p 

■OaiZOKTlI.1.  TERTICALB. 

7  10  14  15  16\  69  70  73  74^ 

7  12  13  «•IbJ  67  72  73  74 

8  9  14  15  16f  69  70  72  75l 
8  fO  13  15  16)79  76        68  70  73  75>2  4  5...<7) 

8  12  13  14  151  66  72  73  75[ 

9  10  12  15  16]  68  69  74  75 
9  10  13  14  16/  67  70  74  75) 

p  contenant  les  3  plus  petits ,  il  n^j  a  plus  de  combinai- 
son pour  79, 


Grands  nombres  78  77=l55=::a...f =62...p=2  3  6=1 1 

40  i=li2 

115=;r  —  ml=zU=p 

lOmuORTAU.  yUlTICÀLI. 

Petits  nombres  comme         Les  grands  nombres^ 

pour  79  76  comme  pour  79  76  >. ...  (7) 

Gnmds  nombres  78  77  Petits  nombres  2  3  6 1 
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Lorsque,  pour  les  mêmes  angles,  la  somme  des  deux 
grands  nombres  est  égale  à  une  .première  somme  de  deus 
antres  grands  nombres,  on  a  aussi  r  égal  ainsi  que  q.  Si, 
de  plus,  p  est  égal,  les  combinaisons  sont  les  mêmes ,  à 
l'exception  des  grands  nombres  en  horîxontale  et  des  petits 
en  verticale. 


Grands  nombres  78  76=:15/ll  .  .  .  q=6^...p=^  3  5=10 

HO  f=41 


lia=:r  —  104  =  10=/! 

nORIZOlITlLI*  TSaTICiLE. 

7  12  13  15  I6\  68  72  73  7f> 

8  10  U  15  leJ        69  70  73  75 

8  12  13  U  16)78  76    67  72  73  75^2  S  5...  (5) 

9  10  13  15  161       68  70  74  75 
9  12  13  14  15/       66  72  74  75, 

Gomme  p  contient  les  trois  phis  petits  nombres ,  il  n'j  a 
plus  de  combinaison  pour  78. 

Il  j  a  cette  différence  entre  les  plus  petits  relatifi  et  les 
trob  plus  petits  absolus  ,pour  des  angles  déterminés,  qu'on 
entend  par  les  derniers  les  plus  petità  nombres,  à  Pexcep- 
tion  des  angles  ^  et  par  relatif  les  plus  petits ,  à  l'exception 
des  angles ,  et  du  complément  du  plus  grand  nombre  de 
lliorizontale.  Lorsqu'ib  sont  absolus,  alors  il  faut  changer 
les  angles;  s'ils  sont  relatifs,  on  change  le  plus  grand  des 
nombres  de  l'horizontale*  G'est  ce  qui  a  été  ftit  et  se  fera 
par  la  suite. 


AY«C   BORDURE.  151 

•ands nombres  77  7&=:153  •  •  .  •  g=&i..,p=ll  3  4=9 

40  t=AO 


113=r—   104=9=;? 

HOUZOKTALE.  YIRTIGlLB. 

7  12  14  13  16\  69  72  73  74 

S  12  13  15  161  68  72  73  75i 

»  10  14  15  16>77  76        69  70  74  75V2  3  4...  (5) 

9  12  13  14  16\  67  72  74  75' 

0  12  13  14  15/  66  73  74  75^ 

Comme  on  est  arrivé  à  la  Talenr  de  p,  contenant  les 

is  petits  absolus  y  il  n'j  a  pins  de  combinaisons  pour  les 

igles  1 ,  11  y  et  l'on  aura  81  bordures [81  ] 


Si  Ton  supposait  1 ,  13  ou  1,15  aux  angles,  ilB'yaundt 
s  de  combinaison.  Par  exemfde,  soient  1 ,  13  :  on  aura 

=219 v=:299 r=a— 42 1=29  +  p. 

ûntenant pour 80 79=1 59=a...  ^=60...  p=4  5  6=15 

42  £=44 


117=r  —    104=13<p 
£(  ainsi  des  autres,  comme  on  peut  s'en  couTaincre. 

ANGLES  2   4. 

^=211  ....  i;=289. . . .  r=a— 34 ....  £=39  +  p 

ands  nombres  81  79=:160b=a...^=:51.«.p=5  6  7:=18 

34 


126=r  —    108=18=p 
Petits  nombres  rcstans  8  9  10  11  12  13  14  15  1G 


MB  CABBt   »K   9 


8  9I0IIU~SI79       66  67  68  70— 5  6  7...  (1) 


CiMJiBwlim  81  77— 158=a...  q=Si..,p=i  6  7—16 

124: 

■mmrAu. 

8    9  10  11  15) 

8   9  10  12  14>81  77 

8    9  11  12  IS) 

=  r—  108=t6=p 

TBKTICAI.B. 

66  68  69  70) 

66  67  69  7li3  6  7...(S) 

66  67  68  72) 

€maâ»  nombret  81  76=sl57: 

34 

30...  ^=54. .  .fi^:3  5  7s=15 
fe=54 

1^ 

■OUMUTALB. 

8    9  10  11  16\ 
8    9  10  12  15/ 
8    9  10  13  14[81  76 
8   9  11  12  m 
8  10  11  12  13/ 

sr—  108=15=^ 

TBanuu. 

67  68  69  70\ 

66  68  69  71 1 

66  67  70  7l[3  5  7...(5) 

66  67  69  721 

66  67  68  73/ 

• 

finnds  nombres  81  75=156=0...  4r^i5...p=s3  5  6es14 

34          (=53 

t22  =  r—  108=14=^ 

ATBG 

BO&OOKB.                             159 

■ouzonJiUi. 

TUTICIU. 

8    9  10  12  16\ 

67  68  69  71\ 

8    9  10  13  151 

66  68  70  71 J 

8    9  11  12  15L.  .- 
8    9  11  13  Ui 

66  68  69  72(-  _  -      „ 
66  67  70  72  r'*®—^*^ 

8  10  11  12  14] 

66  67  69  73] 

9  10  11  12  13/ 

66  67  68  74' 

fimids  nombres  79  77=1 

156. 

.. f =55... jpsïl  6  7=14 

34 

r=53 

«Il       I  =  90 

122=r— 108— 14— p 

■o&uoirrALi. 

TBaTICÀlB. 

Petits  nombres  comme      &ands  nombres  conmie)              | 

81  75 

81  75                        >...(6) 

Grands  nooAres  79  77      Petits  nombres  1  6  7  J 

Grands  nombres  79  76 — i55=a...q — ^56.. .p — 1.57=13 

34           f=52 

12l  =  r  —  108=13=p 

■OUXOaTAU. 

TIKTICILB. 

8    9  10  13  16\ 

67  68  70  71\ 

8    9  10  14  15] 

66  69  70  71  j 

8  9  11  12  lei 

67  68  69  721 

8    9  11  13  151 
8    9  12  13  14( 

„  „        66  68  70  72L 

^  ^*        66  67  71  72r  '  ^'"^^^ 

8  10  11  12  151 

66  68  69  731 

8  10  11  13  14 

66  67  70  73] 

9  10  11  12  14/ 

66  67  69  74/ 

151'  GAlli  DE   9 

Grands  nombres  79  75=154=fl...  ç=±57...^i=:l  5  6=1 

Sft  t  =-51 


120=r  —  108=t2=p 

■OMZOHTALB.  VERTICiLB* 

8    9  10  14  16\  67  69  70  71 

8    9  11  13  16|  67  68  70  72 

8    9  11  14  15  J  66  69  70  72 

8    9  12  13  15P  66  68  71  72| 

8  10  11  12  16>79  75  67  68  69  73)1  5  6... (S 

8  10  11  13  151  66  68  70  73 

8  10  12  13  141  66  67  71  73 

9  10  11  12  15)  66  68  69  74 
9  10  11  13  14/  66  67  70  74, 

Comme  74  a  8  pour  complément ,  il  n'y  a  plus  de  001 
binaison  pour  79* 


Grands  nombres 77  76=:153. ..f =58...  p=1  3  7=1 

34      £=50 


119=/w108=:11=:p 
Donc  combinaison. 


ATBG 

BOiBVKB. 

18» 

■MmiTÀu. 

mncAU. 

8   9  10  15  16\ 

68  69  70  7t\ 

8    9  11  14  16 

67  69  70  72) 

8    9  12  13  16 

67  68  71  72] 

8    9  12  14  15 

66  69  71  721 

8  10  11  13  16 

• 

67  68  70  731 

8  10  11  1»  15>77  76 

66  69  70  73>1 

3  7..  (11) 

8  10  12  13  151 

66  68  71  73 

8  11  12  13  141 

• 

66  67  72  73 

9  10  11  12  16] 

67  68  69  74 

9  10  11  13  15/ 

66  68  70  74 

9  10  12  1)  14/ 

• 

66  67  71  74/ 

:1  3  6=10 

Grands  nombres  77  75=3152. . .  ^i=SQ. . .  j»i3 

34       (=49 

118=r— 108— 10- 

■P 

■OBUOIITAU. 

TIITICAU. 

8    9  11  15  16 

68  69  70  72\ 

8    9  12  14  16 

67  69  71  72I 

8    9  13  14  15 

66  70  71  72I 

8  10  11  14  161 

67  69  70  731 

8  10  12  13  16l 

67  68  71  731 

8  10  12  14  15)77  75 

66  69  71  73)1 

3  6...(11) 

8  11  12  13  15| 

66  68  72  73| 

9  10  11  13  tel 

67  68  70  74! 

9  10  11  14  15l 

66  69  70  741 

9  10  12  13  15) 

66  68  71  74  | 

9  11  12  13  14' 

66  67  72  74 / 

rp 


CAKmÉ  DB  9 

71  a  8  pour  oompléinent,  il  n'y  a  jim  de  oob- 

77. 


B0iiibfe9  76  79s:151=a...^=:60.../>=1  S  5=9 

34  (sis 


lJ7=r  —    108=9s=p 

■MIMRTAU.  TBKTICàU. 

S   9  12  15  16\  68  m  71  72) 

8   9  13  14  16\  67  70  71  72 

8  10  11  15  161  68  69  70  73 

8  10  12  14  161  67  69  71  73 

8  10  13  14  151  66  70  71  78| 

8  11  12  13  lel  „        67  68  72  73\.  ,  ^     ,^^ 

8  11  12  14  15/"*  "        66  69  72  78/        '"•0^ 

9  10  11  14  161  67  69  70  74[ 
9  10  12  13  161  67  68  71  74 
9  10  12  14  15|  66  69  71  74 
9  11  12  13  15/  66  68  72  74 

10  11  12  13  14/  66  67  73  74< 


Comme  1, 3, 5,  sont  les  jUns  petits  abs<diis,  il  n'y  aphis 
4b  combinaison  pour  les  angles  2,  4,  et  fl  rient  pour  ces 
72  combinaisons ; [72] 


ATSC  BOKDOKE.  157 

AN6LBS  2  6. 

ft=:213. . .  v=291. . .  r=sa—3S. . .  t=:p+S7 

Grands  nombres  81  79=160.. ...  ^=53...  p=H  5  7=16 

36  f=53 


124=r  —  106=18>16 
Donc  p  doit  dtre=:17,  qa'on  fiiit  par  4, 5, 8. 
PeUls  lestans  7  9  10  11  12  13  14  15  16 

■OUZOITTIU.  TBKTICAI,!. 

7    9  10  11  16\  67  68  69  70 

7    9  10  12  15)  66  68  69  71 

7    9  10  13  14[81  79  66  67  70  71  }4  5  8. . .  (5) 

7    9  11  12  m  66  67  69  72 

7  10  11  12  13/  66  67  68  73. 


Grands  nombres  81  78=159.  ...f=54...;>=3  57=15 

36        <=52 


123=r— 106  =  17>15 
p  doîtétre=16,  par  3, 5, 8. 

■OaraORTAU.  TUTICILS. 

7    9  10  12  16)  67  68  69  71 

7    9  1A  13  15|  66  68  70  71 

7    9  11  12  15>8I  78  66  68  69  72\3  5  8...  (5) 

7    9  11  13  ml  66  67  70  72( 

7  10  H  12  14)  66  67  69  73' 


GA11<   DB  9 

81  77=:158...ç=55...p=3  4  7=s14 
36 


»^~*i 


12ï=r— I06z=:16>14 
f  étà  4tras=15  par  3,  4,  8. 

■HaMCTAU»  TUflCilb 

7    9  10  1S  t6\  67  68  7e  71 

7    9  10  1«  15  j  66  69  70  71 

7   9  11  12  161  67  68  69  72 

T   9  11  18  «L  66  68  70  72l 

7   9  12  18  «f"  ^        66  67  71  72f  '  '^   •  ^*^ 

7  M  11  12  151  66  68  69  78^ 

7  10  11  18  14)  66  67  70  78 

9  10  11  12  13/  66  67  68  75 

On  ne  peut  prendre  75  pour  grand  nombre  :  car  il  est 
««■iplément  de  7,  nombre  restant 


Otfids nond>res  81  74=155 ....  q=Si8...p=A  4  5^=12 

36  tz=A9 


lî9=r—  107=t2=p 


AVEC 

BOIDUBB.                               159 

■OMxoinrAi.ib 

TiancALi. 

7   9  11  15  16t 

68  69  70  72. 

7    9  12  14  161 

67  69  71  72I 

7    9  13  14  isj 

66  70  71  72J 

7  10  11  14  161 

67  69  70  731 

7  10  12  13  lefg, 

7  10  12  14  15/ 

67  68  71  73\o  .  -     ,,„, 
66  69  71  73  r  *  '*-^*"^ 

7  11  12  13  ISL 

66  68  72  73 

9  10  11  12  161 

67  68  69  75 

9  10  11  13  15/ 

66  68  70  75 

9  10  12  13  14/ 

66  67  71  75/ 

n  n'y  a  plos  de  ixnnbmaisoiis  pour  81. 

Grands  nombres  79  78 — 1 

157 

....  9=356...f=:l  5  7=13 

■ 

36 
121 

f=50 

=r—  106=15>13 

;>d<Mt  être  =  14  par  1 

,5, 

8. 

■OmUOKTlLX. 

VBKTICALI. 

7    9  10  14  16\ 

67  69  70  71 \ 

7    9  11  13  16] 

67  68  70  72] 

7    9  11  14  15J 

66  69  70  72/ 

7    9  12  13  15( 

66  68  71  721 .  _  _        ^ 

7  10  11  12  16r      ' 

67  68  69  73r  ^^•••^^ 

7  10  11  13  151 

66  68  70  731 

7  10  12  13  14] 

66  67  71  73 1 

9  10  11  12  14/ 

66  67  69  75/ 

. 

Mpa 


100  CABIÉ  DB  9 

Grands  nombres  79  77=:156  ....  q=S7...jKsit  i  7s:'. 

36 


iaO=:r  —  106=14>p 
p  sen:=1Spar  1,  4,8. 

aousonAUL  TuncAu. 

7    9  10  15  16\  68  69  70  71 

7    9  11  14  161  67  69  70  72 

7    9  12  13  161  67  68  71  72 

7    9  12  14  131  66  69  71  72| 

7  10  11  18  16Ï-0  -        67  68  70  73l 

7  10  11  14  15?  66  69  70  78/'  '  "-^^ 

7  10  12  13  151  66  68  71  7S| 

7  11  12  13  141  66  67  72  73 

9  10  11  12  151  66  68  69  75 

9  10  11  18  14/  66  67  70  75^ 

n  n*j  a  rien  pour  79,  76  :  car  76  est  complément  de 
àrPangle;  U  n'j  a  pas  davantage  pour  79, 75  :  car  ^5  < 
ccmiplément  da  petit  nombre  restant  7. 


Grands  nombres  79  74 — ^153=». . 

86 

t  •  4/— ^GOee  •  |l— 1^1 

4 

117=:r 

—   107= 

=10= 

'P 

• 

AVEC    BORDURE.  161 

HOIIZOHTALB.  YERTICALI* 

7    9  13  15  16\  68  70  71  72^ 

7  10  12  15  16]  68  69  71  73 

7  10  13  14  16  j  67  70  71  73 

7  11  12  14  161  67  69  72  73 

7  11  13  14  15(  -.        66  70  72  73, 

9  10  11  14  16?  67  69  70  75r  *  ^•••(^") 

9  10  12  13  161  67  68  71  75| 

9  10  12  14  151  66  69  71  75 

9  11  12  13  I5I  66  68  72  75 

10  11  12  13  14/  66  67  73  75, 

Gomme  p  est  le  plus  petit  relatif,  il  n'y  a  plos  de  com- 
binaison pour  79. 


Grands  nombres  78  77  =  155«.  ..^=58.  ..p=:l  3  7= 
11.,./=48...r=119...r— (7+0—119— 106= 
13>  p  :  donc  p  sera=  12,  par  13  8. 

HORIZONTALE.  TBRTICALE. 

7  9  11  15  16\  68  69  70  72^ 

7  9  12  14  161  67  69  71  72 

7  9  13  14  15]  66  70  71  72 

7  10  11  14  161  67  69  70  73i 

7  10  12  13  16(  67  68  71  73l 

7  10  12  14  I5P  '^        66  69  71  73/'  ^  ^'''^^^^ 

7  11  12  13  151  66  68  72  73' 

9  10  11  12  161  67  68  69  75 

9  10  11  13  15  1  66  68  70  75 

9  10  12  13  14/  66  67  71  75 

TOR.    I.  11 
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■O&IZONTALI.  TBBTICÂLB* 

7  10  n  15  16\  69  70  71  78^ 

7  11  13  15  16\  68  70  72  73 

7  12  13  14  lej  67  71  72  73 

9  10  12  15  lof  68  69  71  75| 

9  10  13  14  16)77  74        67  70  71  75>1  3  4,..  (9) 
9  11  12  14  lel  67  69  72  75f 
9  11  13  14  151  66  70  72  75 

10  11  12  13  16/  67  68  73  75 
10  11  12  14  15/  66  69  73  75^ 

Comme  p  est  le  plus  petit  absolu,  il  n'y  a  plus  de 
combinaison  pour  les  angles  2,  6,  qui  donnent  en  tout 
86  bordures [86] 

ANGLES   2   8. 

^=215 r  =  293 r=:a  —  38 i=/i  +  35 

PetiU  nombres  6  9  10  11  12  13  14  15  16 

On  ne  pourra  employer  74  ni  76:  le  premier  parce  q[u'il 
est  complément  de  8;  le  second  parce  qu'il  fiiit  partie  des 
petits  nombres  restans  par  son  complément  6*  Les  petits 
nombres  se  déterminent  par  la  première  supposition  des 
grands  nombres ,  comme  on  va  le  voir. 

Grands  nombres  81  79=  160. . . .  r=r:122.  • . .  f =55. . .  • 

/7=4  5  6=15 r=50 r— (9  +  0=l7>/i: 

donc /?=:  16=4  5  7,  et  il  reste  les  petits  nombres  ci- 
dessus. 


«»c 
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TERTICALE. 

67  69  70  71 
67  68  70  72 

66  69  70  72, 

66  68  71  72l 

67  68  69  73r      ^•••W 

66  68  70  73 
66  67  71  73 
66  67  68  76/ 


v^^iM^  ïotubresSI  78  =  159.. ..r=  121.... 7=:56.. . 
y     .O0=:|/ï. ..  t='4d...  r— (7+0=16>/i:doDC 

t^ailO^fTALE.  VERTICALE. 

^    ^  10  15  I6\  68  69  70  71 

^    9  II  I/K  16  1  67  69  70  72 

«    9  12  13  16]  67  68  71  72i 

c;   ^  12  l'i  I5f  66  69  71  72( 

i\\}ï\   13  16)81  78        67  68  70  73)3  57...  (9) 

«  10  II  M  151  66  69  70  73| 

^  lil  12  13  151  66  68  71  73^ 

^  Il  12  13  u|  66  67  72  73 

^  10  II  12  1^/  66  67  69  76 


.  •  •  • 


^.tttJ«  nombres  81  77=  158.. ..  r=120. . . .  ^  =  57 
y    it  1 1;    13.. .  f='l8. . .  r—(7+r)=l20— 105=15: 

J|^.^:^l4  =  3/i7. 
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HOEIZO!fTlLB«  YERTIGlLB* 

6  9  11  15  16\  68  69  70  72' 

6  9  12  14  16  j  67  69  71  72 

6  9  13  14  isi  66  70  71  72 

6  10  II  14  16[  67  69  70  73| 

6  10  12  13  16 >81  77  67  68  71  73>3  4  7...  (9) 

6  10  12  14  isi  .  66  69  71  73( 

6  11  12  13  151  66  68  72  73 

9  10  11  12  151  66  68  69  76 

9  10  11  13  14/  66  67  70  76 


Grands  nombres  81  75=156=ét. . .  r=:118. . .  ^=59. . 
p=Z  4  5=12. . .  «=47. . .  r— (9+0=12=p 


HOEUONTÀLB.  TERTIGALE. 

6  9  13  15  16\  68  70  71  72^ 

6  10  12  15  16\  68  69  71  73 

6  10  13  14  16  j  67  70  71  73 

6  11  12  14  16f  67  69  72  73| 

6  11  13  14  15>8I  75        66  70  72  73)3  4  5...  (9) 

9  10  11  13  161  67  68  70  761 

9  10  11  14  151  66  69  70  76 

9  10  12  13  15  1  66  68  71  76 

9  11  12  13  14/  66  67  72  76^ 

Gomme  p  contient  les  trois  plus  petits  nombres  relatifs , 
il  n'j  a  plus  de  combinaisons  pour  81. 


1^ 
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Grands  nombres  79  78=157=a. . .  r=l19. . .  9=5S 
p=i  5  6=12...<=47...r-(7+0=119— lO: 


14>p.'doiMî  p=13=l  5  7. 


MOKUOIfTiLB. 

6  9  12  15  16^ 
6  9  13  14  16 
6  10  11  15  16 
6  10  12  14  16| 
6  10  13  14  151 
6  11  12  13  16| 
6  11  12  14  151 
9  10  11  12  16 
9  10  11  13  15 
9  10  12  13  14 


^79  78 


TiaTICALI. 


68  69  71  72' 

67  70  71  72 

68  69  70  73 
67  69  71  73[ 

66  70  71  73L  5  7 ,,( 

67  68  72  73|'  ^ 

66  69  72  73' 

67  68  69  76 
66  68  70  76 
66  67  71  76, 


Grands  nombres  79  77=s156=3a. . .  r=sl  18. . .  y =59 
p=s\  4  6ï=r1 1. . .  t=46. . .  r—  {q+.t)=n>  p .-  de 
p=12=l  4  7. 


■OKIZORTÀU. 

Petits  nombres  comme 

pour  81  75 
Grands  nombres  79  77 


TEKTICALE. 


Grands  nombres  comme 

pour  81  75 
Petits  nombres  14  7 


l- 
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Gnnds  nombres  79  75=:154:=a. . .  r=:116. . .  y=561. . . 

psal  4  5=10 t=fll5 r— (^  +  t)=st(i=p 

hokuoutàu.  tbsticalb. 

6  10  14  15  16\  70  69  71  73' 

6  11  13  15  16|  68  70  72  73 

6  12  13  14  lej  67  71  72  73 

9  10  11  15  16[  68  69  70  76 

9  10  12  14  16)79  75        67  69  71  76>1  4  5...  (9) 

9  10  13  14  15k  66  70  71  76[ 

9  11  12  13  161  67  68  72  76 

9  11  12  14  15]  66  69  72  76 

10  11  12  13  15/  66  68  73  76i 

p  ajant  les  plus  petits  nombres  relatib,  3  n'y  a  plus  de 
combinaisons  pour  79. 


Grands  nombres  78  77=  155=a. . .  r=s  117...  ^=60. . . 

p=:1  3  6=10 «=45 r— (<+^)=12>p; 

doncp=ll  =  l  3  7. 

ROKIZOHTAI.B.  TEBTICALE. 

6  9  14  15  16\  69  70  71  72' 

6  10  13  15  16  I  68  70  71  73 

6  11  12  15  161  68  69  72  73 

6  11  13  14  16f  67  70  72  73l 

6  12  13  14  15\  66  71  72  73'    „ 

9  10  11  14  16/  67  69  70  76^    "^    ' 

9  10  12  13  loi  67  68  71  761 

9  10  12  14  15\  66  69  71  76 

9  11  12  13  15|  66  68  72  76 

10  11  12  13  14/  66  67  73  76 


170 

CARfté  OB    9 

■OKUOITALB. 

TBRTICALB. 

7    8  12  15  16\ 

^68  69  71  73 

7    8  13  U  16 

67  70  71  73 

7    9  11  15  16 

68  69  70  74 

7    9  12  14  16 

67  69  71  74 

7    9  13  H  15 

66  70  71  74 
66  68  73  74 

7  11  12  13  15/ 

8    9  11  14  161 

67  69  70  75 

8    9  12  13  16' 

67  68  71  75 

8    9  12  14  15 

66  69  71  75 

8  11  12  13  14/ 

66  67  73  75 

f3  5  6...( 


Grands  nombres  81  77:=158:=a.  : .  r=i  18. . .  ^=r59. 
pz=Z  4  6=13...<=46...r— (f+7)=13=/> 


HOKIZOIITAI,B. 

7  8  13  15  16 
7  9  12  15  16 
7  9  13  14  16j 
7  11  12  13  16 

7  11  12  14  15 

8  9  11  15  16 
8  9  12  14  16| 
8  9  13  14  15' 

8  11  12  13  15 

9  11  12  13  14 


I  77 


TBKTICALB. 

68  70  71  73' 
68  69  71  74 
67  70  71  74 

67  68  73  741 

66  69  73  74'   .  g  ,, 

68  69  70  75/^  '  ^"^' 

67  09  71  75^ 
66  70  71  75 
66  68  73  75 
66  67  74  75' 


▲TEC    BOIDUIE. 
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&aiid9  nombres  81  76=157=^. . .  r=117.  • .  f =60. . . 
p=zi  4  5=12....<=45....r— (r+^)=12=p 


HOSUOVTALI. 

7  8  14  15  16^ 
7  9  13  15  16 
7  11  12  14  15 

7  11  13  14  15{ 

8  9  12  15  16)81  76 
8    9  13  14  16 
8  11  12  13  16 

8  11  12  14  15 

9  11  12  13  15i 


YB&TICÂLK. 

69  70  71  73 
68  70  71  74 

67  69  73  74j 

66  70  73  741 

68  69  71  75)8  4  5...  (9) 

67  70  71  751 
67  68  73  75| 
66  69  73  75 
66  68  74  75 


Gomme  3  4  5  sont  les  plus  petits  relatif,  il  n'y  a  plos 
de  combinaisons  dout  81. 


combinaisons  pour  81. 


Grands  nombres  79  78: 
p=1  5  6=12...^= 

HOIUOIITALI. 

Grands  nombres  79  78 
htiis  nombres  comme 
à  81  76 


=  157=«...  r=117. . .  f =60.. 
45....r— (r+7)=12=:p 


TEaTIGÀI.B. 


Petits  nombres  15  6^ 
Grands  nombrescommeV .  .(9) 
à  81  76  f 


Grands  nombres  79  77=156=^. . .  r=:116. . .  ^=61. . . 
p=1  4  6  =  n...r=:44...r— (f  +  ^)  =  1l=p 
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Gomme  1, 3, 4  sont  premiers  absolus,  il  n'y  a  plus 
combinaisons  pour  les  angles  2 10.  H  y  aura  donc  en  to 
pour  ces  angles,  85  bordures,  ci [{ 

ANGLES   3  5. 

&=2I3. . .  v=289. . .  r=«— 36. . .  tz=:p  +  39 
Petits  nombres  8  9  10  11  12  13  14  15  16 

Grands  nombres  Si  80=161=rét. . .  r=125. . .  ^=52 
p=A  6  7=:17.Mfc=56...r— (9+«)=17=:p 


HORIZORTALI.  YBRTICÀLI. 

8    9  10  12  13^'  ^        66  67  68  7ir 


Grands  nombres  81  78  =  159. .  .  r  =  123.  . .  q  =54. 
.=2  6  7=15...t=554...r— (f  +  ^)  =  l5=/> 


horizoutale.  tuticau. 

8    9  10  11  16\  67  68  69  70 

8    9  10  12  15]  66  68  69  71 

8    9  10  13  14>81  78  66  67  70  71  ^2  6  7. . . 

8    9  11  12  Mk\  66  67  69  72 

8  10  11  12  13/  66  67  68  73. 


AVEC   BOKDVKE. 
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Grands  nombres  78  77=155=a. . .  r=sl15. . .  qf=62. . . 
p=t  3  6=10...«=sfll3...r— (t+7)=:10 

HOKIZOXTILI.  TBBTICILB. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  comme 

à  79  76  à  79  76 

Grands  nombres  78  77       Petits  nombres 


Grands  nombres  78  76:=154=:a. . .  r=114. . .  q  =63. . . 

■ORBOHTALB. 


7  11  U  15  16^ 

7  12  13  15  16 

8  11  13  15  161 

8  12  13  14  16\78  76 

9  11  12  15  16 
9  1!  13  14  16 
9  12  13  14  15 


TBRTICILB. 

69  70  73  74 
68  71  73  74 
68  70  73  751 

67  71  73  75\1  3  5... (7) 

68  69  74  75 1 
67  70  74  75 
66  71  74  75, 


Grands  nombres  77  76:=153=d. . .  r=113. . .  ^=64. . . 
p=|  3  4=8. . . /=41. . . r—it+q)=8=p 


HORIZOlfT&LB. 

7  12  14  15  16 

8  11  14  15  16 

8  12  13  15  16>77  76 

9  11   13  15  16 
9  12  13  14  16' 


TBRTICILB. 

69  71  73  74 

69  70  73  75 

68  71  73  75>1  3  4...  (5) 

68  70  74  75 

67  71  74  75. 
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Gomme  2, 4, 6,  sont  les  plus  petits  relatifs,  il  n'j  a  p] 
de  combinaison  pour  81. 


Grands  nombres  80  78=158=^. . .  r=122. . .  9=:55. 
pz=zi  6  7=14. . .  «=53. . .  r— («+^)=14=p 

HORIZONTALE.  TIRTICÀLE. 

8    9  10  12  16\  67  68  69  71 

8    9  10  13  15]  66  68  70  71 

8    9  11  I215L  _  66  68  69  72L  .7 

8    9  11  13  Up^^  66  67  70  72^  ^'^ 

8  10  11  12  141  66  67  69  73 

9  10  11  12  13/  66  67  68  74 


Grands  nombres  80  76=156  =:a. . .  r=120. . .  ^=57. 
p=l  4  7=12. . .  «=51. . .  r— («+7)=12=p 


HORIZOlfTÀLB*  TBRTICALB» 

Petits  nombres  comme  Grands  nombres  comme' 

pour  81  75  pour  81 

Grands  nombres  80  76  Petits  nombres 


nbres  commet 
75  >... 

ibres  147) 


Grands  nombres  80  75=155=£i. . .  r=119. . .  ^=58 
p=l  4  6=ll.../=50...r— («+7)  =  ll=p 


ATBC    BOKDVRB. 
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■•KIEOHTAU. 

8  9  10  15  16^ 

8  9  11  14  16 

8  9  12  13  16 

8  9  12  14  15i 

8  10  11  13  lel 

8  10  11  14  15)80  75 

8  10  12  13  11 

8  11  12  13  141 

9  10  11  12  16 
9  10  11  13  15 
9  10  12  13  14i 


TBKTICAU. 

68  69  70  71 
67  69  70  72 
67  68  71  72| 

66  69  71  72 

67  68  70  78| 
66  69  70  78)1  4  6...(11) 
€6  68  71  731 

66  67  72  73 

67  68  69  74 
66  68  70  74 
66  67  71  74 


Comme  1 , 4,  €,  sont  les  plus  petits  rebtib ,  fl  nV  a  plus 
de  combinaison  pour  80. 


Grands  nombres  78  76=154=a. . .  r=118. . .  ^=59. . . 
/»=1  2  7=10. . .  t=49. . .  i>—{ij+t)=ziO  =zp 

HOEUORTIU. 

8  9  11  15  16^ 
8  9  12  14  16 
8  9  13  14  15 
8  10  11  14  16] 
8  10  12  13  16 
8  10  12  14  15V78  76 

8  11  12  13  15i 

9  10  11  13  16] 
9  10  11  14  15 
9  10  12  13  15 
9  11  12  13  14 


TBaTIClU. 

68  69  70  721 
67  69  71  72 

66  70  71  72 

67  69  70  73i 
67  68  71  73I 
66  69  71  73)1  2  7...(11) 

66  68  72  7! 

67  68  70  741 
66  69  70  74 
66  68  71  74 
66  67  72  74 


10; 


I. 


12 


\ 
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f 

i       Qf^mis  nombres  78  75=153=;£i. . .  r=l  17. . .  ^=60. . . 
p=l  2  6=5.../=a48.  ..r— (/+^)=9=p 

■OBDOITTALI*  VBRTIGÀLB. 

8  9  12  15  16\  68  69  71  721 

8  9  13  «  16\  67  70  71  72 

8  10  11  15  16  1  68  69  70  73 

8  10  12  14  161  67  69  71  73 

8  10  13  U  151  66  70  71  73| 

8  1112  13  161  67  68  72  73 

8  11  12  14  15 P  ^-^        66  69  72  73/    ^''^^^ 

9  10  11  14  161  67  69  70  74 
9  10  12  13  161  67  68  71  74 
9  10  12  14  15]  66  69  71  74 
9  11  12  13  151  66  68  72  74 

10  11  12  13  14/       66  67  73  74^ 

Comme  1,  2,  6,  sont  les  plus  petits  nombres  relatifs, 
il  n'y  a  plus  de  combinaison  pour  78. 


U  ne  peut  y  avoir  de  combinaison  pour  77,  puisque  son 
complément  est  celui  de  5,  lequel  lait  partie  des  angles. 

Grands  nombres  76  75=15l=a. .  .r=:115. .  .^=62. .. 
p=l  2  4=7...«=46...r— (f+7)=7=p 


ATÏG    BORDURE. 


*79 


HOETZOITTÀLK. 

8  9  n  15  16 
8  10  13  15  16 
8  11  12  15  16 

8  11  13  14  16| 

8  12  13  n  isl 

9  10  12  15  16>76  75 

9  10  13  n  m 
9  11  12  14  16] 
9  11  13  14  15 

10  11  12  13  16 
10  11  12  14  15/ 


TBRTKALB. 

69  70  71  72 
«8  70  71  73 
68  69  72  73 
67  70  72  73 

66  71  72  731 
68 TO  71  74)1  2  4...<I1) 

67  70  71  74[ 
67  69  72  74|. 

66  70  72  74 

67  68  73  74 
66  69  73  74 


Comme  1,2,4,  sont  les  plus  petits  absolos ,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  les  angles  3,  5*  On  aura  4I011C  pour 
ces  angles  84  bordures. [84] 


ANGLES   3   7. 

h=215. . .  v=29l. . .  r=a— 38.  • .  t=p+^ 

Grands  nombres  81  80=  161. .  .r  =  123. .  .7==;54. . . 
p  =  4  5  6  =  15...  <  =  52...  r  — (<  +  7)  =  17>15: 
donc  p  doit  ôlre=:16,  qu'on  ne  peut  fidre  arec  4, 5, 6, 8. 

Grands  nombres  81  78  =  159. ..  r=121.. .  ^z=:56. .. 
pz=z2  5  6  =  13...<  =  50...r  — («^-9)  =  15>p: 
donc  p  serait =1 4 ,  qu'on  ne  peut  faire  avec  2, 5,  6,  8. 

Il  est  facile  de  Toir  qu'on  n'aura  pas  de  bordure  pour 
les  angles  3,  7. 
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AHCLBS    3    9. 

fc=217...v= 

293.. 

.r—a—H0...t—p+3i 

Grandit  nombres  81  80= 

:16l...  r  =  121..  .  ^=56.. 

p=:4  5  6=15. . 

.  t=z 

50...r  — (t+7)=15=B 

Petite  nombres  restons  7  8  10  11  12  18  14  15  16 

HOmiKOHTAU. 

TIKTICU.K. 

7    8  10  15  t6\ 

1 
1 

68  69  70  7l\ 

7    8  11  U  161 

67  69  70  721 

7    8  12  13  161 

67  68  71  721 

7    8  12  14  151 

66  69  71  72f 

7  10  11  12  16)81  80 

67  68  69  74  >4  5  6. . .  (9 

7  10  11  13  isi 

66  68  70  74[ 

7  40  12  13  14t 

66  67  71  741 

8  10  11  12  151 

66  68  69  751 

S  10  11  13  14/ 

66  67  70  75/ 

Grands  nombres  81 

78  = 

5l59...r=119...  ^=58.. 

p=2  5  6=13.. 

.(  = 

48...r— (ï+^)— 13r-:p 

BOSIZOHTALB. 

TXKTICILI. 

7    8  12  15  16\ 

68  69  71  72\ 

7    8  13  14  16\ 

67  70  71  72 

7  10  11  14  lei 

67  69  70  74 

7  10  12  13  161 

67  68  71  74 

7  10  12  14  I5I 

66  69  71  74\ 

7  11  12  13  15r'  ^*^ 

66  68  72  74r  ^  ^"'^^^ 

S  10  11  13  161 

67  68  70  751 

8  10  11  14  151 

66  69  70  751 

8  10  12  13  15/ 

66  68  71  75  1 

8  11  12  13  14/ 

66  67  72  75/ 

ATSC   BORDURE. 


181 


ùmaàa  nombres  81  77=s158.. .  r=118.,.  gssSQ.., 
p=:2  H  6=:12...«=47...r--(7+0=12=p 


■OHIZOHTAU. 

7  8  13  15 
7  10  tl  15  16 
7  10  12  14  16 
7  10  13  14  15| 
7  11  12  13  16* 

7  11  12  14  15| 

8  10  11  14  161 
8  10  12  13  16 
8  10  12  14  15 
8  11  12  13  15i 


'81  77 


TBBTICAU. 

68  70  71  72 
68  69  70  74 
67  69  71  74j 

66  70  7!  74 

67  68  72  74 

66  69  72  74/*  *  6...(10) 

67  69  70  75 
67  68  71  75' 
66  69  71  75 
66  68  72  75! 


Grands  Bombies  81  76=157=:a. . .  r:s117. . .  ^=60. . . 
p=2  4  5=11...«=46...r— (^  +  0=1l=p 


HOKBORTALï. 

7  8  14  15  16^ 
7  10  12  15  16 
7  10  13  14  16 
7  11  12  14  16| 

7  11  13  14  15| 

8  10  11  15  16)81  76 
8  10  12  14  lof 
8  10  13  14  15^ 
8  11  12  13  16 
8  11  12  14  15 

10  11  12  13  14i 


TBmiICÀUU 

69  70  71  72\ 
68  69  71  74 
67  70  71  74 

67  69  72  74j 

66  70  72  741 

68  69  70  75  >2  »  5.. .(M) 

67  69  71  75[ 

66  70  71  75' 

67  68  72  75 
66  69  72  75 
66  67  74  751 


182  CARRÉ   DE    9 

Gomme  2,  4, 5,  sont  les  plus  petits  relatifs,  il  n'y  a  [dus 
de  combinaison  pour  81* 


Grands  nombres  80  78=158 r=:118. . . .  ^=59. . . . 

pz=i  5  6=:12....<=:47....r— (r  +  ^)=:12 

nORIZONTÀLB.  TBRTICALB. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  comme^ 

pour  81  77  pour  81  77  /.-(lO) 

Grands  nombres  80  78      Petits  nombres 


1  &  6  ) 


Grands  nombres  80  77=  157. . . .  r=  117. . . .  ^=5 60- . . 
p=l  li  6=11 £=46....r— (/  +  7)  =  1I 

nORIZOlfTALE.  YBRTICÀLB* 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  comme' 

à  81  76  pour  81  76  ^---(^l) 

Grands  nombres  80  77      Petits  nombres  14  6 


Grands  nombres 80  76=  156=:  a. . .  r=116. . .  ^=61. . . 
p=\  4  5=10....f=45....r— C«  +  9)  =  10 

nomzORTALE*  TBRTICALB* 

7  10  13  15  16\  68  70  71  74 

7  11  12  15  16\  68  69  72  74 

7  11  13  14  loi  67  70  72  74 

7  12  13  14  151  66  71  72  74 

8  10  12  15  16l80  76    68  69  71  75^1  4  5...  (9) 
8  10  13  14  161  67  70  71  75| 
8  11  12  14  161  67  69  72  75 
8  11  13  14  15  1  66  70  72  75 

10  11  12  13  15/       66  68  74  75i 


ATBO  BOtBORB.  18t 


t,  4,  5,  étant  les  jim  petits  idalift yH  tfj  »  pins  et 
oomiMuison  poor  80. 


Gnmds nombres  78  77=:  155=:a. . .  rsstlS. . .  q=z^ . 

p=s\  2  6=9 f=:44 r— (<+9)r39 

uvtaMUinuà.  tutioub. 

7  10  14;i5  16\  69  70  71  74 

7  1113  15  161  68  70  72  74 

7  12  1S  14  16  J  67  71  72  74| 

8  10  1S  15  16f  68  70  71  75I 
8  fi  12  15  16\78  77        68  69  72  75>t  2  6. . .  (9) 
8  11  1S  14  161                .67  70  72  751 
8  12  13  14  191                 66  71  72  75| 

10  11  12  13  16  I  67  68  74  75 

10  It  12  14  15/  66  68  74  79. 


Grands  nombres  78  76=154=a. . .  r:=114. . .  ç=63. . 
;»5=1  2  5=8....«=43....r— (t+^)==8 

HABiaOHTJXB.  VHUISAU» 

7  11  14  15  16\      '  69  70  72  74^ 

7  12  13  15  lel  68  71  72  74 

8  10  14  15  161  69  70  71 
8  11  13  15  16)78  76  68  70  72  75Vl  2  5...  (7) 
8  12  13  14  161  67  71  72  75[ 

10  11  12  14  16]  67  69  74  75 

10  11  13  14  15/  66  70  74  75^ 

Comme  1,2,5,  sont  les  plus  petits  rehtifc ,  il'  n'y  a  frfus 
de  combinjùson  pour  78. 


tM  CARRÉ  DE  9 

Grands  nomlMres  77  76=153=«. . .  r=113. . .  9=6^ 
p  =  1  2  4=:7....£=42....r— (£  +  ?)=7 

HOEIZOHTÂLB.  TIRTICALE* 

7  12  14  15  t6\  69  71  72  74^ 

8  11  14  15  16]  69  70  72  75 
8  12  13  15  16f      -^        68  71  72  75 

10  11  12  15  16^  68  69  74  75^ 

10  11  13  14  IftJ  67  70  74  75 

10  12  13  14  15/  66  71  74  75^ 

Gomme  1, 2, 4,  sont  les  plus  petits  absolus ,  il  n'y  a  ] 
ds  combinaison  pour  les  angles  3, 9»  On  aura  donc,  p 
ces  angles,  92bordures ••• [ 


Si  Ponsupposaitles  angles  3, 1 1  ,onaurait  r<— (t +q)  < 
et  de  même  pour  3,13,  etc.  :  donc  il  n'y  a  jdus  de  c< 
binaison  pour  3  à  un  angle. 


ANGLES   4   6. 

^=215. . .  v=289. . .  r=a—38. . .  t=p+  39 
Grands  nombres  81  8(^161  =a.  .*.  r=123. . .  ^=54 
p=3  5  7=15...£=54...r— (/-|-^)=15=/ 
Petits  nombres  8  9  10  11  12  13  14  15  16 

HOlIZeilTALl.  TIRTICALB* 

8  9  10  11  16\  67  68  69  70 

8  9  10  12  I5J  66  68  69  71 

8  9  10  13  14V81  80  66  67  70  71  ^3  5  7. . . 

8  9  t1  12  141  66  67  69  72 

8  10  11  12  13/  66  67  68  73 


ATBC 

BOHDITRB.                                185 

^ands  nombres  81  79=: 

160=:a, . .  r=122. . .  fl=35. .'. 

p=^5  7—1  H...t —53. . . r— (t+î)— M 

MOUZOHTlUr. 

Tunciu. 

8    9  10  12  16\ 

67  68  69  71\ 

8    9  10  13  15] 

66  68  70  71 J 

8    9  11  12  15( 

8    9  11  13  14f'.  ** 

66  68  69  72( 

66  67  70  72f'*^*'-  ^ 

8  10  11  12  n\ 

66  67  69  731 

9  10  11  12  13/ 

66  67  68  74/ 

Grands  nombres  81  77=; 

158— a. . .  f— 120. . .  9=57. . . 

p=3  3  7=12. . .  fc=51 

.  .  .  ;w(<+,)=:12=y 

■•aBonTAu. 

TIKTICAU. 

8    9  10  14  16\ 

67  69  70  71 \ 

-8    9  11  13  16} 

67  68  70  72| 

8    9  11  14  151 

66  69  70  721 

8    9  12  13  151 

66  68  71  721 

8  10  11  12  16)81  77 

67  68  69  73)2  3  7...  (9) 

8  10  11  13  15( 

66  68  70  731 

8  10  12  13  141 

66  67  71  731 

9  10  11  12  151 

66  68  69  74  1 

9  10  11  13  14/ 

66  67  70  74/ 

Grands  nombres  81  75— 

156=a. . .  r    118...  9— 59. .  • 

p— 2  3  5—10. . .  (=49 

1. , ,  r—(t+g)=iO=:p 

.......    , 

186 


CARRÉ    PB   9 


HOUSOHTAU. 

8    9  11  15  16 

8    9  12  14  16 

8    9  13  14  15 

8  10  11  14  16 

8  10  12  13  16| 

8  10  12  14  15  >81  75 

8  11  12  13  151 

9  10  11  13  16{ 
9  10  11  14  15 
9  10  12  13  15 
9  11  12  13  14 


'     TBBTICiU. 

68  69  70  72^ 
67  69  71  72 

66  70  71  72 

67  69  70  731 
67  68  71  73I 
66  60  71  73)2  3  5...(11 

66  68  72  731 

67  68  70  74' 
66  69  70  74 
66  68  71  74 
66  67  72  74 


Gomme  2,  3, 5,  soQt  les  plus  petits  relatiis ,  fl  n'y  a  j^u 
de  combinaison  pour  81. 


Grands  nombios  80  7!fc=159=<t. . .  r=l21. . . 
p=t  5  7=13. . .  t=52. . .  r— (<+^)=13 

VBB.TIC1LB. 


•    •   • 


HOUZOHTIU. 

8  9  10  13  16 
8  9  10  14  15 
8  9  11  12  16 
8  9  11  13  151 
8  9  12  13  14| 
8  10  11  12  15' 

8  10  11  13  14 

9  10  11  12  14i 


80  79 


67  08  70  71 

66  69  70  71 

67  68  69  72 
66  68  70  721 
66  67  71  721 
66  68  69  73' 
66  67  70  73 
66  67  69  7Ht 


1  5  7.. .(8) 


ATBC   BOKOUKE. 


187 


foands  nombres  80  77=5 
p=r1  3  7=11 t=: 

■OBISORTILB. 

8  9  10  15  16 
8  9  11  14  16 
8  9  12  13  16 
8  9  12  14  15 
8  10  11  13  16 
8  10  11  14  15)80  77 
8  10  12  13  15 

8  11  12  13  14 

9  10  11  12  16 
9  10  11  13  15 
9  tO  12  13  14 


157=:«. . .  r=?l  19. . .  ^=558. . . 
50....  r— (i4-<')=!^l=p 

TUTICÀLB. 

68  69  70  71 
67  69  70  72 
67  68  71  72 

66  69  71  72| 

67  68  70  731 

66  69  70  73)1  3  7.. .(11) 
66  68  71  73| 

66  67  72  731 

67  68  69  74 
66  68  70  74 
66  67  71  74 


Grands  nombres  80  75=155=a. . .  r=:117. . .  7=60. . . 
p=l  3  5=9,..f=48...r— (t  +  7)=9=p 


HOHIZONTAU. 

8  9  12  15  16' 
8  9  13  14  16 
8  10  11  15  16 
8  10  12  14  16 
8  10  13  14  isl 
8  11  12  13  le' 

8  11  12  14  15^ 

9  10  11  14  16 
9  10  12  13  16' 
9  10  12  14  15 
9  11  12  13  15 

10  11  12  13  14; 


^80  75 


TIKTICAU. 

68  69  71  72) 

67  70  7»  72 

68  69  70  73 
67  69  71  73 

66  70  71  73| 

67  68  72  73'    ^ 

66  69  72  73/'  *  5... (12) 

67  69  70  74 
67  68  71  74 
66  69  71  74 
66  68  72  74 
66  67  73  74, 


M8  CARRÉ   DE    9 

Gomme  1,3, 5,  sont  les  plus  petits  relatifs,  il  n'j  a  p 
de  oombinaison  pour  80. 


Grands  nombres  79  77=:156=?a. . .  r=118.  • .  ^=59. 
p=zi  2  7r=10...£=49...r— (£+ç)=10=:p 


flORUOVTÀU.  YIRTICÀLI. 

Petits  nombres  conmie  Grands  nombres  comme 

pomr  81  75  pour  81  75 

Gfandsnombres79  77  Petits  nombres 


Grands  nombres  79  75=154=a. . .  r=116. . .  f  =61. 
|i=l  2  5=8....f=47 r— (£  +  ç)=8=p 

HOIUORTÀLE.  YIRTICALI. 

8  9  13  15  1&\  68  70  71  721 

8  10  12  15  161  68  69  71  73 

8  10  13  14  16]  67  70  71  73 

8  11  12  14  161  67  69  72  73| 

8  11  13  14  isf  66  70  72  73 

9  10  11  15  16>79  75    68  69  70  74)1  2  5...(1 
9  10  12  14  16[  67  69  71  74l 
9  10  13  14  151  66  70  71  741 
9  1t  12  13  16]  67  68  72  74 
9  11  12  14  151  66  69  72  74 

10  11  12  13  15/        66  68  73  74/ 

Gomme  1 ,  2,  5,  sont  les  plus  petits  relatifs,  il  n'j 
{dus  de  combinaison  pour  79. 


'•    ^ 


AYeC   BORDURE.  189 

Grands  nombres  77  75=152=:tf. .  *  r=114.  • .  9=63. .  • 
p=1  2  3=6 <=î45 r— Cr+9)=6=p 

■ORBOITTÀUI.  YBRTICALB. 

8  10  14  15  16v  69  70  71  73^ 

8  11  18  15  lej  68  70  72  73 

8  12  13  14  16  j  67  71  72  73 

9  10  13  15  lof  68  70  71  74 
9  11  12  15  16)77  75        68  69  72  74>1  2  3...  (9) 
9  11  13  14  161  67  70  72  74f 
9  12  13  14  151  66  71  72  74 

10  11  12  14  16  1  67  69  73  74 

10  11  13  14  15/  66  70  73  74. 

Gomme  1, 2, 3,  sont  les  phs  petits  nombres  absolus,  3 
n'y  a  plos  de  combinaison  pour  les  angles  4,6,  qoi  don- 
nent en  conséquence  93  bordures ,  ci [93] 


ANGLES   4    8. 

A=£:217. . .  v=291. . .  r=a— 40. . .  t=p  +  S7 

Grands  nombres  81  80=cl61=a. . .  r=:121. . .  ç=:56. 
pz=3  5  6=3:14=51. ..r—(«+qf)=14=p 

Petits  nombres  restans  7  9  10  11  12  13  14  15  16 


• . 


fP§  CABB<  DB  9 

7    9  10  «  16\  67  69  70  71 

7    9  11  13  16]  67  68  70  72 

7    9  11  14  isi  66  69  70  72. 

7    9  12  1>  15L  66  68  71  72L  _  .       . 

7  10  11  12  16f'  ^        67  68  60  78r  ^  *»•  •  '  ^ 

7  10  11  IS  151  66  68  70  73' 

7  10  12  18  14]  66  67  71  73 

9  10  11  l!2  14/  66  67  69  75 


Cnaâa  nombres  81  79s:160=a. . .  r=£l20. . .  9=57. 
psz2  5  6=13...  *=50...r— (<  +  9)=13=/» 

7  9  10  15  16\  68  69  70  71 

7  9  11  14  16)  67  69  70  72 

7  9  12  13  lej  67  68  71  721 

7  9  12  14  isf  66  69  71  72 

7  10  11  13  16(  67  68  70  73^2  5  6     M 

7  10  11  14  15f*^  66  69  70  73'^-*®-^* 

7  10  12  13  15i  66  68  71  73 

7  11  12  13  141  66  67  72  73 

9  10  11  12  15;  66  68  69  75 

9  10  11  13  14/  66  67  70  75 


Omnds  nombres  81  77=158=a...r=118.  ..^=59. 
p=2  3  6=11...  t=48...r— (<  +  7)=11=p 


ATEG   BOBDORE.                                 l9t 

HOUMRTÀIB. 

tebticàu. 

7    9  12  15  16\ 

68  69  71  72\ 

7    9  13  n  16 

67  70  71  72J 

7  10  11  15  16 

68  69  70  731 

7  10  12  14  lei 

67  69  71  731 

7  10  13  14  isf 

66  70  71  73I 

7  11  12  13  16> 

81 

77 

67  68  72  73)2  3  6... (11) 

7  11  12  14  15 

66  69  72  73/ 

9  10  11  13  16 

67  68  70  75 

9  10  11  14  15 

66  69  70  75 

9  10  12  13  15 

66  68  71  75 

9  11  12  13  14/ 

66  67  72  75/ 

Grands  nombres  81  76 

=157 

— a, . .  r — 117...  ^=60. . . 

p=1  3  5=10. 

.    .    1 

r=47. 

..r— (ï+^)  =  10=p 

■OHIZOnTiLI. 

YBaTICiU. 

7    9  13  15  16\ 

68  70  71  72i 

7  10  12  15  161 

68  69  71  73\ 

7  10  13  14  lej 

67  70  71  73 

7  11  12  14  161 

67  69  72  73 

7  11  13  14  15( 
9  10  11  14  16/ 

81 

76 

66  70  72  73! 

67  69  70  75p  ^  5...(10) 

9  10  12  13  16^ 

67  68  71  751 

9  10  12  14  15' 

66  69  71  75] 

9  11  12  13  15 

• 

66  68  72  75I 

10  11  12  13  14/ 

66  67  73  75/ 

Comme  2,3,5,  sont  les  pi 

os  petits  relatifs ,  il  n'y  a  plus 

de  combinaison  pour 

81. 

• 

.1 


CAHRi    DE    9 

Grands  nombres  80  79=159=a. . .  r^119. . .  ^=58. . 
p=1  5  6=12....«=a4l9....r— (t  +  ^)=12 


BOUZOKTUB. 

7  9  11  15  16^ 
7  9  12  n  16 
7  9  13  14  15 
7  10  11  14  16l 
7  10  12  13  16' 
7  10  12  14  15| 
7  11  12  13  151 
9  10  11  12  16 
9  10  11  13  15 
9  10  12  13  14i 


»80  79 


TBRTICALI. 

68  69  70  72^ 
67  69  71  72 

66  70  71  72 

67  69  70  78 
67  68  71  78' 
66  69  71  78r  "  ^'."^'^ 

66  68  72  73I 

67  68  69  75 
€6  68  70  75 
66  67  71  75/ 


Grands  nombres  80  77= 
p=1  3  6=10... «: 

HORIZOHTJXI. 

Petits  nombres  comme 

pour  81  76 
Grands  nombres  80  77 


'•  •  • 


157  =:a. . .  r=  117...  ç= 
=  47. . .  r— (r +  y)=5l0=p 

TBRTICÀLB. 

Grands  nombres  comme 

pour  81  76  >. .  .(10) 

Petits  nombres 


»' 


Grands  nombres  80  76r=156=::a. . .  r=:116. .  .^=61. . 
pzzii  3  5=9 f=46....r— («  +  iy)=9=;r 


AVEC    BORDUEE. 


193 


HORUORTÀLE. 

7  9  «  15  16^ 
7  10  13  15  16 
7  U   12  15  16 
7  11  13  U  16i 
7  12  13  14  isl 
9  10  11  15  16>80  76 
9  10  12  U  lef 
9  10  13  14  15' 
9  U   12  13  16 
9  11  12  14  15 
10  11  12  13  15; 


TIRTICALE. 

69  70  71  72^ 
68  70  71  73 
68  69  72  73 

67  70  72  73j 

66  71  72  731 

68  69  70  75>1  3  5...(11) 

67  69  71  75[ 

66  70  71  751 

67  68  72  75 
66  69  72  75 
66  68  73  75 


Puisque  1,  3,  5,  sont  les  plus  petits  relatif,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  80. 


Grands  nombres  79  77z=:156=:a.  .,.r=:116. . .  ^=61. .  • 
p  =  \  -2  6=9 r=46 r  — («  +  ^)=9 

H011IZ05TÀLI.  YERTICÀLB. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombrescomme^ 

pour  80  76  pour  80  76  >•  •  •(H) 

Grands  nombres  79  77      Petits  nombres  12  6   1 


Grands  nombres  79  76=;155=a^  ^ .  r=J15. . .  9=62. . 
/?=1  2  5  =  8 (  =  45 r— («  +  9)  =  8 


TGV.    I. 
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UOBIZOnTALE. 

7  10  14  15  1& 

7  11  13  15  16 

7  12  13  1/1  16 

9  10  12  15  16 

9  10  13  14  16^79  76 

9  11  12  14  16 

9  11  13  14  15 
10  11  12  13  16 
10  11   12  14  15, 


VERTICALE. 

69  70  71  73' 
68  70  72  73 

67  71  72  73 

68  69  71  75| 
67  70  71  75)1  2  5.. .(9) 
67  69  72  75 

66  70  72  75 

67  68  73  75 
66  69  73  75, 


Comme  1,2,5,  sont  les  plus  petits  relatif,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  79. 


Grands  nombres  77  76:=  I53=rt. . .  r=1 13. . .  ^:=64. 
p=1  2  3=6....  t=43....  r— (£  +  ?)=6 


•  • 


HORIZONTALE. 

7  12  Vi  15  16^ 

9  10  Mi  15  16 

9  11  13  15  161 

9  12  13  1/i  16>77  76 
10  11  12  15  16| 
10  11   13  n  16 
10  12  13  la  15^ 


YERTICÂLE» 

69  71  72  7y 
69  70  71  75 
68  70  72  75[ 

67  71  72  75VI  2  3...  (7) 

68  69  73  75J 
67  70  73  75 


66  71  73  75; 

Comme  1,2,3,  sont  les  plus  petits  absolus ,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  les  angles  4,8,  qui  donnent  97  bor- 
dures   [97] 
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ANGLES  4    10. 

A=2i9 v=^3 r=a— 42. . . .  tz=zp  +  35 

Grands  nombres  81  80=161  =a. . .  r=119. . .  ^=58. . . 
p  =  3  5  6  =  14...  r=49...r— («+7)  =  12<p 

Comme r— (£+7)  est  <p ,  il  n'y  a  point  decombinabon 
pour  4^  10,etpasdâTantagepour4, 12. ..  4, 14. .  .4, 16. 
H  n'j  a  donc  plos  de  bordure  pour  4  au  premier  angle* 


ANGLES   5  7. 

hz^2M. . . .  t;=289. . . .  r=fl— 40.,. . .  r  =  p+  39 

Grands  nombres  81  80=:161  =:a. . .  r=12i. . .  ^=56. .  • 
p=3  4  6=13...r=52...r— («  +  7)=13  =  p 

Petits  nombres  restans  8  9  10  11  12  13  14  15  16 

HOaiZOKTÀLB.  VERTICALE. 

8    9  10  13  16\  67  68  70  71 

8    9  10  14  15  j  66  69  70  71 

8    9  II  12  161  67  68  69  72i 

8    9  12  13  14r"  ^  66  67  71  72r  ^^'"  ^^^ 

8  10  II  12  151  66  68  69  73'^ 

8  10  11  13  14 1  66  67  70  73 

9  tO  11  12  14/  66  67  69  74 


-! 
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Grands  nombres  81  79-^l60==a. . .  r     120. . .  ^=57. 

pr=2/i6=12. 

.  .t  =  51. 

.■r—{t+g)=in=p 

nORIZOSTALE. 

• 

TBKTICALI. 

8    9  10  U  16\ 

67  69  70  71 \ 

8    9  11  13  16 

67  68  70  72 

8    9  11  14  15 

66  69  70  72 

8    9  12  13  15 

66  68  71  72 

8  10  11  12  16\ 

81  79 

67  68  69  73)2  4  6.. .( 

8  10  11  13  151 

66  68  70  73 

8  10  12  13  U1 

66  67  71  73 

9  10  11  12  15 

66  68  69  74. 

9  10  11  13  Mt] 

66  67  70  74/ 

Grands  nombres  81 

78—159 

:=za...r     119...^     58. 

/)=2  3  6—11. 

. .  <=50 

...r—it  +  q)=ti=p 

BOHIZOHTILE. 

VBKTICALE. 

8    9  10  15  16\ 

68  69  70  71\ 

8    9  11  14  16\ 

67  69  70  72] 

8    9  12  13  16 

67  68  71  72 

8    9  12  14  15 

66  69  71  72 

8  10  11  13  16 

67  68  70  73 

8  10  11  14  15) 

81  78 

66  69  70  73)2  3  6,..(1 

8  10  12  13  15[ 

66  68  71  731 

8  11  12  13  141 

66  67  72  731 

9  10  11  12  16] 

67  68  69  74  ] 

9  10  11  13  15/ 

60  68  70  74  1 

9  10  12  13  14/ 

06  67  71  74/ 

ATEG   BORDURE.  197 

Grands  nombres  81  76=157=a. . .  r=117. . .  ^=60. . . 
p=2  3  4  =  9 t=:ti8..\.r—{t+q)z=z9=p 


HORIZONTALE.  VERTICALE. 

8  9  12  15  16\  68  69  71  72^ 

8  9  13  14  16  \  67  70  71  72 

8  10  11  15  16  I  68  69  70  73 

8  10  12  14  161  67  69  71  73 

8  10  13  14  151  66  70  71  73 

8  11  12  13  161  67  68  72  73. 

8  11  12  14  15^*  '^        66  69  72  73/    ^•••^^^^ 

9  10  11  14  16k  67  69  70  74 
9  10  12  13  161  67  68  71  74 
9  10  12  14  15]  66  69  71  74 
9  11   12  13  15/  66  68  72  74 

10  11  12  13  14/  66  67  73  74. 

Comme  2,  3,  4,  sont  les  plus  petits  relatifs ,  il  n'y  a  plus 
de  combinaison  pour  81. 


Grands  nombres  80  79=159=^. . .  r=1 19. . .  ^=58. . . 
p=:l  4  6=1l...£=50...r— (r  +  7)=:ll=;? 

BORIZORTÀLE.  TEBTICÂLE. 

Petits  nombres  comme      Grands  nombres  comme] 

pour  81  78  pour  81  78  >.-(H) 

Grands  nombres  80  79      Petits  nombres 
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Grands  nombres  80  /S — 158 — a,. .  r — 118.. 

..q= 

=59... 

p=z\  3  6=10. 

..«=49. 

...r— (<  +  v)= 

10  = 

P 

BOKIZOm'ALE. 

TEHTICALE. 

8    9  If  15  1G 

68  69  70  72 A 

8    9  12  14  16] 

67  69  71  721 

8    9  13  14  151 

66  70  71  721 

8  10  11  14  161 

67  69  70  73l 

8  10  12  13  lel 

67  68  71  731 

8  10  12  14  15) 

80  78 

66  69  71  73)1 

3  6. 

..(11) 

8  11  12  13  15 

66  68  72  73| 

9  10  11  13  16 

67  68  70  741 

9  10  II  14  15 

66  69  70  74l 

w 

9  10  12  1g  15 

66  68  71  74 ] 

\ 

9  II  12  13  14' 
Grands  nombres  80 

■ 

66  67  72  74 / 

.q= 

61. .  • 

76—156. 

— a...r — 116.. 

p=l  3  4=8.. 

.t=47.. 

.r— (t+v)=8 

=P 

nOBIZONTUB. 

VBHTICAIE. 

8    9  13  15  16> 

68  70  71  72\ 

8  10  12  15  16 

68  69  71  73  1 

8  10  13  14  16 

67  70  71  73] 

8  11  12  14  16 

67  69  72  73/ 

8  11  13  14  15 

66  70  72  731 

9  10  11  15  16) 

80  76 

68  69  70  74 > 1 

3  4...(ll)    III 

9  10  12  14  16 

• 

67  69  71  74I 

• 

9  10  13  14  15 

66  70  71  741 

9  11  12  13  16 

67  68  72  74) 

9  11  12  14  15 

66  09  72  74  1 

10  II  12  13  15^ 

1 

66  68  73  74 ' 

i 

— . 
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Comme  1 ,  3,  4 ,  sont  les  plus  petits  nombres  relatifs,  il 
n  Y  m  plus  de  combinaison  pour  80. 


Grands  nombres  79  78=:157=a. . .  r=:1 17. . .  ^=60. . . 
p=1  2  6=9...«  =  /ï8...r— (<  +  ^)=9=p 

H0&IZ01ITiJ.I,  VBRTICALB. 

Petits  nombres  comme       Grands  nombres  comme^ 

pour  81  76  pour  81  76  /••.(12) 

Grands  nombres  79  78       Petits  nombres  12  6) 


Grands  nombres  79  76=155. . . .  r=:115. . . .  ^=:62. . . 
p=:1  2  4=;7. . . .  r=46. . . .  r— («  +  q)z=i7z=p 

■ORIZOKTÀLE.  YB&TICALI* 

8  9  ia  15  16\  69  70  71  72' 

8  10  13  15  16  68  70  71  73 

8  11  12  15  16/  68  69  72  73 

8  11  13  14  161  67  70  72  73 

8  12  13  14  15(  66  71  72  731 

9  10  12  15  16>79  76    68  69  71  74^1  2  4... (Il) 
9  10  13  14  16J  67  70  71  74i 
9  11  12  14  161  67  69  72  74 
9  11  13  14  151  66  70  72  74 

10  11  12  13  161       67  68  73  74 
10  11  12  14  15  j       66  69  73  74 

Comme  1^2,  4,  sont  les  plus  petits  nombres  relatifs ,  il 
n'y  a  plus  de  combinaison  pour  79. 
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Grands  nombres  78  76=154=a. . .  r=1  11. . .  ^=63. .  • 
p=1  2  3=6 /=:45 r— (r  +  9)=6=p 

HORIEONTALB.  TERTICALB. 

8  10  la  15  16\  69  70  71  73^ 

8  11  13  15  161  68  70  72  73 

8  12  13  14  16  j  67  71  72  73 

9  10  13  15  16r  68  70  71  74 
9  11  12  15  16>78  76        68  69  72  74)1  2  3...  (9) 
9  11  13  14  161  67  70  72  74 
9  12  13  14  151  66  71  72  74 

10  11   12  14  lel  67  69  73  74 

10  11  13  14  15/  66  70  73  74, 

Comme  1, 2,  3,  sont  les  plus  petits  de  tous  les  nombres, 
il  n^  a  plus  de  combinaison  pour  les  angles  5,  7,  qui 
donneront  1 05  bordures [  105] 


On  ne  trouvera  plus  de  combinaison  pour  les  autresangles; 
et,  réunissant  toutes  les  sommes  entre  parenthèses,  Ton 
aura  en  tout, pour  le  cas  en  question,  1 199 bordures* 

Comme  chacune,  angles  restant  fixes,  contient  7  nombres, 
qui  peuvent  se  combiner  de  I,  2,  3,  4  ,  5,  6,  7  manières, 
ou  qui  ont  5040  yariations ,  et  que  Ton  en  a  autant  dans 
une  des  lignes  do  dénomination  différente ,  cVst-à-dire  tant 
en  horizontale  qu'en"  rerticale  ;  il  viendra  (5040)*,  qu'il  Éiut 
multiplier  par  8  et  par  1 1 99,  ce  qui  donne  243,652,1 47,200 
combinaisons  pour  la  troisième  bordure  du  carré  de  9* 
Soit  m  ce  produit. 

S'il  n'y  a  qu'une  bordure ,  et  qu  elle  soit  formée  avec 
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les  16  premiers  et  les  1 C  derniers  nombres  (ce  qui  est  le  cas 
que  Ton  considère), il  &ut  multiplier  m  par  363,91 6,800=r/z, 
qui  représente  les  combinaisons  de  7  sans  bordure. 

SU  7  en  a  deux, il  faut  multiplier  m  par  323,547,955,200 
=/?,  et  qui  représente  le  carré  de  7 avec  une  bordure,  en 
prenant  toujours  les  nombres  suiyans  et  ceux  qui  pré^ 
cèdent  les  16  derniers  pour  cette  bordure. 

S'il  j  a  3  bordures,  il  feut  multiplier  m  par  6,105,600, 
qui  est  la  somme  des  combinaisons  de  7  avec  une  bor- 
dure, et  par  23040,  qui  représente  le  carré  de  5  avec 
bordure,  ou  par  140,673,024,000=^.  Ce  nombre  23040 
est  cdui  àes  combinaisons  des  bordures  de  5  pour  le  9.<- 
carré  de  3,  qui  est  celui  que  l'on  considère. 

Leprenûerproduit  de  m 

par  n  donne 88,669,109,722,152,960,000 

Le  second  produit  de  m 

par  f?  est 78,833,1 54,006,649,405,440,000 

Le  troisième  produit  de 

m  par  7  donne 34,275,284,350^17,132,800,000 

Total Il 3,1 97,1 07,467,088,691 ,200,0C0 

Cette  énorme  somme  de  combinaisons ,  pour  le  carré  de 
9  avec  bordures,  nVst  cependant  que  pour  le  seul  cas 
choisi^  savoir  :  dans  une  progression  de  81  termes,  on 
prend  y  pour  la  bordure  de  9,  les  16  premiers  nombres  et 
leurs  complémens;  les  12  nombres  suivans  et  leurs  com- 
plémens,  pour  la  bordure  de  7;  les  8  nombres  qui  suivent , 
et  leurs  complémens,  pour  celle  de  5,  et  enfin  les  9  du 
milieu  pour  le  carré  de  3.  Mais  combien  d'autres  supposi- 
tions a  faire!  On  pourrait  chobir  les  12  premiers  et  leurs 
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complément  pour  la  2.^  bordure ,  et  les  suiyans  pour  la 
8.C ,  ou  bien  les  8  premiers  et  complémens  pour  la  bor- 
dure de  5,  et  les  12  intermédiaires  arec  leurs  complémei» 
pour  celle  de  7;  choisir  d'autres  carrés  centraux  de  3 ,  de 
5  et  do  7,  etc.,  etc.  L'on  reviendra  sur  les  bordures  en 
traitant  des  difTérences. 

L'on  s'est  arrête  long-temps ,  et  trop  long-temps  peut- 
être  ,  sur  la  bordure  de  9;  mais  l'on  désirait  Êdre  voir  com- 
ment on  devait  procéder  dans  tous  les  autres  cas,  et  dé- 
duire d'une  supposition  d'angles  et  d'une  première  com- 
binaison, toutes  les  autres  pour  ces  mêmes  angles  :  car  on 
'tïhciv  constans ,  ainsi  que  les  petits  nombres  restuis.  Les 
valeurs  de  r  et  de  t  varient  avec  a  et  p ,  mais  ont  une 
forme  constante  pour  les  mêmes  angles. 

On  verra  {planche  II  ^Jigure  1 7)  le  carré  de  9  avec  bor- 
dures ;  l'on  a  formé  la  deuxième  et  la  troisième  avec  les  28 
premiers  et  les  28  derniers  nombres  indistinctement ,  et  le 
carré  central  de  5  avec  les  25  nombres  du  milieu  de  la 
progression ,  par  la  méthode  expéditive. 

'ARTICLE  I\. 

CARRÉ     DE     11     AVEC     BORDURE. 

On  verra  {planche  II ^Jigure  18)  le  carré  de  II  avec 
bordure.  On  |a  suivi,  pour  sa  formation,  l'ordre  des  121 
premiers  nombres,  en  prenant  les  20  premiers  pour  la  qua- 
trième bordure,  les  16  suivans  pour  la  troisième,  les  12  qui 
viennent  ensuite  pour  la  deuxième ,  et  enfin  les  8  qui  pré- 
cètlent  les  9  du  milieu  de  Li  progression ,  j>our  la  première. 

Puisqu'on  a  les  bonlures  de  5,  de  7  et  de  9,  il  n'y  aurait 
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qtt  À  chercher  celles  de  11  ;  les  autres  se  construiraient, 

d'après  ce  qui  a  été  dit ,  en  substituant  aux  progressions 

choisies  dans  l'ordre  naturel,  et  commençant  par  l'unité, 

les  progressions  dont  le  premier  terme  serait  21  pour  la 

bordure  de  9,  37  pour  celle  de  7,  et  ti9  pour  ccDc  de  5: 

ainsi  point  de  difficulté  à  cet  égard.  D  reste  la  quatrième 

bordure,  ou  ceUe  de  1 1 ,  à  construire  avec  les  20  premiers 

nombres  et  leurs  complémens  :  c'est  le  seul  cas  que  l'on 

cxambe  ici. 

^  «urait  3  grands  nombres  et  6  petits  à  la  dernière 
horiKontalc,  5  grands  et  4  petits  à  la  première  Terticale; 
le*  ^i^gks  sont  de  même  espèce,  puisqu'il  y  a  autant  do 
p3^w  que  d'impairs  à  la  bordure  ;  l'une  ou  l'autre  de  ces 
lignes  se  forme  aisément,  mais  l'autre  pourrait  ne  pas  se 
construire  d'après  les  nombres  choisis  pour  la  précédente. 
Snpposons  donc  qu'on  ait  la  rerticale  achevée ,  et  que 
panni  les  9  nombres  rcstans  on  ait  pris  3  grands  et  6  petits 
nombres  pour  l'horizontale.  Si  la  somme  est  telle  qu'il 
eiîste  entre  elle  et  celle  qu'on  doit  avoir,  une  différence 
paire  (si  elle  était  impaire,  on  ne  pourrait  conserveries 
angles  choisis),  on  en  prend  la  moitié,  et  l'on  voit  sur  le 
champ  si,  parmi  ces  9  nombres,  on  en  peut  remplacer  un 
ou  plusieurs  par  un  ou  plusieurs  autres ,  de  manière  que 
ces  derniers  soient  moindres  ou  plus  grands  que  les  pre- 
miers ,  de  la  moitié  de  la  différence.  Ainsi ,  la  verticale  étant 
t^le  que  le  porte  la  figure  18,  qu'on  ait  pris  111,114, 116, 
pour  les  3  grands  nombres  de  l'horiEonlale ,  chaque  ligne 
devant  avoir  1 1  •  61  =  671 ,  et  les  angles  3,5,  donnant  119 
et  117=236  pour  complémens,  il  fout  encore  671 — 236= 
4(35  pour  compléter  l'horizontale.  Or  les  3  grands  choisis 
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donnent  341^  lesquels  soustraits  do  435,  reste  94  pour  les 
6  petits.  Mais  ces  6  petits  sont  7, 10,  15, 17,  18, 19,  dont 
la  somme  est  8G ,  il  manque  8;  dont  la  moitié  est  4  :  il  but 
donc  prendre  un  grand  dont  la  yaleur  surpasse  de  4  l'on 
des  nombres  choisis;  or  1 1 5  surpasse  111  de  4.  On  prendra 
donc  114,  115,  1 1G,  pour  les  3  grands;  les  petits  seront 
alors  10, 11, 15, 17, 18, 19,  dont  la  somme  est  90.  Les  3 
grands  donnent  345;  le  tout  Tant  435,  somme  exigée  d'a- 
près les  angles. 

On  Toit  aisément  pourquoi  on  prend  moitié  de  la  diffé- 
rence. En  effet,  si,  comme  ici,  Fun  des  grands  augmente 
de  4 ,  celui  qu'il  remplace  donne  un  petit  nombre  qui  aug- 
mente aussi  de  4 ,  ce  qui  complète  la  différence  8«  D  en 
est  de  môme  des  autres  cas. 

Cette  remarque  est  importante  pour  toutes  les  bordures. 

On  facilite  souvent  la  formation  d'une  des  lignes,  l'autre 
étant  construite,  en  faisant  quelque  cliangement  à  celle-cL 

Si  Ton  ne  peut,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  former 
la  deuxième  ligne ,  c'est  une  preuve  que  les  angles  ont  été 
mal  choisis ,  et  on  les  change 

Pour  obtenir  les  combinaisons  de  la  bordure  de  11,  il 
faudrait,  comme  on  a  fait  pour  celfc  de  0,  calculer  le 
nombre  de  bordures  pour  chaque  cas.  Se  bornant  à  un 
seul,  celui  de  la  figure  18,  soit  a  le  nombre  de  bordures, 
h  le  nombre  des  combinaisons  du  carré  de  9  sans  bor- 
dures; soit  f =(l,  2,  3,  4,  5,  G,  7, 8,  9)'=:3G2880'  :  c'est 
le  nombre  de  variations  des  9  cases  intermédiaires  de  l'ho- 
rizontale et  de  la  verticale.  On  aura,  si  le  carré  de  9  est 
simple,  pour  les  combinaisons  du  carré  de  11  à  une  bor- 
dure, 8atc. 
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S'il  y  en  a  deux,  on  multipliera  Sac  par  les  combinai- 
sons du  carré  de  9  à  une  bordure. 

S'il  j  en  a  trois,  alors  Sac  sera  multiplié  par  les  combi- 
naisons du  carré  de  9  avec  deux  bordures. 

Enfin,  s'il  j  a  4  bordures,  le  produit  de  Sac  par  les  com- 
binaisons du  carré  de  9  avec  trois  bordures ,  donnera  les 
combinaisons  dans  ce  cas. 

On  Yoit  quel  nombre  prodigieux  résulterait  de  la  somme 
de  ces  produits  ;  le  plus  long  calcul  serait  celui  de  a  :  en- 
core est-il  restreint  ici,  puisqu'on  se  borne  aux  angles  3,  5. 
La  valeur  de  b  est  très-difficile  à  trouver,  à  raison  de  la 
multitude  de  formes  dont  il  est  susceptible. 

Quant  à  la  méthode  pour  trouver  les  bordures  de  11 ,  elle 
est  la  même  que  ceUe  suivie  pour  5, 7  et  9.  On  se  contentera 
de  présenter  cette  méthode,  qui  suffira,  avec  ce  quia  déjà 
été  dit,  pour  mettre  entièrement  sur  la  voie.  La  théorie  des 
différences,  et  les  deux  ou  trob  exemples  que  l'on  va  don- 
ner^ achèveront  ce  que  l'on  avait  à  dire  sur  les  bordures. 
Soit  h  la  valeur  de  l'horizontale ,  défalcation  faite  des 
complémens  des  angles; 
"v  la  valeur  de  la  verticale ,  défalcation  Êiite  du  plus 

petit  angle  et  du  complément  du  plus  grand; 
s  la  somme  de  tous  les  petits  nombres,  angles  dé- 
falqués; c'est  ici  5=210 — angles; 
a  la  somme  des  trois  grands  nombres  de  l'ho- 
rizontale ; 
h'^azzzq  la  somme  des  6  petits  nombres  de  cette 

hbrizontalc; 
r=la  somme  des  petits  nombres,  moins  les  angles 
et  les  complémens  des  trois  grands  de  l'hori- 
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Kontale.  Gomme  ces  complémens  Talent  trois  ' 
couples — a=;366— a ,  on  aura  r=f —  (366— «) 

=210— angles— 366+a=û—(156+aiigle«). 
Soit  p  =.  somme  des  4  plus  petits  nombres ,  non  ocmi- 
pris  les  angles  et  les  complémens  de  a  ; 

<= complément  des  5  grands  nombres  de  la  ver- 
ticale =5  couples  moins  la  Tcrticale  diminuée 
de  p=GIO — {v — p); 

t  ■\-  ^= somme  de  tous  les  petits  nombres  restans, 
après  ceux  des  angles  et  des  complémens  des 
grands  de  l'horizontale  défalqués,  et  encore 
moins  ceux  de  p  ; 

r—  (<+^  )  sera  égal  à  p,  ou  >  ou  <  p;  s'il  y  a 
égalité,  Ton  a  combinaison;  si  ce  reste  est<^p, 
il  n'y  a  rien;  s'il  est  ^  ;? ,  il  peut  y  avoir  combi- 
naison, lorsque  la  moyenne  entre  ce  reste  et  p 
peut  avoir  lieu  par  composition*  Un  exemple 
éclaircira  cette  théorie. 

AISGLES    1    5. 

Complémens,  117,  121;  leur  somme  est  23ff,  et  671— 
238=^33=;*;  1  +  1 17=118,  et  G7l—118=553=ti;ces 
deux  valeurs  de  h  et  v  ne  varient  pas  pour  les  mêmes 
angles. 

La  somme  des  petits  nombres  de  I  à  20=210, la  somme 
d(»s  angles  est  G  :  donc  s  =20'i ,  et  r=  a  +  204  —  366  = 
a — 1G2;  l'on  aurait  plus  simplement  r=za — (156+6)= 
a — 1G2.  Ici  15G  est  invariable  poui^  toutes* les  bordures 
de  1 1 ,  puisqu'il  résulte  de  la  soustraction  de  210,  nombre 
constant ,  de  3GG ,  autre  nombre  constant  ;  mais  a  y  et  6,  qui 
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représentent  les  angles^  yarient.  gcsh-^a. . .  •  t =610 — 
(i;— /y)^.  p  varie;  610  est  constant;  et  t;  est  constant  aussi, 
mais  seulement  pour  des  angles  fixes.  Ici  ^  =  610  — 
553+p=^7-i-p.  On  disposera  les  yalcurs  comme  suit  : 

h=m....  i;=553 «=120  119   118=357 

r=195. . . .  ^=70 p=6  7  8  9=30. . .  f =87. . .  • 

1+^  =  163, . . .  r—  (/+7)=32>p.  La  moyenne= 
31  qu'on  lait  par  6  7  8  10. 
Petits  nombres  rcstans  0  1112  13  M  15  16  17  18  19  20 

HOaiZOHTALE.  YERTICALB. 

9  il  12  13  U  17)^^^  ^^^  ^^^     107  106  104  103 

,     H30119118     . 
9  11  12  13  15  16)  108  105  104  103 


102)    6  7  8  10 
102(2  bordur. 


ANGLES    fi    8. 

h=iS9....  v=553 121  120  119  =  360=a 

r=192. . . .  7=79. . .  p=5  6  7  9=27. . . .  t=Sti 

y  +  /=163 r— (7+f)=29>p:  donc;7=28  par 

5  6  7  10. 

Les  petits  nond>res  rcstans  sont  les  mânaes  qiic  dessus. 


II0E1Z05TALB. 
9  11  12  13  I4  20> 
9  ff  12  13  15  19 
9  11   12  13  16  18| 
9  11   (2  14  15  18)121  120  119 
9  11   12  14  16  I7I 
9  11  13  14  15  17 
9  12  13  14  15  16 


TBRTICÀLE. 
103  104  105  106  107 
102  104  105  106  108 
102  103  105  107  108  r    5  (;  7  |o 
102  103  105  106  109^7  Jx^nlur. 
102  103  104  107  109 
102  103  104  106  110 
102  103  104  105  111 


Encore  un  dernier  exemple. 

ANGLES    3    9. 

/i=:439. . . .  i;=:;:555....  grands  nombres  121  118  115  = 


I     ■• 

i' 
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3j1=/7.  ...  r=l86 <7=8j.  ...  p=:  2  .1  i\  8= 

21. . . .  /  =  76. . . .  t+q=  l()i r— (r+7)=zz25>p. 

Donc  p  doit  être  =23,  par  2  5  G  10. 

Les  nombres  reslans  après  les  angles,  les  compléinens 
de  a,  et  après  ;?,  seront  donc  8,  11,  12,  13,  Ift,  15,  1(5, 
17,  18,  19,  20,  arec  lesquels  on  doit  faire  85=7. 


nOEIZONTALE. 

s  11  12  15  I9S0'\ 

8  II  i2  16  18  SO 

S  il   là  1:  18  19 

8  II  13  m9  20 

8  II  13  15  18  20 

8  II  13  16  17  20 

8  II  13  16  18  19 

8  II  11  15  17  20J 

8  II  U  13  18  19 

8  II  U  16  17  19 

8  11  15  16  17  18 

8  12  13  11  18  20^ 

812  13  13  17  20\l2l  118  115 

8  12  13  15  18  19 

8  12  13  16  17  19] 

8  12  U  15  1G  20 

8  12  I  l  15  17  19 

8  12  11  16  17  18 

8  13  U  15  1G  19! 

8  13  M  15  17  18 

11  12  13  11  13  20 

11  12  13  I11G  19 

11  12  13  11  17  18 

11  1213  15  16  18 

11  12  11  15  16  17 


VERTICALE. 

loi  105  10C  108  109 
103  105  107  108  109 

102  106  107  108  109 

101  103  106  107  110 

103  105  100  108  110 
103  101107  108  110 

102  105  107  108  1101 

103  101  106  109  1101 
102  105  106  109  110 
102  101  107  109  110 

102  103  108  109  1101 

103  105  106  107  1 
103  101106  108  1 
102  105  106  108  1 

102  101  107  108  1 

103  101  105  109  1 
1 02  1 0 1 1  or.  1 09  1 
102  103  107  109  1 
102  101  lOr,  110  1 

102  103  106  110  1 

103  101  105  iOG  111 
102  101  105  107  111 
102  103  106  107  111 
102  103  105  1  OS  111 
102  103  101  109  111 


, 


2  5  6  10 
'25  Lordur. 
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On  YoH  avec  quelle  rapidité  croissent  les  bordures  pour 
une  seule  supposition  de  3  nombres  en  boricontale. 

On  Ta  terminer  ce  qui  concerne  la  recherche  des  bor- 
dures par  un  dernier  exemple  sur  1 3. 

ARTICLE  V. 

CÂERi    DE    13    ATBC    BORDUBB. 

On  ne  s'occupe  ici  que  de  la  bordure  la  j^us  extérieure 

formée  arec  les  24  premiers  nombres;  chaque  ligne  doit 

avoir  13*85  =  1 105.  H  faut  ici  4  grands  et  7  petits  en 

horijsontale  6  grands  et  5  petits  en  verticale. 

Soient  toujours  h  l'horizontale  moins  les  complémens  des 

an^^; 
V  la  verticale  moins  le  petit  angle  et  le  complément  du 

grand; 
s  la  somme  des  petits  nombres  moins  les  angles.  Ici 

5=300  moins  les  angles  ; 

a  =la  somme  des  4  grands  nombres  de  l'horizontale  ; 

q=zh — a = la  somme  des  7  petits  de  l'horizontale  ; 

r=: somme  des  petits  nombres,  moins  les  angles  et  les 
complémens  de  a.  Ces  complémens  valent  4  couples 
moins  a;  le  couple  vaut  1 70  :  donc  r  rr:  5 — (680  —  a  ) 
=£1— (680— 5)=fl  — (680— 300+angles)  =  û  — 
<  380  + angles); 

pz=.  somme  des  5  plus  petits,  sauf  les  angles  et  les  complé- 
mens des  4  grands  de  a  ; 

(=complémentdcs  6  grands  de  la  verticale  =  6  couples 
moins  la  verticale  diminuée  dep  =:  1020  —  (v — f?)  = 
p  + 1020—1;; 

i  +  g  =  somme  des  petits  nombres  restans  après  ceux  des 


TOM.    I. 


U 
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angles  et  les  complémens  des  grands  de  lliorÛEontale,  et 
moins  I?; 
r-^(£  +  ^)  =  <  >  p^  Si=:p,il  ya  combinaison;  si  < 
p,  il  n'y  a  point  de  combinaison;  si, enfin  y^p,i\  peut 
y  avoir  combinaisons ,  et  elles  ont  lieu  si  la  moyenne  entre 
p  et  r  —  (  f  +  ^  )  est  composable* 

Soient  choisis  les  angles  3 ,  7. 

Les  complémens  sont  163, 167  =  330.  Or  1105—330 
=  775  =  /i.  De  même  3+  163=166,  et  1105—160 
= 939 = v.  La  somme  des  24  petits  nombres = 300  :  donc 
5=300  —  10=290. 

Soient  les  k  grands  nombres  de  l'horizontale  =  161, 
162, 165, 168=656=fl  :  on  aura^— «=^=1 19. . . . 

r=656— 390=266. . . .  p  =  1 , 4,  6,  10, 1 1  =32 

f=1020  — 939  +p=8l  +p=z  113... .  /  +  ^=232. . . . 
r — (i  +  ^)=34>;?:  donc  ;?doit  être  =33, qu'on  peut 
fairepar1,4,6,10,12. 

Les  petits  nombres  restans  sont  II,  13,  14,  15,  16, 
17,  18,  19,  20,  21,22,23,24,  et  il  faut  (aire  119  =  ^ 
arec  7  de  ces  petits  nombres;  on  a  les  4  grands ,  ce  qui 
complète  l'horizontale.  Quant  à  la  verticale ,  on  a  déjà  les 
5  petits  de  p  ;  et  en  prenant  les  complémens  des  petits  res- 
tans, on  aura  cette  verticale.  Les  valeurs  des  lettres  ci- 
dessus  s'arrangent  comme  ci-après  : 

/i  =  775.  ...v  =  939. ...  161  162165  168=656=a... 
r=266.  ...9=1I9....;?=I  4  6   10  II  =32..../ 

=  113 /  +  ^=232 r  —(/  +  </)  =  34  >  p  = 

I  4  6  10  12  =  33. 

Voici  toutes  les  combinaisons  pour  le  cas  dont  il  s'agit. 
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14  15  19  23 
Ift  15  20  22 
14  15  21  22 
14  16  18  23 
14  16  19  22 
14  16  20  21 
14  16  20  22 
14  17  18  22 
14  17  19  21 
14  17  19  22 
14  17  20  21 
14  18  19  20 
14  18  19  21 

14  18  20  21 

15  16  17  23 
15  16  18  22 
15  16  19  21 
15  16  20  21 
15  17  18  21 
15  17  19  20 
15  17  19  21 
15  17  20  21 
15  18  19  20 

15  18  19  21 

16  17  18  20 
16  17  18  21 
16  17  19  20 
16  17  19  2! 

16  18  19  20 

17  18  19  20 


\ 


24 
24 
23 
24 
24 
24 
23 
24 

24 

2 

2 


2.'ll  «» 


A 


9) 


1 

g 

g 


"1 


2; 

22)  _ 

24\g 

24 

24 

2 

2H 

24 
231 
22 
23 
22 
24 
23 
23 
22 
22 
2! 
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48  149  150  152 

47  149  151  152 

46  150  151  152 

48  149  150  151 

47  149  150  152 
47  148  151  152 

46  149  151  152 

47  149  150  151 
47  148  150  152 
46  149  150  152 

46  148  151  152 

47  148  149  153 
46  148  150  153 

46  147  151  153 

48  149  150  151 

47  149  150  151 
47  148  150  152 

46  148  151  152 

47  148  150  151 
47  148  149  152 
46  148  150  152 
46  147  151  152 
46  148  149  153 

46  147  150  153 

47  148  149  151 
46  148  150  151 
46  148  149  152 
46  147  150  152 
46  147  149  153 
46  147  148  154 


153  154^ 
153  154 
153  154 
153  155 
153  155 
153  155 

153  155, 

154  1551 
154  15! 
154  1i 
154  1 
154  11 
154  1 
154  1551 

152  156 

153  156 
153  156l 

153  1 

154  1 
154  1 
154  1 
154  1561 
154  156 

154  156 

155  156 
155  156 
155  156 
155  156 
155  156 
155  151 


0» 


M 


» 


e 
o 

I 


212  .             CARRI 

É  DE  13 

^^^ 

BORIZORTilB. 

.  VBRTIGiLB. 

11  14  15  16  17  22  24i 

V 

147  149  150  151 

152  157^ 

Il  14  15  16  18  21  24 

\ 

147  148  150  151 

153  157 

11  14  15  16  19  20  24 

147  148  149  152 

153  157 

11  14  15  16  19  21  23 

146  148  150  152 

153  f57 

11  14  15  16  20  21  22 

146  147  151  152 

153  157 

11  14  15  17  18  20  24 

147  148  149  151 

154  157 

11  14  15  17  18  21  23 

146  148  150  151 

154  1S7 

11  14  15  17  19  20  23 

146  148  149  152 

154  157 

Il  14  15  17  19  21  22 

146  147  150  152 

154  157 

11  14  15  18  19  20  22 

Ci 

146  147  149  153 

154  157 

Il  14  16  17  18  19  24 

^t^m 

147  148  149  150 

155  1571 

-* 

11  14  16  17  18  20  23 

146  148  149  151 

155  1571 

& 

11  14  16  17  18  21  22 

/«•K 

146  147  150  151 

155  157^ 

0 

11  14  16  17  19  20  22' 

^1 

146  147  149  152 

155  1571 

0 

Il  U16  18  19  20  21 

\i' 

146  147  148  153 

155  t57\ 

11  15  16  17  18  19  23 

h 

146  148  149  150 

156  157/ 

11  15  16  17  18  20  22 

146  147  149  151 

156  157/ 

1 

Il  15  16  17  19  20  21 

146  147  148  152 

156  157 

1 

13  14  15  16  17  20  24 

§  • 

1-- 

2 

147^148  149  151 

152  1591 

13  14  15  16  18  19  24 

147  148  149  150 

153  J59I 

0 

13  14  15  16  18  20  23 

ce 

• 

146  148  149  151 

153  1591 

13  14  15  16  18  21  22 

146  147  150  151 

153  1591 

13  14  15  16  19  20  22 

146  147  149  152 

153  1591 

13  14  15  17  18  19  23 

146  148  149  150 

154  159| 

13  14  15  17  18  20  22 

146  147  149  151 

154  159 

13  14  15  17  19  20  21 

146  147  148  152 

154  159 

13  14  16  17  18  19  22 

146  147  149  150 

155  159 

13  14  16  17  18  20  21 

146  147  148  151 

155  159 

13  15  16  17  18  19  21 

/  ^ 

146  147  148  150 

156  159, 

14  15  16  17  18  19  20/ 

/  1 

146  147  148  149 

157  159/ 

_ 
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On  a  donc  60  bordures  pour  la  seule  supposition  de 
161 ,  162 , 1 65 , 1 68  en  grands  nombres  à  l'horizontale  y  les 
angles  étant  3,7. 

D'après  la  méthode  suivie ,  et  toujours  dans  la  supposi- 
tion de  progression  des  nombres  naturels,  commençant 
d'ailleurs  ou  non  commençant  par  l'unité,  on  aura  en 
général,  en  Êdsant  2m  -f-  1  =un  nombre  impair  quel- 
conque, la  règle  suivante  pour  les  grands  et  petits  nombres 
de  l'horizontale  et  de  la  verticale  (6  est  excepté  )« 

Les  an^es  seront  de  même  espèce  ;  le  plus  petit  nombre 
des  deux  sera  placé  à  Fangle  supérieur  gauche  (il  pourrait 
l'être  à  un  angle  quelconque;  mais,  comme  on  multiplie 
par  8 ,  à  rabon  des  8  positions  du  carré  total ,  on  fixe 
mieux  les  idées  en  adoptant  une  position  constante  pour  le 
plus  petit  des  angles  );  alors  m  désignera  le  nombre  des 
grands  nombres  de  la  verticale ,  et  m— -1  celui  des  petits; 
in+ 1  <^l^  ^^  petits,  et  m  —2  celui  des  grands  de  l'ho- 
rizontale* 

Cette  règle  n'est  coiâtante  que  dans  le  cas  que  l'on 
examine  :  car,  si  l'on  forme  les  bordures  arbitrairement 
lorsqu'il  j  en  a  plusieurs ,  ou  si  la  progression  est  interrom- 
pue ,  il  n'y  a  que  les  différences  pour  parvenir  à  la  cons- 
truction de  ces  bordures. 
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DEUXIÈME  SECTION. 


La  racine  est  mi  nombre  impair  composé. 


S  1-^' 

LA    RACINE    EST    UN    CARRE. 

Gomme  les  carrés  dont  il  s'agit  dans  ce  paragraphe  ont 
des  périodes  en  diagonale  ou  en  verticale  dans  ks  tablean^, 
il  &nt  rechercher  dans  quel  cas  ces  périodes  se  troirrent 
dans  Fnne  ou  l'antre  ligne.  On  supposera  toujours  que  la 
première  horizontale  comprend  tous  les  nombres  de  la 
racine.  On  Toit  que,  si  l'on  agit  ainsi,  c'est  pour  plus  de 
facilité,  et  afin  de  suivre  une  marche  constante  :  car  ce 
que  Ton  dit  des  horizontales  s'appliquerait  aussi  bien  aux 
verticales,  mais  ce  ne  serait  qu'un  changement  de  position 
du  carré  :  on  n'altère  donc  pas  la  condition  de  génëraKté 
en  opérant  seulement  sur  les  horisoiltales.  €ela  aura  Ben 
dans  tout  le  cours  de  ce  traité. 

Soit  donc  n^  le  nombre  des  termes,  n*  la  racine^  et  n 
la  racine  de  la  racine. 

Si  la  2.^  horizontale  commence  par  le  2.®  terme  de  la 
première ,  le  moyen  doit  être  à  la  un  de  cette  première. 

Si  Ton  commence  la  2.^  horizontale  par  le  dernier  terme 
de  la  première,  ce  moyen  sera  le  premier  terme  de  la  pre- 
mière horizontale. 

Que  Ton  commence  la  2.^  horizontale  par  un  terme  de 
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minière  dont  le  rang  est  n  :  il  j  aura  période  à  la  pre- 
;  diagonale,  et  cette  période  anra  nn  nombre  n  de 

e  rang  du  l.^r  terme  delà  2.*  horuontale  est  le  n+  f 
première,  c'est  en  verticale  que  se  trouvera  la  pé- 
,  qui  aura  toujours  n  termes.  ^ 

Ton  commence  la  2.^  horizontale  par  un  nombre 
le  rang  est  n  -|-  2  dans  la  première,  la  période  sera  à 
diagonale ,  et  sera  encore  de  n  termes* 
m  sera  de  même  des  multiples  de  n  .*  ainsi,  la  2»^  ho- 
talé  commençant  par  les  nombres  tenant  les  rangs 

2n  + 1 ,  2n  +  2 3/i,  3n+  1 ,  3/i+  2,  etc.,  dans 

smière,  les  périodes  seront  à  la  1.^^  diagonale,  à  la 
:a]e, ou  à  la  2.^  diagonale. 

uiCde  ces  notions  que ,  connaissant  la  valeur  de  chaque 
d'un  tableau  =:n*m,  m  étant  le  moyen,  il  (aut  diviser 
valeur  par  ti,  et  faire  en  sorte  que  la  période  soit  égale 
lotient  nm ,  ce  qu'il  est  facile  d'obtenir.  On  en  verra 
H  des  exemples. 

serait  un  problème  intéressant  à  résoudre  que  Celui 
>uver,  parmi  les  combinaisons  3à3,4à  4,  nàn, 
i  ceDes,  et  seulement  celles  qui  douneraient  un 
re  déterminé.  La  sdiution  de  ce  problème  est  indis* 
ble  pour  connaître  toutes  les  combinaisons  de  pé- 
i  dans  les  tableaux  des  carrés  de  ce  paragraphe; 
elle  parait  très-diffîcile.  Il  Êiut  donc  chercher  à  part 
>mbinaisons;  et,  si  le  nombre  qui  représente  la  racine 
«nsidérable ,  cette  recherche  est  longue  et  fiistidieuse. 
ésignera  par  A  ce  nombre  de  combinaisons ,  parmi 
dles  ne  sont  pas  comprises  les  variations  dont  elles 
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sont  susceptibles  chacune  en  particulier,  mais  seulement 
les  combinaisons  simples.  Ainsi,  pour  le  carré  de  3,  le  plus 
petit  de  tous ,  on  est  dans  le  cas  de  rechercher  les  diffé- 
rentes manières  de  ùâre  15  avec  3  nombres  de  la  suite  na- 
turelle de  1  à  9.  Il  y  a  Scombinaisons ,  savoir  :  1 , 5,  9. . .  . 
i,u,o..*«JI,4,9**-«^,9,o....iS,o,7.  ••.3,'ï,8. ... 
3 , 5, 7. ...  4,5, 6  :  donc  ici  A=8.  Quant  aux  variations , 
elles  sont  connues  et  fixes  pour  chaque  combinaison  ou 
période.  Ainsi,  soit  n  le  nombre  de  termes  d'une  période  : 
les  variations  sont  1 , 2,  3. ...  /t  pour  chacune. 

Yoici  encore  les  combinaisons  5  à  5  des  25  premiers 
nombres  :  ici  n=5. . .  n*  i=:25  =  la  raciue. . .  w*  =  le 
carré  de  25;  chaque  période  est  de  5  termes  ;  chaque  Hgne 
du  premier  tableau ,  comprenant  les  25  nombres  de  la  ra- 
cine, est  de  (25+1)*?  =  13.25=325;  et  la  période  de 
5  termes  =  ^  =  65= nw = 5  •  1 3.  Il  s'agit  donc  de  trou- 
ver toutes  .les  combinaisons  de  5  nombres  sur  les  25  pre- 
miers de  la  série  des  nombres  naturels ,  de  manière  que 
leur  somme = G5  =  A. 

Pour  cela  on  prend  d'abord  l'unité ,  à  laquelle  on  ajoute 
successivement  les  nombres  2,  3,  ^1,  etc.;  puis  on  choisit 
le  plus  grand  nombre  25,  auquel  on  ajoute  également  et 
successivement  24 ,  23 ,  etc.,  jusqu'à  ce  qu^on  arrive  à  deux 
nombres  qui  ne  diffèrent  que  d'une  ou  de  deux  unités.  A 
ce  point,  on  ne  peut  pousser  plus  loin  les  combinaisons. 

Soient  donc  1,2  fixes  :  on  prendra  ensuite  25  aussi  fixe, 
et  il  fiiudra  y  ajouter  24,  puis  23 ,  puis  22,  etc.,  ce  qui 
donnera  24,  13. . .  .23, 14. ..  .22,  15.  ...21,  16.  ...20, 
17. ...  19,  18;  et,  comme  19,  18  ne  difTcrent  que  de  Tu- 
nité,  on  abandonnera  25,  et  Ton  prendra  24  pour  grand 
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nombre  ûxe,  ce'  qui  donnera  23, 15. . . .  22,  16. . . .  21 , 
17. ...  20 ,  18;  et,  comme  20  et  18  ne  diffèrent  qae  de  2 
unit^,  on  ne  peut  augmenter  l'un  et  diminuer  l'autre  d'une 
unité  sans  les  rendre  égaux  :  on  passera  donc  à  23  ÛKe, 
et  l'on  agira  comme  ci-dessus*  Toici  ces  combinaisons.  Le 
premier  grand  nombre  ne  sera  placé  qu'une  fob  à  chaque 
ligne. 

1  2. 


25 

24  13....23 

14....22  15....21 

16 

21 

23  15....22 

16....2I  17....20 

18 

2} 

22  17....21 

18....20  19 

22 

21  19 

1  3. 

25 

24  i2....23 

13....22  14.0.21 

15 

21 

23  14...22 

15....21  16....20 

17 

23 

22  16...,2I 

17....20  18 

22 

21  f8....20  19 

.20 


17...19  18j 


eom]>iii, 


<16) 


Ayant  d'aUer  plus  loin,  on  observera  qu'on  peut  abréger 
les  recherches  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l'on  examine  les  groupes  qui  précèdent,  il  est  facile 

de  reconnaître  t.^"  qu'il  suffit  de  comparer ,  dans  le  premier 
groupe  de  chaque  ligne ,  les  deux  derniers  nombres,  pour 
déterminer  le  nombre  de  combinaisons  de  cette  ligne.  En 
effet,  n  la  différence  était  paire,  la  moitié  de  cette  diffé- 
rence désignera  ce  nombre  de  combinaisons;  si  elle  est 
impaire,  ce  sera  la  plus  grande  moitié  qui  donnera  les 
combinaisons^  Ainsi,  pour  1,  2,  les  nombres  qui  suivent 
25  sont  2/i,  13.  Or  24— 13=1 1 ,  il  y  aura  donc  six  com- 
binaisons;  de  même  pour  1 ,  3  et  25, l'on  a^  pour  les  deux 
derniers  nombres  du  premier  groupe,  24  et  12;  la  diffé- 
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naison  seia  donc  22, 20,19.  Enfin,  si  la  différence  surpasse 
de  2  nniCés  un  multiple  de  3,  le  nombre  du  milieu  sera  le 
tiers  de  ce  multiple,  plus  l'unité;  le  nombre  précédent  no 
suijMissera  que  d'une  unité  le  moyen,  et  le  nombre  suivant 
aura  2  unités  de  moins  que  ce  moyen. 

Enfin ,  4.^  lorsque  les  deux  premiers  nombres  du  pre- 
mier groupe  ne  se  suivent  pas  inunédiatement,  le  trobième 
nombre  est  répété,  et  il  le  sera  un  nombre  de  fois  égal  à 
la  moitié  ou  i  la  plus  grande  moitié  de  la  difS^nce  entre 
ces  deux  premiers  nombres,  et  c'est  seulement  à  ccMupter 
des  deux  premiers  nombres  qui  se  suivent  immédiatement 
que  l'on  appfique  la  deuxième  remarque.  Au  reste  on  fera , 
lorsqpie  l'occasion  s'en  présentera,  les  réflexions  qui  ser^ 
roui  à  abréger  les  recherches. 

n  est  encore  bon  d'observer  que  l'on  ne  peut  siqpposer 
pour  le  troisième  nombre  du  premier  groupe  un  nombre 
plus  petit  que  le  plus  grand  des  deux  petits  fixes  :  car  .on 
retomberait  dans  des  combinaisons  déjà  obtenues. 

L'on  va  continuer  la  recherche  des  combinaisons» 

1  a. 

25  24  1t (24— 11)=13  :  donc  7  combinaisons 

pour  25;  mais  1 3  est  impair  :  donc  il  yen  aura  5  pour  24.... 
4poar23.  ...2pour22....1  pour  21  ;  et  en  tout. . .  (19) 

1  5. 
25  24  10. . . .  (24— 10)=14  :  ainsi  7  combinaisons; 
mais  14  est  pair  :  3  y  en  aura  donc  6  pour  24. ...  4  pour 
23. . .  8  pour  22,  et  1  pour  21  :  en  tout (21) 

1  6. 
25  24  9 24—9=15,  impair  :  donc  8  combinai- 
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sons,  puis  6,  puis  5,  puis  3,  puis  enfin  2,  et  en  tout  24.  La 
dernière  est  21  19  18  :  car  65  —  7=58  =  57+1  = 
3.19+1 (M) 

1  7. 

25  2/1  8 2ft — 8=16  :  donc  8  combinaisons^  puis 

7,  5,  4,2,1:  en  tout (27) 

19. 

On  ne  peut  supposer  un  nombre  plus  petit  que  9  sans 
rentrer  dans  les  précédentes  combinaisons  ;  maiSy  si  le  pre- 
mier est  25,  et  le  dernier  9,  le  second  sera  23;  et,  comme 
25 — 22=3 ,  le  nombre  9  sera  répété  deux  fois,  saroir  â 
cKsKpie  premier  groupe  de  chacune  des  deux  premières 
lignes;  or 22 — 9=1 3  :  donc  7  combinaisons  à  la  première 
ligne*  Les  deux  derniers  nombres  du  premier  groupe  àe  la 
deuxième  ligne  devant  être  23,  9,  on  aura  23—9=14: 
donc  7  combinaisons  à  la  deuxième  ligne;  ensuite  6, 4, 
3, 1 ,  et  en  tout  28  combinaisons,  ci •  • .  ••  (28) 

1  9. 

25  20  10  sera  la  1/®  combinaison  ,  puisque  le  3«* 
nombre  doit  être  plus  grand  d'une  unité  au  moins  que  9. 
Ainsi  la  1 J^  ligne  aura  5  combinaisons;  la  2.®  aura  pour  les 
deux  derniers  nombres  du  premier  groupe  21, 10  :  donc 
6 combinaisons;  la  3.^  ligne  aura  !22, 10;  or  22«*10=12i 
donc  encore  6  combinaisons;  mais  25 — 20=5;  et,  lOne 
devant  être  répété  que  3  fois,  on  partira  de  la  3.* Ugne; 
or  12  est  pair  :  donc  les  lignes  suivantes  auront  5,  3,.  2 
combinaisons  :  en  tout  27,  ci C^T) 


I 


EST    UN    GARRé.  221 

1    10. 

La  1.>^  combinaison  sera  25  18  11  ;  mab  25-— 18=:7: 
donc  1  f  sera  répété  ft  fois.  Maintenant  18-^1 1=:7  :  donc 
4  combinaisons  à  la  L'aligne;  la  2.^  ligne,  19— -11=8: 
donc  encore  4  combinaisons;  à  la  3.®,  20^-11:=9,et5 
combinaisons  ;  à  la  4.^,  21 — 1 1=10  :  donc  encore  5  com- 
binaisons; ensuite  4,  2, 1 ,  et  en  tout  25  combinaisons, 
ci (25) 

1  11. 

I.re  combinaison,  25  16  12;  mais  25—16=9  :  donc  12 
sera  5  fois  répété;  à  la  L'aligne  on  aura  16—12=4: 
ainn  2  combinaisons;  à  la  2.®  ligne,  17 — 12=5  :  ainsi  3 
combinaisons;  la  3.^  ligne  aura  18 — 12=6  :  donc  encore 
3  combinaisons  ;  la  4.^  ligne,  ayant  1 9—1 2=:7,  aura  4  com- 
binaisons; enfin  la  5.^  ligne,  portant  20—1 2=8,  en  aura  4  ; 
et,  comme  ici  8  est  pair,  il  Tiendra  pour  les  autres  lignes 
3  et  1  :  donc  en  tout  20  combinabons (20) 

1  12. 

l.re  combinaison,  25 14  13;  mais  25—14=11  :  donc 
13  sera  répété  6  fois  :  ainsi  1  combinaison  à  la  1.'^  ligne; 
à  la  2.e,  15—13=2  :  donc  1  combinaison;  à  la  3.^  16— 
13=3  :  ainsi  2  combinaisons;  à  la  4.®,  17 — 13  =  4  :  ainsi 
encore  2  combinaisons;  à  la  5.^,  18 — 13=5  :  par  consé- 
quent 3  combinaisons;  à  la  6.®,  19 — 13=6  :  donc  encore 
3  combinaisons;  et  pour  la  7.^  ligne,  2  :  en  tout  13  com- 
binaisons, ci (13) 

1  13. 
\J^  combinaison;  22  15  14  :  ainsi,  l.re  ligne,  1  combi- 
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naison;  2.^  ligne,  aussi  1  ;  3.»  ligne,  2;  ft.e  lîgne ,  encore  2; 
5.®  ligne,  une  seule  :  en  tout,  7; l'on  a  14  répété  4  fois; 
cL (7) 

1  U. 

19  16  15  et  18  17  15  sont  les  deux  seules  combi- 
naisons  (2) 

Réunissant  tous  les  nombres  entre  parenthèses,  on  aura, 
pour  les  combinaisons  dans  lesquelles  entre  Funité ,  249 
combinaisons,  ci [243] 

2  3. 

I.re  combinaison,  25  24  11;  or  24—11=13  :  donc  7 
combinaisons  ;  ensuite  5,  4,  2,  1 (19) 

2  4. 
I.re  combinaison,  25  24  10. . .  24—10=14  :  ainsi  en- 
core 7  combinaisons ,et6,4,3,  1 (21) 

2  5. 

L'on  a  25  24  9. . .  •  24 — ^9=:15  :  donc  8  combinaisons; 
ensuite  6,  5,  3,  2 (24) 

2  6. 

25  24  8....  24-^8  =  16,  et  8  combinaisons  ;  pub 
7,5,4,2,1 (27) 

2  7. 
25  23  8.  1  je  ûgne,  8  combinaisons  pour  23—8=15; 
et,  comme  25,  23,  ne  diflèrent  que  de  2  unités ,  8  ne  sera 
pas  répété.  La  2,«  ligne  aura  pour  premier  groupe  24 , 
23, 9,  et  7  combinaisons;  ensuite  pour  les  autres  lignes 
6,  4,3,1:  en  tout (29) 


EST    UN    CAR&é. 


223 


2  8. 

1j^  combinaison 9  25  21  9;  iJ^  ligne,  6  combinaisons; 
Z^igae,  24  22  9  :  donc  7  combinaisons;  3.e  ligne,  23  22 
10,  et  6  combin^j^ns^  ensuite  5,  3,  2  :  en  tout. .  (29) 

2  9. 

iJ^  figue,  25  19  10,  et  5  combinaisons;  2.« ligne,  24 

20  10,  et  encore  5  combinaisons;  3.<^  ligne,  23  21  10,  et 
6  combinaisons;  4.^  ligne,  22  21  11,  et  5  combinai- 
sons; puis  4,  2,  1  :  en  tout (28) 

2  10. 

iJ^  ligne  ,  25  ^7  11 ,  et  3  combinaisons;  2.^  ligne, 
24  18  11,  4  combinaisons;  3.^  ligne,  23  19  11,  et  4  com- 
binaisons ;  4.^  ligne  ,  22  20  1 1 ,  et  5  combinaisons  ; 
5.^  ligne,  21  20  12,  et  4  combinaisons  ;  puis  3  et  1  :  en 
toul^ (24) 

2  11. 

\J^  ligne,  25  15  12,  et  2  combinaisons;  2.^  ligne, 
24  16  12,  encore  2  combinaisons;  3.^  ligne,  23  17  12,  et 
3  combinaisons  ;  4.^  ligne,  22  18  12,  et  3  combinabons; 
5.e  ligne,  21  19  12,  et  4  combinaisons;  6.»  ligne,  20  19 
13.  • . .  3  combinabons;  puis  2  :  en  tout (19) 

2  12. 

24  14  13. ..  1  combinaison  pour  la  l.i'^^  ligne,  et  13  sera 
répété  5  fois;  2.^  ligne  ,23  15  13,  encore  1  combinai- 
son; 3.<^  ligne,  22  1G  13. . . .  2  combinaisons;  4.^ ligne , 

21  17  13». . .  2  combinaisons;  5.^  ligne,  20,  18,  13. . . . 


4 
r 
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combinaisons;  4.^  ligne,  20  17  13 2  combinaisons 

5S  ligne,  19  18  13 3  combinaisons  ;  6.^  ligne ,  If 

17  15. . .  1  combinaison  :  en  tout (tCT 

3  13. 

I.n- ligne,  20  15  14.  ...I  combinaison;  2.^  ligne 
19  1G  14....  1  combinaison  ;  3.C  ligne ,  18  17  14....^ 
combinaisons  :  en  tout (4 

3  14. 

17  1G  15  sont  Li  seule  combinaison (1 

Réunissant  les  nombres  entre  parenthèses,  on  aura  pou 
les  combinaisons  oii  3  entre  comme  plus  petit  nombre 
228  combinaisons [228 


4  5. 

25  24  7  au  premier  groupe  de  la  l.i^  ligne  :  d'où 
combinaisons;  et  ensuite  7,  G,  4 ,  3,  1  :  ainsi  en  tout  3 
combinaisons  :  car  25,  24,  se  suivent,  et  24  -—7=17  e 
impair (3( 


4  6. 
I.''^  ligne,  25  23  7. ...  8  combinaisons  ;  2.«  ligne,  2 
23  8  :  encore  8  combinaisons  ;  3.®  ligne  ,  G  combinai 
sons;  puis  5,  3,  2  :  et  en  tout (3Î 

4  7. 

'27)  21  8  à  la  l.'«'  lî^jnc  :  donc  7  combinaisons;  2 
ligne,  24  22  8  :  encore  7  combinabons  ;  3.*'  ligne ,  23  2 
l>. . .  7  combinaisons;  puis  5,  4 ,  2,  1  :  et  en  tout. . . .  (3Î 
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4  8. 

1.|«  ligne,  25  19  9.  . .  5  combinaisons;  2.^  ligne,  24 
20  9. . .  6  combinaisons;  S.*'  ligne,  23  21  9. . .  6  combi- 
naisons; 4.^  ligne ,  22  21  10. ...  6  combinaisons;  puis 
4,  3,  1  :  eit  en  tout (31) 

4  9. 

1  je  ligne,  25  17  10.  ..4  combinaisons;  2.e  ligne,  24 
18  10. ...4 combinaisons;  3.^ ligne, 23  19  10L..5com- 

bûudsons;  4.^  ligne ,  22  20  10 5  combinaisons  ; 

^»^  ligne,  21  20  11. .  5  combinaisons;  puis  3  2:  et  en 
tout (28) 

4  10. 

I.re  ligne,  25  15  11. . .  2  combinaisons;  2.«  ligne,  24 

16  11 3  combinaisons;  3.^  ligne,  23  17  11...  3 

comrbinaisons ;  4.^  ligne,  22  18  11...  4  combinaisons; 
5.e  ligne,  21  19  1 1. . .  4  combinaisons  ;  6.^  ligne ,  20  19 
12. . .  4  combinaisons;  mais  19 — 12=  7  est  impair  :  donc 
2,  1  pour  les  lignes  suivantes;  et  en  tout (23) 

4  11. 

l.re  ligne ,  25  13  12. . .  1  combinaison  ;  2.e  ligne ,  24 

14  1 2...  1  combinaison;  3.^ ligne,  23  15  12.... 2 com- 
binaisons ;  4.6  ligne ,  22  16  12. 2  combinaisons; 

5.« ligne,  21  17  12. . .  3combinaisons;  6.^  ligne,  20  18 
12. . .  3  combinaisons;  7.®  ligne  ,  19  18  13. . .  3  combi- 
naisons; et  1  pour  la  8.^  ligne  :  en  tout (16) 

4  12. 

1.v«  Bgne ,22  14  13. . .  1  combinaison;  2.^  ligne,  21 

15  13. . .  1  combinaison  ;  3.^  ligne,  20  16  13 2  com- 
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binaisons;  4.<^ ligne,  19  17  13. ..  2  combinaisons;  5.^  ligne, 
18  17  14. . .  2  combinaisons;  et  en  tout (8) 

4  13. 

Ire  ligne,  19  15  14.  ...1  combinaison;  2.<^  ligne,  18 
16  1 4. ..  1  combinaison  ;  3««ligne^  17  16  15,  et  1  com- 
binaison ;  en  tout (3) 

Hennissant  les  nombres  placés  entre  parenthèses,  on 
aura  pour  les  combinaisons  dans  lesquelles  4  est  le  plus 
petit  des  deux  nombres,  en  tout [204 ] 


5  6. 

1.>^  ligne,  25  22  7;  combinaisons,  8 2««  ligne, 24 

23  7. . . .  8. . . .  3.«  ligne,  23  22  9. . . .  7;puis  5,  4,2, 1  :et 
en  tout  27  combinaisons (35) 

5  7. 

I.i'c  ligne,  25  20  8;  combinaisons,  6 2.^  ligne,  24 

21  8. . . .  7. . . .  3.C  ligne,  23  22  8. ...  7. ...  4.e  ligne,  22 
21   10 G;  pub  4,  3, 1  :  en  tout (34) 

5  8. 

1.>^  ligne,  25  18  9;  combinaisons,  5 2.^  ligne,  24 

19  9. ...  5. ...  3.«  Ugne,  23  20  9. ...  6. ...  4.e  Ugne,  22 
21  9 0;  puis  5,  3,  2  :  en  tout (32) 

5  9. 

I.re  ligne,  25  16  10;  combinaisons,  3. . . .  2.e  Ugne,  24 

17  10. . . .  4. . . .  3.C  Ugne,  23  18  10. ...  4. .. .  4.e  ligne,  22 

19  10....  5....  5.C  ligne,  21  20  10. ..  .5;  puis  4,2, 1  :  en 

tout (28) 
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5  10. 

i/t  ligne,  25  U  11  ;  combinaisons,  2. . . .  2.e ligne,  24 

15  11 2. . . .  3.e  Hgne,  23  16  11. ...  3. .. .  4.c  ligne,  22 

17  11. .  - .  3. . . .  5.e  ligne,  21  18  11. ...  4. .. .  6.c  ligne,  20 
19  11 4  ;  puis  3  1  :  en  tout (22) 

5  11. 

f.*«  ligne,  2ft  13  12;  combinaison,  1 2.e  ligne,  23 

1/1  12. ...  1. ...  3.e  ligne,  22  15  12. ...  2. .. .  ft.eUgne,  21 

16  12. . . .  2. . . .  5.«Ugne,  20  17  12. ...  3. .. .  6.e  ligne,  19 

18  12. ...  3;  puis  2  :  en  tout (14) 

5  12. 

t.w  ligne,  21  14  13; combinaison,  1 2.e  ligne,  20 

15  13. . . .  1. . . .  3.C  ligne,  19  16  13. ...  2. .. .  4.«Ugne,  18 

17  13. ...  2. ...  5.e  ligne,  171615 1  :  en  tout. . .  (7) 

5  13. 

lJ«ligne,  18  15  14. . . .  1. . .  .2.cligne,  17  16  14.... 
1  :  en  tout (2) 

Les  combinaisons  pour  5,  plus  petit  nombre ,  sont  donc 
en  tout [174] 


6  7. 

I.«  ligne,  25  19  8;  combinaisons,  G. . . .  2.«  Ugnc,  24 

20  8 6. . . .  3.e  Kgne,  23  21  8. . . ,  7. . . .  4.e  ligne,  22 

21  9 6;  puis  5,  3,  2;  et  en  tout (35) 

6  8. 

l.«  ligne,  25  17  9;  combinaisons,  4 2.c  ligne,  24 

18  9....5....3.e  ligne, 23  19  9. . . .  5. . . .  4.^  lignc,22 


r 
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20  9. ...  6. ...  5.e  ligne,  21  20  10. . . .  5;  puis  ^,  2,  1  : 
en  tout (32) 

6  a 

l.re  ligne,  25  15  10;  combinabons  ,3 2.«  ligne,  24 

16  10. . . .  3. . . .  3-e  ligne,  23  17  10. ...  4. .. .  4.c  ligne,  22 

18  10. . . .  4. . . .  5.e ligne,  21  19  10. ...  5. ...  6-«  ligne,20 

19  11 4;  puis  3, 1 (27) 

6  10. 

I.re ligne,  25  13  11  ;  combinaison,  1 2»°  Hgnc,  24 

14  11. . .  .2. . . .  3.eUgne,  23  15  11. . .  .2. . . .  4.eUgne,  22 
16  1 1. ...  3. ...  5.e  ligne,  21  17  11. ...  3. .. .  6.eUgne,  20 

18  11. . . .  4. . . .  7.e  ligne,  19  18  12 35^puis  2  :  en 

tout. (20) 

6  11. 
l.reKgne,  23  13  12;  combinaison,  I. . . .  2.^  ligne,  22 

14  12. . . .  1. . . .  3.eligne,21  15  12. . . .  2. . . .  4.^  Ugne,  20 

16  12. . . .  2. . . .  5,e  ligne,  19  17  12. ...  3. .. .  6.eUgne,  18 

17  13 2;  puis  1  :  en  tout (12) 

6  12. 

l.'e  ligne,  20  14  13;  combinaison,  I 2.e  ligne ,  19 

15  13. . . .  1. . . .  3.e  ligne,  18  16  13. ...  2. .. .  4.eligne,17 

16  14 1  ;  et  en  tout (5) 

6  13. 

17  15  14,  seule  combinaison (I) 

On  aura  en  tout,  pour  les  combinaisons  dont  le  plus 
petit  nombre  est  6 [132] 
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7  8, 

iJ^  ligne,  25  16  9;  combinabons ,  /H. . . .  2.^  ligne,  24 

17  9 a. . . .  3.e  ligne,  23  18  9. . . .  5. . . .  a.e  ligne,  22 

19  9 5. . . .  5.eUgne,  21  20  9. ...  6;  puis  4, 3, 1 5  et 

en  tout (32) 

7  9. 

f  .re  ligne, 25  m  iXï;  combinaisons,  2. . . .  2.e  Kgne,  24 
15  10. . ..  3. . . .  3.eHgne,23  16  10. . . .  3. . . . 4.e ligne, 22 
17  10. . . .  4. . . .  5,e  ligne,  21  18  10. ...  4. .. .  6.e  ligne,  20 
19  10. ...  5;  puis  3,  2 (26) 

7  10. 

1.M  ligne,  25  12  1 1  ;  combinaison,  1. . . .  2.»  ligne,  24 

13  11. . . .  1. . . .  3.eligne,  23  14  11. ...  2. .. .  4.«lîgne,  22 

15  11. . . .  2. . . .  5.eligne,21  16  11. ...  3. ...  6.^  ligne,  20 
17  11....3....7.eUgne,19  1811....4;puis2,  1  :  et 
en  tout (19) 

7  11. 
!.'«  ligne,  22  13".  12;  combinaison,  1 2.^ ligne, 21 

14  12. . . .  1. . . .  3.e  ligne,  20  15 12. ...  2. .. .  4.eligne,  19 

16  12. ...  2. ...  5.e  Ugne,18  17  12. . . .  3. . . .  6-eHgne,  17 
16  14.... 1 (10) 

7  12. 

I.re  ligne,  19  14  13;  combinaison,  1 2.^ ligne,  18 

15  13. . . .  1. . . .  3.e  ligne,  17  16  13. . . .  2 (4) 

7  13. 
16  15  14,  seule  combinaison (1) 
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Toutes  les  combinaisons  dans  lesquelles  7  est  le  |das 
petit  nombre  sont [92] 


89. 

I.Tc^  ligne,  25  13  10^  combinaisons , 2 2.^  ligne,  2H 

U  10. . . .  2. . . .  3.e  ligne, 23  15  10. . . .  3. . . .  ft.cHgne,  22 

16  10. ...  3. . .  .5.eligne,21  17  10. . . .  4. . . .  6.elignc,20 
18  10. . . .  4. . . .  7.e  ligne,  19  18  1 1. ...  4; puis  2, 1. .  .(25) 

8  10. 

t/o  ligne,  2^  12  11  ;  combinaison,  1. . . .  2.^ ligne , 23 

13  11. ...  1. ...  3.e  ligne,  22 «  11. . .  .2. . . . ft.e ligne, 21 

15  11. . . .  2. . . .  5.e  ligne,  20 16  11. ...  3. ...  6.^  ligne,  19 

17  11. . . .  3. . . .  7.«  ligne,  18  1 7  12. ...  3^  puis  1. ...  (16) 

8  11. 

l.<«  ligne,  21  13  12;  combinaison,  1 2.^  ligne,  20 

14  12. . . .  1. . . .  3.« ligne,  19  15  12. ...  2. .. .  Us  Ugne,  t8 

16  12 2 5.^  ligne,  17  1613 2:  et  en  tout. .  .(8) 

8  IZ 

1.^*^ ligne,  18  U  13;  combinaison,  1 2.''  ligne,  17 

15  13....1....3.«ligne,  16  15  14....1 (3) 

^.  Toutes  les  combinaisons  dans  lesquelles  8  est  le  plus 

petit  nombre  sont [52] 


9  10. 

I.'''  ligne,  23  12  II  ;  combinaison,  I 2.^  ligne,  22 

13  1  !.. ..!....  3,eligne,  21  14  11. ...  2. .. .  4.^  ligne,  20 
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. . .  2.  - . .  5.«Kgne,  19  16  11. ...  8. ...  6.^  lîgne,  18 
. . . .  3. . . .  7.e  Kgnc,  17  16  13 2. (14) 

9  11. 

]igne»20  13  12;  combinaison,  1 2.^  ligne,  19 

î. . . .  1. .. .  8.e ligne,  18  15 12. . . . 2. . . .  «.aligne,  17 
1 . . .  2. .. . 5.e  ligne,  16  15  14 1  :  en  tout . .  (7) 

9  12. 

:  ligne, '7  14  13;combinais«n,  1....2.eligne,  16 

\ 1  :  61  toat .• (2) 

ifesles  conbinaisons  dont  9  est  le  pins  petit  nombre 

PS] 

10  11. 

ligne,  19 13  12;  combinason,  1. . . . 2<e  ligne,  18 

...  1. ...  a^  Ugne,  17  15 12. ...  2. .. .  *.«  Bgne,  16 

....  I  :  en  loat (5) 

10  12. 

14  13,  9!ule  combinaison (1) 

combûiisons  dont  10  <st  le  plus  petit  nombre  sont 

t [6] 

11  12. 

I/I  «3  est  la  seule  combinaison [I] 

oi  réimit  toutes  les  combinaisons  de  périodes,  ou 
i]>inaisons  5  à  5  des  25  premiers  nombres,  de  sorte 
somme  des  nombres  de  ces  périodes  soit  65 ,  on 
n  tout  pour  ces  combinaisons  1393= A. 

'.  15* 
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aux  3.^  «.e,  8.^  9.e,  13.e,  14.«,  18.c,  19.©,  23.©  et24l.e  rangs 
de  la  t.^^  horizontale,  il  n'y  aura  pas  de  période  si  Ton 
commence  la  2.^  horizontale  par  ces  termes. 

n  est  bon  d'examiner  encore  les  périodes  du  carré  de 
49:  elles  auroi^t  7  termes,  et  elles  Taudront  7  fois  le  moyen 
25  :=  175.  Et  Toici  comment  on  opérerait  pour  avoir  A. 

On  supposerait  d'abord  1,2,  3,  pour  les  trob  petits 
nombres,  et  49,  48,  47, pour  les  trob  grands. Soustrayant 
6 ,  somme  des  trois  petits ,  de  1 75 ,  reste  1 69  à  compléter  : 
on  laisse  49  fixe,  il  faut  encore  120.  Soit  48  constant 
d'abord  :  il  faut  faire  72  arec  47  et  un  autre  nombre,  qui 
sera  25;  or  47 — ^25=22,  dont  la  moitié  est  11,  nombre  de 
combinaisons  pour  48.  On  prendra  ensuite,  ayant  toujours 
49  constant,  les  nombres  47,  46  :  il  &udra  27;  or 
46—27=19  :  donc  10  combinabons  pour  47.  Ensuite, 
46y  45  et  29  donnent  8  combinaisons  pour  46.  Pub  pour 
45,  44,  31 ,  on  aura  7  combinaisons,  45  étant  constant. 
44, 43,  33,  donneront  5  combinaisons;  43, 42,  35,  en  four- 
nissent 4 42,  41 ,  37,  en  donnent  2;  et  41 ,  40, 39^  une 

seule  :  en  tout,  48  combinabons  pour  49  fixe. 

On  pjissc  à  48,  47, 46;  et,  48  restant  fixe ,  il  faut  encore 
121  ;  et, comme  47+  46=93, le  nombre  à  ajouter  sera  28, 
qm  doit  être  et  est  en  efiet  de  3  unités  plus  grand  que  25  : 
car  48,47, 46  est  de  3  unités  plus  petit  que  49 ,  48,  47. 
Maintenant  46 — 28  =  18  :  donc  9  combinaisons  pour  47. 
Prenant  46,  45,  30,  on  aura  45—30=  15;  et  l'on  a  8 
comlûnabons;  pour  45,  44 ,  32,  il  en  vient  6;  pour  44 ,  43, 
34. . .  5;  pour  43,  42,  36. . .  3;  pour  42,  41 ,  38. . .  2;  et 
réunissant  ces  combinaisons ,  l'on  a  en  tout  33. 

Venant  à  47,  46,  45,  31 ,  et  laissant  47  fixe,  il  vient. 
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pour  46,  7  combinaisons;  pour  45 , 44  ,  33. . .  6;  pour  44 , 

43,  35. . .  4 pour  43,  42,  37. . .  3 pour  42,  41 , 

39. ..  1  ;  et  en  tout  21  pour  47. 

On  prend  ensuite  46 ,  45 ,  44 ,  34  ;  et ,  laissant  46  fixe ,  il 
rient  pour  45,  44, 34,  les  deux  derniers  yariant  seuls,  5 

combinaisons;  pour  44,  43,  36 4 pour  43, 

42,  38. . .  2;  et  pour  42,  41 ,  40. . .  1  :  ce  qui  donne  en 
tout ,  pour  46, 12  combinaisons. 

Passant  à  45,  44,  43,  37,  l'on  a  pour  44,  43,  37,  3 
combinaisons;  pour  43, 42,  39. . .  2  :  et  en  tout ,  pour  4  5 
fixe ,  5  combinaisons. 

Enfin  44 ,  43 ,  42,  40 ,  une  seule  combinaison*  Les  réu- 
nissant toutes,  il  vient  48  +  33  +  21  + 12-|- 5  +  1  =  120 
combinaisons  pour  tes  petits  nombres  1,2,  3 [^^1 

On  passera  à  la  supposition  1 ,  2,4;  puis  1,2,  5,  et 
ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  anÎTe  à  des  nombres  qui 
ne  peuvent  plus  être  ajoutés  à  1 ,  2  :  alors  les  3  petits  se- 
ront 1,  3,4.  ...t,  3,  5,  en  conservant  l'unité,  etc.  On 
prendra  ensuite  1,4,5.  ...1,4,6,  etc.;  et,  quand  les  com- 
binaisons où  entre  l'unité  seront  épuisées ,  on  supposera 
2, 3, 4;  et  laissant  2,  3,  constans,  on  fera  varier  4  ;  et  en 
continuant  de  cette  manière,  on  arrivera  à  22 ,  23, 24 ,  25 , 
26, 27, 28,  dont  la  somme  =  175 ,  et  l'opération  sera  termi- 
née; mais  il  se  présentera  une  foule  de  moyens  d^abrévia- 
tion  pour  passer  d'une  supposition  à  une  suivante.  On 
va  donner  encore  quelques-unes  de  ces  combinaisons, 
laissant  à  ceux  qui  seront  curieux  d'achever  le  calcul, 
le  plaisir  de  les  trouver  toutes ,  ne  voulant  pas  grossir  cet 
ouvrage  par  une  recherche  facile ,  à  la  vérité ,  mais  trop 
longue  pour  trouver  place  ici. 
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On  ne  s'occupe  que  des  périodes  du  premier  tableau , 
parce  qu'une  simple  substitution  suffirait  pour  la  forma- 
tion du  second. 

On  a  vu  que  l'on  obtenait  aisément  le  nombre  de  com- 
binaisons pour  deux  grands  nombres  fixes,  et  en  ne  Caii-* 
sant  varier  que  les  deux  derniers.  Si  l'on  voulait  connaître 
la  dernière  de  ces  combinaisons ,  on  ôte  l'unité  de  ce 
nombre  de  combinaisons,  et  l'on  soustrait  le  reste  du  plus 
grand  de  ces  deux  derniers  nombres  ;  on  l'ajoute  ensuite 
au  plus  petit ,  ce  qui  donne  deux  nombres  consécutifs,  ou 
difiërant  de  deux  unités.  Ainsi ,  par  exemple ,  on  a  trouvé 
11  combinaisons  pour  /I9  et  48  fixes,  en  £ûsant  varier  ft7 
et  25;  mais  11  — 1  =  10  :  donc  47  — 10  =  37  et  25+ 10 
=35  sont  les  deux  derniers  nombres  de  la  dernière  com- 
binaison. 

On  a  du  remarquer  que ,  les  combinaisons  pour  un  grand 
nombre  constant  étant  obtenues ,  en  faisant  varier  les  deux 
dernières  dans  la  première  et  seconde  supposition ,  on  con- 
naît de  suite  les  autres  combinaisons  pour  ce  grand  nombre, 
sans  calcul  :  car  on  a  toujours  alternativement  pour  ces 
combinaisons  deux  nombres  qui  se  suivent,  et  d'autres 
qui  diffèrent  de  deux  unités.  Ainsi ,  ayant  eu  9  et  8  pour 
les  combinaisons  correspondantes  à  48  fixe ,  47 ,  46 ,  28 ,  et 
46,  45,  30, il  suit  qu'on  aura,  puisque  9  et  8  se  suivent,  6 
pour  45, 44 ,  32,  puis  5  pour  44 ,  43,  34 ;  ensuite  3  pour 
43,  42,  36, et  2  pour  42, 41 ,38;  et,  comme  il  ûiudrait  di- 
minuer de  2,  et  que  2— 2=:0,  il  n'y  a  plus  de  combinai- 
sons pour  48  constant. 

De  même,  ayant  eu  pour  47  constant  et  46, 45,  31, 7 
combinaisons,  et  6  pour  45,  44,  33,conune6  et  7  se 
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49  47  46  24  en  auront  11  :donc la  série  13  ll\ 
108  75  4  2  1  = 61 

48  fixe  donnera  119  8  6  5  3  2=44. ...  44i 
47  anra  976431 3ol   . .  [f^gj 

46  produit  7  5  4  21 19| 

45  donne  5  3  2. lo' 

44  anra  3  1.1 4 

43  fixe  donne 1 

1  2  7, 

49  48  47  21  donnent  13,  et  49  47  46  23  doBona  12: 
donconanrala  série  13  12 10  9  7  6  4  3  1=65^ 

pour  48,1110875421= 48 

pour  47,  9  8  6  5  3  2= 32J 

pour  46,7  6  43  1=. ..21>...  [t85] 

pour  45,5  4  21=. 12| 

pour  44,  3  2= 5 

pour  43 ,  1  = 1^ 

1  2  8. 

47  20  donnent  14. . .  46  22  donnent  12  :  donc,  pour  4S 
fixe,  l^on  aura  la  série  de  combinaisons  14  12  11  98C 
5  3  2=70. 

48  aura  12  10970431;  on  retombe  sur  les  com- 
binaisons de  I  2  4  ;  et ,  comme  elles  sont  136,  on  [aura 
1 36  +  70 = 206 ,  ci [206  ] 

Encore  un  nouveau  moyen  d'abréviation, 

1  2  9. 

47  19  donnent  14,  et  46  21  donnent  13  :  donc  14  13  11 
10  8  7  5  4  2  1  =  75  pour  49  fixe;  mab  48  aura  12  11  î 
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8  6  5  3  2=56,  et  l'on  retombe  sur  les  combinaisons  de 
1  2  5,  dont  le  nombre  total  est  150  :  on  aura  donc  150+75 
=225,  ci [225] 

1  2  ia 

47  18  donnent  15,  et  46  20  donnent  13  :  donc  15 13  12 
10  9  7  6  4  3  1  =80  pour  49  fixe. 

48  constant  donnera  13  11  10  875421, qui  est  la 
première  série  pour  1  2  6  ;  et ,  conune  pour  ces  3  nombres 
on  avait  169,  il  rient  ici  169+80= [249] 

1  2  11. 

47  17  donnent  15 ,  et  46  19  donnent  14  :  donc  15  14 

12  11  9  8  6  5  3  2=85  pour  49  fixe.  Tiendront  ensuite 
les  185  combinaisons  pour  1  2  7  :  donc  185  +  85=  [270] 

1  2  12. 

47  16  donnent  16,  et  46  18  donnent  14  :  donc  16  14 

13  1110  8  7  5  4  2  1=91  pour  49  fixe.  Puis  Tiennent  les 
206  combinaisons  de  1  2  8  :  donc  206+91  =  . . .  -  [297] 

1  2  13. 

47  15 donnent  16,  et  46  17  donnent  15  i  ainsi  1615  13 
12  10  9  7  6  4  3  1  =96  pour  49  fixe.  Plus  les  225  combi- 
naisons de  1  2  9 -.donc 225 +  96=. [321] 

C'est  par  abréviation  que  l'on  met,  par  exemple,  47 
15  donnent  16  :  la  différence  est  32 ,  qui  donne  16  combî^ 
naisous:  ainsi  le  nombre  après  le  mot  donnent  marque 
la  moitié  de  la  différence  entre  les  deux  qui  le  précèdent, 
ou  la  plus  grande  moitié  lorsque  la  différence  est  impaire. 


lOM.    I. 


16 


L 
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12  1/1. 

47  1 4  donnent  1 7,  et  46 1 6  donnent  1 5;  mais,  1 4  étant  d^ 
employé,  on  ne  peut  plus  se  servir  des  trois  pins  grands 
nombres: il  faudra  donc  prendre  49  48  46  15.  Gomme 
les  grands  nombres  ne  se  suivent  plus,  il  Oaïut  calculer  sé- 
parément les  combinaisons  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  trois 
nombres  qui  se  suivent ,  afin  de  retomber  sur  les  séries  or- 
dinaires. On  aura  dv.'^nc  ici  46 15  donnant  16  combinaisons. 
Pour  49  47  46  16. ...46  16donnent  15  combinaisons. 

49  46  45  18 45  18  donnent  14  combinaisons ,  et 

non  13,  comme  on  aurait  pu  le  croire  d^abord.  On  obtien- 
dra donc,  pour  49  fixe,  mais  seulement  à  partir  de  49  47 
46  16,  la  série  15  14  12  11  9  8  6  5  3  2=85.  Cette 
série  a  déjà  été  trouvée  :  48  47  46  17  donnent  15  combi- 
naisons, et  48  46  45  19  en  donnent  1 3;  et,  comme  les  trois 
nombres  48  47  46  se  suivent,  on  en  déduira  les  com- 
binaisons à  l'ordinaire.  Ainsi  1513121097643 
1  =80,  qui  est  la  première  série  de  1  2  10;  et,  comme 
Ton  a  pour  ces  trob  nombres  249  combinaisons,  il  viendra 
249  +  85+16= [350] 

1  2  15. 
49    48  44  16donnent  14  combinaisons. 

47  45  16 15 

46  45  17 14,  et  45  44  19  donnent  13: 

donc  14  13  11  10  8  7  5  4  2  1  =  75.  Maintenant 
48  47  46  16  auront  15,  et  48  46  45  18  donnent  14  : 
donc  il  vient  la  série  15  14  12  11  9  8  6  5  3  2,  qui 
est  celle  de  1  2  1 1 ,  ce  qui  donne  270;  et  l'on  aura  14  + 
15  +  75  +  270  =  374 [374] 
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1  2  16. 

h9    48  42  17  donnent  13  combinaisons  ^ 

4743    17 13  [40 

46  44  17 14  3 

49    45  44  18...  13 

49    44  43  20...  12 

D'oii  la  série  13  12  10  9  7  6  4  S  1  =: 65  puisque  45 

;t  44  se  suiyent. 

48  47  44  17donnent 14 

46  45  17  auront  14 45  44  19  auront  13  ! 

l'où]asérie14  13  11  10  8  7  5  4  2  1=s75. Maintenant 
17  46  45  18  donnent  14,  et  47  45  44  20  donnent  12: 
Lonc  on  a  la  série  14  12  11  9  8  6  5  3  2,  qui  est  ceUe 
le  1  2  8,  et  donnent  206  conbinaisons  :  donc  <m  a  pour 
I  2  16  les  nombres  40  65  14  75  206 s  400,  ci  [400] 

1  2  17. 

49  48  40  18  donnent Il 

47  41  18 12. 

46  42  18 12^ 

45  43  18 13 

44  43  19...  12 

43  42  21...  11 

D'oùlasérie12  11  9  8  6  5  3  2=56. 56 

48    47  42  18...12Ï  25 

46  43  18...  13) 

48    45  4)  18,  comme  ci-^cyant^ 65 

A  reporter 194 
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Keport 194 

«17    46  M  18 18 

45  un  19...  13 
44  43  21... Il 
D'où  la  série  13  11  10  8  7  5  4  2  1=. .  61  >[41i 
46    45  44  20. . .  12 
44  43  22...  11 
D'oùla  série  12  11  9  8  6  5  3  2,  comme 
125 150 


1  2  18. 

49    48  38  19 10 

47  39  19. 10 

46  40  19 11^ 541 

45  41  19 11 

44  42  19 12 

43  42  20...  11 
42  41  22. . .  10 

D'où  la  série  11  10  8  7  5  4  2  1 48l 

48    47  40  19 in 

46  41  19 11  > 34 

45  42  19 12 

44  43  19 56 

47    46  42  19 12 

45  43  19. 12 

44  43  20 52 

46    45  44  19 169 


} 


24 


[437] 


Comme  pour  12  6. 
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1   2  19. 

49    48  36  20. . .  8' 
47  37  20. . .   9 
46  38  20...   9 

45  39  20. . .  lOf  *' 

44  40  20. . .  10 

43  41  20...  11. 

H2  m  21  Hûi^  9*rieesl  f09  76  4  3  1 , 

(    et  fiut  partie  de  1  2  5. 
48    47  38  20. . .  9' 

46  39  20...  10. 

45  40  20...  10 

44  41  20...  11 

43  42  20 HSP%  f"»  «■»  "  ;*  VoV 

\   2 1,etfiàtpartiede  12  7. 

47    46  40  20. . .  10) 

45  41  20... in  32 

44  42  20...  11  j 

43  42  21 4,{L.sériee8t11  986  582, 

l    et  fidt  partie  de  1  2  6. 

46    45  42  20 U. 

44  49  20  52flAsérieest12  10  97  6  4 

t   31,etiailpartieâe12  4. 

JLal.Ksérieest  11  108  75 

45    44  43  21 120(    4  2 1.G'est  le  nombre  des 

combinaisons  de  1  2  3. 

Faisant  la  somme  de  toutes  ces  combinaisons ,  on  aura 
îour  1  2  19 [444] 


st 
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!La  1.i«  aérie  est  fO  8  7  5 
4  21,  pour  12  4,  à  com- 
.    mencer  par  48  constant. 
La  somme  de  toutes  les  coinbinaisons  pour  1  2  20 

[449] 

1  2  21. 

49    48  32  22. .  .  5 

47  33  22. .  .  6 

46  34  22. . .  6, 

45  39  22. . .  7I 

44  36  22. . .  7| 

43  37  22. . .  8' 
42  38  22. . .  8 

41  39  22. .  .  9^ 

40  39  23 27i'*''**'*»*®^**2*'«* 

(    bit  partie  de  1  2  5. 

48    47  34  22. . 

46  35  22.. 

45  36  22. . 

44  37  22. . 

48   43  38  22.  . 

42  39  22. . 

La  série  esl  9  8  6  5  3  2, 


56 


28 


17 


41  40  22. 33{  '^  *?! 

(    et  fut  partie 

47    46  36  22.  . . 
45  37  22.  . . 
44  38  22...  8UI 
43  39  22. . . 

42  40  22.  . . 
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«40  23 30{^\t-r?!.VaV' 

(    et  tait  partie  de  1  2  6. 

46    45  38  22. ..  8} 

44  39  22.  . .  9>  2& 

43  40  22.  . .   9) 

«40  22. 37(Lasérieestl0875421, 

\    et  fait  partie  de  1  2  4. 
45    44  40  22. . .  9»  ,„ 
.   43  41  22.  . .  10( 

42  4123 33(La8érieest9  865  32, 

I    et  ikii  partie  de  1  2  3. 

!La  série  est  10  9  7  6  4  S  1, 
et  fsLÏi  partie  de  1  2  4  à 
compter  de  48  ûxe. 

La  somme  des  combinaisons  pour  1  2  21  est. .    [441] 

1  222. 

49  48  30  23.  Il  convient  d'employer  un  mode  d'dbré- 
yiation  dont  on  a  donné  des  exemples  pour  le  carré  de 
25  :  ainsi,  les  deux  nombres  qui  suivent  49  étant  48  30,  on 
aura  48 — 30=  1 8  :  donc  23,  qui  est  le  dernier  nombre,  sera 
répété  9  fois,  et  pour  la  dernière  il  viendra  48—8=40, 
et  30  +  8=38.  Maintenant,  30—23=7  :  donc  4  combi- 
naisons. Gomme  30  augmente  à  chaque  fois  d^une  unité, 
on  aura  31  —23=8,  et  par  conséquent  4  combinaisons , 
ensuite  55667  7  et  8:  on  aura  donc,  pour  23  répété, 
à  ajouter  les  nombres  4  4556677  8,  ce  qui  donne 
52  combinaisons;  Ton  aura  ensuite  49  39  38  24;  et, 
conmie  39  38  se  suivent,  la  série  se  déterminera  en  pre- 
nant 38—24  =  14  :  d^oii7  combinaisons;  et,  38  37  26 
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donnant  37— - 26=  11 ,  il  j  aura  6  combinaisons  :  ainsi  la 
sériesera  7  6  4  3  1=21, et  iaitpartiede  1  2  3:âonc, 
ponr  49  fixe ,  il  vient  52  +  21  =73  combinaisons. 

48  47  32  23  donnent  47—32  =  15  :  donc  23  sera 
répété  8  fois;  et  Ton  aura  32 — 23=9  :  donc  5  combinai- 
sons. 33— 23:=  10,  et  5  combinaisons,  ce  qui  donnera 
5  5  6  6  7  7  8  =  44.  On  ne  prend  que  7  nombres  :  car, 
le  deniier  groupe  étant  48  40  39  23,  et  40  39  se  suivant , 
il  Tient  39—23=16  :  donc  8  combinaisons;  et,  comme 
38—25=13,  il  y  aura  7  combinaisons  :'d'oii  la  série 
8  7  5  4  2  1=:27,  et  dépend  de  1  2  5  ;  on  aura  donc 
44  +  27=71  pour  48. 

47  46  34  23  donnent  46—34  =  12  :  donc  6  com- 
•binaîsons,  c^est- à-dire  que  23  sera  répété  6  fois;  la  der- 
nière donne  41  39  23.  Maintenant  34 — 23  donnent  6  com- 
binaisons :  donc  6  67788  =  42  combinaisons.  Tient 
çnsoite  40  39  24. . . .  39—24=15,  et  8  combinaisons; 
38—26=12,  et  6  combinaisons  :  d'où  la  série  8  6  5  3 
2=24 ,  et  dépend  de  1  2  4.  On  aura  donc  en  tout ,  pour 
47,  42  +  24  =:  66  combinaisons. 

46  45  36  23 45  36  donnent  23  répété  5  fois. 

41  40  23,  dernier  groupe;  36 — 23=13,  impair:  donc 
7  combinaisons ,  et  7  7  8  8=  30.  Le  dernier  groupe  donne 
la  série  9  7  6  4  3  1  =  30:  ainsi  l'on  a,  pour  46,  un 
nombre  de  combinaisons  =  30  +  30=60. 

45  44  38  23  aura  23  répété  3  fois;  le  dernier  groupe 
sera  42  40  23,  et  il  viendra  8  8  9=25.  Le  groupe  sui- 
vant 41  40  24  donne  la  série  8  7  5  4  2  1  =27  :  donc, 
pour  45  fixe,  on  aura  25  +  27=52  combinaisons.' 

44  43  40  23.... 9  combinaisons;  42  41  23  aura  la 
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série  9  8  6  5  3  2=333:  donc, pour  M  fixe,  on  obtient 
9  J^  33=42  combinaisons* 

43  42  41  24  donneront  pour  l.re  série  9  7  6  4  3  1,  lu. 
sant  partie  de  1  2  6  :  on  anra  donc  64  pour  les  conbi- 
naisons,  puisque  les  trois  premiers  nombres  43  42  41  se 
suiTcnt. 

Ajoutant  toutes  ces  combinaisons  »  Ton  aura  pour  1  2 
22,  en  tout , [438] 

1  2  23. 

49  48  28  24....48— 28=20:  donc  24  sera  répété  10 
fois.  Le  dernier  groupe  est  39  37  24  :  on  aura  donc ^puiaque 
28—24=4,  pair,  les  nombres  233445566  7=45. 
Le  groupe  suivant  est  38  37  !S,  ce  qui  donne  la  série* 
6  5  3  2=16  :  donc  en  tout,  pour  49 fixe,  45+16=61. 

48  47  30  24. . . .  47—30=17  :  donc  24  sera  répété  9 
fois. Dernier  groupe,  39  38  24;et, puisque  39  38  sesuivent| 
on  ne  prondra  que  les  8  nombres  3  4  4  5  5  6  6  7=40. 
Le  dernier  groupe  produit  7  6  4  3  1=21  :  donc  pour 
48  on  aura  40  +  21  =  61  combinaisons. 

47  46  32  24...46— 32=14:ainsi24serarépété7fois. 
Dernier  groupe,  40  3824. .  .32— 24=8,  et  4  combinaisons: 
donc  4  5  5  6  6  7  7=40.  On  aura  ensuite  39  38  25,  ce 
qui  donne  la  série  7  5  4  2  1  =:19  :  ainsi  pour  47  on  ob- 
tient 40  + 19=59  combinaisons. 

46  45  34  24. . . .  45—34=11  :  donc  24  sera  répété  6 
fois.  Dernier  groupe ,  40  39  24;  maisS4— 24=10,pair: 
donc  on  aura  5  6  6  7  7=31.  Le  dernier  groupe  donne 
la  série  8  6  5  32=24  :  ainsi  46  fixe  produira  31  +24  = 
55  combinaisons. 


^ 
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45  M  36  2a 41—36=8  :  donc  24  sera  répété  4 

fois.  Dernier  groupe^  41  39  24  :  on  prendra  donc  6  77  8= 
28.  Le  groupe  suiyant  sera  40  39  25,  qui  donne  la  série 
7  6  4  3  1  =21  :  d'où  U  snit  que  45  aura  28+21=49 
combinaisons. 

44  43  38  24. . . .  43—38=5  :  ainsi  24  sera  répété  3 
fois.neniier  groupe,  41  40  24. . .  38 24donnent7  combi- 
naisons; 39  24  donnent  8  combinaisons  :  en  tout ,  15.  Le 
dernier  groupe  donne  la  série  8  7  5  4  2  1  =27  :  donc  44 
aura  15  4-27=42  combinaisons. 

43  42  40  24  produisent  8  combinaisons  par  40 — 24= 
16. Le  groupe  suivant,  41  40  25,  donne  la  série  8  6  5 
3  2=: 24  :  ainsi  43  aura  24  +8=^32  combinaisons. 

42  41  40  26  donnent  pour  Ije  série  7  6  4  3  1,  &i- 
saatpartie  de  1  2  3;  et,  comme  les  trois  premiers  nombres 
se  smTent,  on  aura  39  combinaisons. 

Réunissant  toutes  ces  combinaisons,  on  en  aura,  pour 
1  2  23. [398] 

1  2  24. 

49  48  26  25. . . .  48— 26=  22:  ainsi  25  sera  répété  11 

fois.  Dernier  groupe  ,.38  36  K 26—25=1  :  donc  1 

combinaison.  27 — 25=2,  et  encore  1  combinaison  :  on 
aura  par  conséquent  les  11  nombres  1  12233445 
5  6=36.  Le  groupe  suivant  sera  37  36  26,  qui  donnera 
la  série  5  4  2  1  =12  :  ainsi  49  aura  36  +  12=48  corn- 
binaiflons. 

48  47  28  25. . . .  47— 28=  19  :  ainsi  25  sera  répété  10 

fois.  Dernier  groupe ,  38  37  25 28—25=3 ,  et  2  com- 

binsisons  :  donc  22334455  6=34.  Le  dernier 
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(proiipe  donne  la  série  6  5  3  2=tG  :  ainsi  48  aura  34  -f 
10=50  combinaisons. 

47  46  30  25. . . .  46—30=  16  :  donc  25  sera  répété  8 
fob.  Dernier  groupe,  39  37  25. . .  30 — 25=5,  impair,  et 
3  combinaisons  :  on  aura  donc  3  3  4  4  5  5  6  6^36* 
Le  groupe  suivant,  38  37  26,  donnera  la  série  6  4  31=14: 
ainsi  47  aura  36  -f-  1 4  =  50  combinaisons. 

46  45  32  25 45—32=13  :  ainsi  25  sera  répété? 

fois.  Dernier  groupe ,  39  38  25 32—25=7,  et  4  com- 

binabons  ;  et,  comme  7  est  impair,  on  prendra  4  4  5  5  6 
6=30.  Le  dernier  groupe  donne  la  série  7  5  4  2  1  =  19: 
donc  46  aura  30  -f- 1 9  =49  combinaisons. 

45  44  34  25 44— 34=  10,  et  par  conséquent  25 

sera  répété  5  fob.  Le  dernier  groupe  est  40  38  25 

34—25=9,  impair;  et  l'on  prendra  5  5  6  6  7=29. Le 
groupe  suivant  sera  39  38  26,  qui  donne  la  série  6  5  3  2= 
16  :  donc  45  aura  29  -}- 16  =:45  combinaisons. 

44  43  36  25. . . .  43—36=7  :  donc  25  sera  répété  4 
fob.  Dernier  groupe,  40  39  25;  on  prendra  6  6  7=19. 
Le  dernier  groupe  donne  la  série  7  6  4  3  1  =21  :  donc 
44  aura  19  +  21  =40  combinaisons. 

43  42  38  25. . . .  42—38=4  :  ainsi  25  se  répète  2  fob. 
Dernier  groupe,  41  39 38 — 25=  13  :  donc  on  pren- 
dra 7  7=:  14.  Le  groupe  suivant,  40  39  26,  donne  la  série 
7  5  4  2  1=19:  ainsi 43aura  14  + 19=33  combinaisons. 

42  41  40  25  donnent  la  l.re  série  8  6  5  3  2,  febant 
partie  de  1  2  4 ,  ce  qui  donne  47  combinaisons^ 

Réunbsant  les  combinaisons ,  on  trouve ,  pour  1  2 
24 [362] 
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1  2  25. 

49  45  27  26.  On  voit  qu'on  ne  peut  plus  jprendre  49 
48,  attendu  que  l'un  des  deux  autres  nombres  serait  égal 
ou  inférieur  à  25.  Ici  l'on  a  45 — 27=:18  :  donc  26 

sera  répété  9  fois.  Le  dernier  groupe  sera  37  35  26 

27—26=1 ,  et  1  combinaison;  28—26=2,  et  1  com- 
binaison :  on  prendra  donc  11223344  5r=25.  Le 
groi^  suivant,  36  35  27,  donnera  la  série  4  3  1  =8  : 
on  aura  donc  pour  49  les  combinaisons  25  -f-  8=  33. 

48  46  27  26  donnent  46—27  =  19  :  ainsi  26  sera  ré- 
pété 10  fois.  Dernier  groupe,  37  36  26.  Maintenant  27—- 
26=1 ,  et  1  combinaison  :  on  aura  donc  11223344 
5=25.  Le  dernier  groupe  donne  la  série  5  4  2  1=12: 
donc  48  aura  25 -f- 12=37  combinaisons. 

47  46  28  26. . . .  46—28=18  :  ainsi  26  sera  répété  9 
fois.  Dernier  groupe,  38  36  26..  • .  28 — 26=2,  et  1  com- 
binaison; 29 — 26=:3,  et  2  combinaisons  :  donc  il  faut 
prendre  1  2233445  5=:  29.  Le  groupe  suivant  est 
37  36  27,  et  donne  la  série  5  3  2=:  10  :  on  aura  donc 
les  combinaisons  29  + 10  =  39,  pour  47. 

46  45  30  26. . . .  45—30=15  :  ainsi  26  sera  répété  8 

fois.  Dernier  groupe,  38  37  26 30—26=4 ,  et  2  com- 

binadsons  :  donc  on  aura  2  3  3  4  4  5  5=26.  Le  dernier 
groupe  donne  la  série  6  4  3  1=14:  donc  on  aura,  pour 
46,  14  +  26=40. 

45  44  32  26. . . .  44— 32=12  :  ainsi  26  sera  répété  6 
fois.  Dernier  groupe,  39  37  26;  mais  32 — 26 =6:  donc 
3 combinabons;  et,  comme  6  est  pair,  on  prendra  3  4  4 
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T        ■ 

t  •     S  5  6=27.  Le  groupe  soÎTant  est  38  37  27,  et  don 
\    sinti  i  2  1  =  12:  donc  on  aura  27+12=39,poii 

M  43  31  26.... 43— 34=9:  ainsi  26  sera  r^ 

t»B.Dermergroape,39  38  26 34— 26=8,et4< 

binaisons  :  ainsi  4  5  5  6=20.  Le  dernier  groiqie  d 

6  5  3  2=16:  ûnsi  20+ 16=36,  sont  les  comlôai 
pour  44. 

43  42  36  26 42—36=6  :  ainsi  26  sera  t^ 

fois.  Le  dernier  groupe  est  40  38  26,  et  l'on  a  5  6  6= 
et  pour  ce  dernier  gronpe  compris.  Le  saivant  sera  J 
27,  et  donnera  6  4  3  1=14:  donc  43  aura  17+14: 
combinaisons. 

42  41  38  26 41— 38=é,et2combinaimit: 

26  sera  répété  2  fois.  Dernier  groupe,  40  39  26. . 
26  donnent  6  combinaisons.  Le  dernier  groupe  en  d 

7  5  4  2  1  =19  :  donc  on  aura  6+ 19=25  coml 
sons  pour  42. 

41  40  39  27  aura  pour  h^  série  6  5  3  2,  frisant  f 
de  1  2  5,  et  27  combinaisons. 

Réunissant  toutes  ces  combinaisons,  l'on  aura  po 
225 [ 

On  peut  disposer  les  différens  résultats  de  man» 
former  un  tableau,  et  éTÎter  des  répétitions  fotigant 

On  écrira  le  premier  groupe,et  l'on  isolera  le  {dus  g 
nombre  :  on  appelle  groupe  ce  qui  restera ,  ce  plus  g 
non  compris;  et  ce  1.^^  groupe,  d'où  dépend  l'opéra 
sera  désigné  par  1.  groupe. 

On  prendra  la  différence  entre  les  deux  premiers  k 
bres,  non  compris  le  plus  grand;  la  répétition  du 
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petit  est  la  moitié  ou  la  plus  grande  moitié  de  cette  diffé^ 
rence*  On  désignera  par  1  •  dû  et  rép.  cette  partie. 

On  prendra  la  différence  entre  les  deux  derniers  nombres, 
et  elle  sera  marquée  2.  du 

Lorsque  la  \.^^  différence  est  paire,  le  dernier  groupe 
ou  entre  le  dernier  nombre ,  aura  deux  unités  entre  ses 
deux  p'remiers  nombres ,  et  Ton  prendra  autant  de  termes 
qui!  y  a  d'unités  dans  le  nombre  de  répétitions  du  dernier 
nombre.  Ces  termes  se  doublent,  à  l'exception  du  premier 
et  du  dernier ,  qui  peuvent  aussi  se  doubler,  savoir  :  si  la 
2.®  différence  est  paire ,  le  premier  terme  ne  se  prend 
qu'une  fois;  si  elle  est  impaire,  il  se  double. Les  autres  ter- 
mes ont  successivement ,  de  deux  en  deux ,  une  unité  de 
plus  que  les  précédens.  Quant  au  dernier,  il  est  simple  ou 
double,  selon  qu'il  faut  prendre  de  termes.  Si  la  2.^  différence 
est  impaire ,  le  premier  terme  se  double.  Dans  ce  même 
cas  de  la  1 J^  différence  paire ,  il  faut  ajouter  un  autre 
groupe ,  tel  que  ses  deux  premiers  termes  se  suivent ,  et 
l'on  aura  une  série  qui  complétera  l'opération  pour  le 
grand  nombre  isolé. 

Lorsque  la  1  .^e  différence  est  impaire ,  le  dernier  groupe, 
où  entre  le  plus  petit  nombre,  a  ses  deux  premiers  nom- 
bres ne  différant  que  d'une  unité.  Alors  on  prend  un  terme 
de  moins  que  ne  marque  le  nombre  de  répétitions  du  plus 
petit  nombre  ;  et  pour  le  dernier  nombre  on  aura  une  sé- 
rie qui  achèvera  Fopération.  On  désignera  par  der* 
gr.  le  dernier  groupe,  et  par  gr.  resU  le  groupe  qu'il 
faut  ajouter,  ou  qui  reste  à  ajouter,  pour  compléter 
l'opération.  On  obtient  le  dernier  groupe  où  entre  le  plus 
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petit  nombre,  en  soustrayant  du  1.^^  nombre  de  ce  groupe 
et  en  ajoutant  au  2.®  nombre  autant  d'unités,  moins  une, 
qu'il  y  a  de  répétitions  du  plus  petit  nombre* 

On  désignera  par  1.  série  celle  qui  répond  au  cas 
où  les  deux  premiers  nombres  du  dernier  groupe 
diffèrent  de  2  unités;  2.  série  y  celle  qui  répond  au  cas  ou 
ces  deux  premiers  nombres  se  suivent  ;  3*  série ,  celle 
où  il  j  a  un  groupe  à  ajouter*  Dans  la  1.^^  série  est  aussi 
compris  le  cas  où  les  deux  premiers  nombres  d'un  groupe 
se  suivent ,  mais  on  prend  un  terme  de  moins  quH  n'y 
a  d'unités  dans  le  nombre  de  répétitions. 

n  iaut  venir  aux  applications. 
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1  2  3L 

•  43  94  33  33  1 

41  85  33  33  1 

40  36  33  33  S 

99  37  33  33  I 

38  37  34  33  l 

37  36  35  33  1 

n  y  aura  1 1  combinaisons  pour  i  3  3t. 

1  2  32. 

38   35  34  39  )      ^  _  ,.   .„ 

>  pour  1  3  33. . .  [3] 
37   36  34  53  J  *^ 

Ajoutant  toutes  les  combinabons  oii  entrent  1,2, 
aura  7814. 

On  peut  désirer  connaitre  le  nombre  Ip  plus  grand 
l'on  puisse  ajouter  a  1, 2.  Le  cas  le  plus  favorable  est  < 
où  les  autres  nombres  et  celui  que  Ton  cherche  ne  difR 
que  d'une  unité  les  uns  des  autres  :  soit  donc  a  le  non 
cherché,  et  x  le  plus  grand  des  4  variables.  Puisque 
a  déjà  1  y  2=3 ,  il  faut  encore  175—3=172  pour  (ai 
somme  des  nombres  d'une  période  ,  et  Ton  aunaita-l-r 
+a  +2+a  +3+x=172,  ou  4rt+a:=l6G  :  donc  j= 
— ^a  ;  mais  x  doit  être  plus  grand  que  le  plus  grand 
quatre  autres  restans:  donc  j:>a+3,  ou  166 — ia^a 
ou  163>5a.  Ainsi  a<ifi  <324- J;  et  par  conséquct 
plus  grand  nombre  à  ajouter  à  1,  2  est  32  :  on  agir; 
même  pour  toute  autre  supposition,  et  les  opérât 
diminuent  lorsque  les  trois  nombres  invariables  sont 
grands. 

On  no  poussera  pas  plus  loin  la  recherche  des  cor 
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luisons  pour  la  période  de  7,  non  plus  que  pour  toute 
antre  période. 

n  convient  de  trouver  la  formule  qui  représente  toutes 
les  combinaisons  pour  le  cas  de  périodes. 

Lorsque  la  2.^  ligne  commence  par  le  2.^  terme  de  la 
première,  la  2.<^  diagonale  est  répétée,  et  le  moyen  doit 
être  à  la  fin  de  cette  première  ligne*  Si  l'on  conunence  par 
le  dernier  terme,  le  moyen  sera  le  premier  terme  delà  pre« 
mière  ligne  ;  et ,  dans  ces  deux  cas ,  il  restera  n'— 1  nom- 
bres, dont  la  position  est  arbitraire,  et  qui  peuvent  s'arran* 
ger  de  ( I,  2,  3. . .  n^ — 1  )  manières  :  ainsi  le  nombre  de 
combinaisons  pour  les  diagonales  répétées  sera  2(1,2, 
l..n«— 1). 

Si  la  2.^  ligne  commence  par  un  terme  de  la  iJ®  dont 
le  rang  soit  /i,  2  /i,  3  n  {n — 1)/i,la  1  .^^^^ diagonale  sera  conn 
posée  de  n  périodes  dont  chacune  aura  n  termes;  il  res- 
tera n*— n  termes  de  cette  \J^^  ligne,  qui  peuvent  s'arran-  * 
gqpr  de  (1,2^  3. . .  n*— •»)  manières*  Les  n  nombres  de  la 
période  ont  aussi  (1, 2,  3. . .  n)  combinaisons;  et,  comme 
il  y  a  A  manières  de  former  une  période,  on  aura  en  dé- 
finitif (1, 2, 3. . .  n)  (t,  2, 3. . .  71*— n)  A  combinaisons  pour 
ce  cas  particulier. 

Si  la  2.®  ligne  commence  par  un  nombre  dont  le  rang , 

dans  la Ijc ligne,  soit  w+2,  2n+2,  3/i+2 (n— 1  ) 

II-I-2,  ce  sera  la  2fi  diagonale  qui  sera  périodique,  et  il 
viendra  le  même  produit  qu'au  précédent  cas  :  on  aura, 
pour  le  double  cas  de  période  en  diagonales ,  le  nombre 
de  combinaisons  exprimé  par  2  (  t , 2, 3. . .  n)  (t,  2^  3. . . 
ii*--.ii)A. 

Si  la  2.®  ligne  commence  par  un  terme  de  l'ordre  n-f  1 , 
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2  n-f-1 ,  3  «+1. . .  (/i — 1)  n+1 ,  alors  toutes  les  i 
sont  périodiques.  Il  (kudrait  connaître  ici  toutes 
binaisons  de  A,  prendre ,  parmi  ces  combinaisons 
tr'elles ,  ou  plutôt  n — 1  :  car ,  lorsqu'on  a  pris  i 
combinaisons,  la  dernière  est  fixée;  mais  ces  n- 
binaisons  doivent  être  telles  qu'elles  ne  comprenn 
les  mêmes  nombres.  Or  chacune  de  ces  pério 
termes  se  combine  de  (1, 2,  3. . .  n)  manières;  et 
l'on  a  71  de  ces  périodes ,  il  Tiendra  (1 ,  2, 3. . .  n)" 
les  n  périodes ,  considérées  chacune  comme  un  S4 
bresQ combinent  de(t^  2,  3. . .  n)  manières:  on  a 

(  1 , 2,  3. . .  )"■*" S  qu'iî  ^«t  multiplier  par  B  (B  repi 
tous  les  systèmes  de  périodes  comprises  dans  A,li 
prises  en  nombre  n ,  ne  sont  pas  composées  d 
nombres). 

Le  même  produit  ayant  lieu,  si  ce  sont  les  hor 
qui  sont  supposées  périodiques,  on  aura,  pour  1 
cas,2B(1,2,  3.../i)'^^ 

Quoique  Ton  n'ait  qu'une  difie ronce  de  positioi 
1 .««"  tableau,  lorsque  les  périodes  sont  en  horizon  ta 
d'étreen  verticale, il  est  nécessaire  do  considérer 
cas,  parce  que  le  2.e  tableau  peut  avoir  les  pério 
l'une  de  ces  lignes,  lorsque  le  l.er  tableau  les 
l'autre. 

S'il  n'y  a  point  de  dia(jonalcs  répéléos,  ni  do  [ 
il  viendra  d'abord,  en  faisant  abstraction  des  1/ 
dernier  termes  de  la  1  J<'  ligne ,  w- — 3  pour  les 
restans  dans  cette  ligne  ;  de  plus ,  puisque  pour  les 
en  diagonale  l'on  a  n — I  nombres  par  losqn<»ls  < 
rail  commencer  la  2.'*  ligne  pour  chaque  diagonal 
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tant  en  yerticalc ,  il  (kudra  soustraire  3  (jn — t)  de  n' — 3, 
ce  qui  donne  n' — 3 — 3  (n — l)=7i' — 3/i.  Cette  valeur  re- 
présente le  nombre  de  termes  par  lesquels  peut  commen- 
cer la  2.C  ligne,  lorsqu^on  ne  yeut  ni  période  ni  diagonale 
répétée.  Dans  ce  cas  la  l.*®  horizontale  se  compose  à  vo- 
lonté; et,  comme  elle  comprend  n*  termes,  on  aura 
pour  ce  cas  (1, 2,  3. . .  n*)  (n* — 3n). 

Ajoutant  ces  différens  produits,  on  obtiendra,  pour 
toutes  les  combinaisons  du  1  .<^r  tableau  ,2  (i ,  2,  3. . .  7t'— 1) 
+2(1,  2,  3. . .  /i)  (1,2,  3. . .  /i«— /i)A+2B(1,2, 3...  «)^» 
+(l,  2, 3. . .  «>)  (/!»— 3/i>=S. 

On  doit  prendre  garde  de  décomposer  arbitrairement  les 

indices,   ce  qui  donnerait  lieu  à  de    graves  erreurs: 

par  exemple,  n' — n  est  un  indice;  mais, si  on  le  mettait 

«ous  la  forme  n-  (n — 1),  et  si  Ton  écrivait  (1,  2, 3. . .  n) 

(1, 2,  3. . .  w.(;i— l)z=(l,  2,  3. . .  n)'(»— I),  on  serait  loin 

d'avoir  un  résultat  convenable  :  car,  soit  /i'  =25 ,  et  par 

conséquent  w=5 ,  l'on  a  (1, 2,  3. . .  w)=I,  2,  3,  4, 5=120, 

qu'il  faut  multiplier  par  (1 ,  2,  3. . .  ti* — n) ,  ou  par  (1,2, 

3. . .  /i.(w — 0=^>  2,  3. . .  20,  ce  qui  donne  un  nombre 

considérable  ;  tandis  que  (1 , 2,  3. . .  n)  *  (/i — 1)  ne  présente 

que  le  nombre  120'»  4=57000.  Ainsi,  de  ce  que  n^ — n 

peut  se  mettre,  dans  la  parenthèse,  sous  la  forme  n*  {n — 1), 

il  ne  s'ensuivrait  pas  qu'on  pût  séparer  ces  facteurs, quoique 

Cela  parût  conforme  à  la  règle  des  produits  algébriques. 

Le  2.*^  tableau  aura  la  m<^me  formule  que  le  premier;  mais 

il  ne  faut  pas  que  les  périodes  soient  dans  le  môme  sens , 

Ou  que  les  mômes  diagonales  soient  répétées.  On  examinera 

donc,  pour  chaque  cas ,  ce  que  l'on  doit  modifier.  Ainsi, 

par  exemple,  si  le  l.*^"^  tableau  a  la  I/^  diagonale  répé- 
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téc ,  le  2.<'  tableau  aura  toutes  les  combinaisons  de  5 1 
moins  celles  qui  se  rapportent  à  cette  1 J^^  diagonale  :  d'oa 
il  suit  qu'ion  prendrait ,  pour  ce  cas ,  et  pour  le  2.<^  tableau, 
S'=(l ,  2,  3. . .  «^—1  )+2  ( 1 , 2,  3^.  n)  ( 1 , 2,  3...  n .  (n— 1)A 
+2B  (1, 2,  3. . .  ny+  (1,2,3...»')  (yi«— 3/i).  Cette  Ta- 
leur  de  S'  serait ,  dans  la  présente  supposition ,  et  pour 
avoir  toutes  les  combinaisons  du  carré  ma(jique  simple, 
à  multiplier  par  (1,2,  3. . .  n'— 1  ).  On  agirait  de  même 
dans  tous  les  autres  cas. 

n  est  £icile  d^obtenir  une  des  combinaisons  de  B ,  on 
Fun  de  ses  systèmes  :  ainsi ,  pour  les  périodes  de  5  termes, 
ayant  pris  au  hasard  t ,  2,  24,  22,  16,  on  pourra  chobir 
3,4,25,13,20...5,6,23,10,21...7,8,  19,  14,17. 
Les  5 nombres  restans  compléteront  le  système,  et  donnent 
9, 11,  12,  15,  18=65,  valeur  de  chaque  période. 

ARTICLE  PREMIER. 

CARRÉ  DB  9   SIMPLE. 

Soit  supposé  le  1.^^  tableau  à  périodes  en  verticale,  et 
par  conséquent  que  la  2.<-  horizontale  commence  par  le  4.® 
ou  7.^  terme  de  la  première  ;  soit  aussi  supposé  le  2.^  ta^ 
bleau  avec  la  2.<^  diagonale  répétée  :  il  faut,  dans  ce  cas ,  que 
le  l.^S  le  4.^  et  le  7.^  termes  de  la  1 J*"  horizontale  aient 
pour  somme  15;  il  en  doit  âtre  de  môme  pour  les  2Sj  5.^ 
et  8.®  termes ,  ainsi  que  pour  les  3.<^,  Qs  et  9.<î.  On  a  ru 
que  le  produit  applicable  au  1.<^^  tableau,  pour  le  cas  que 
Ton  considère,  était  B  (1,  2, 3. . .  n)"^*  ;  ici  n=3. . .  «  + 1 
=  4. . .  (1,2, 3. . .  /i)=l,  2,  3=6:  onaura  donc  6*=I296, 
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ir  le  produit,  129GB.  Ils^agitde  déterminer  B;  or 
ru  que  A ,  pour  9  de  racine,  avait  8  combinaisons, 
:  1,  5, 9. . .  1, 6,  8. . .  2,  4, 9. . .  2, 5,  8. . .  2,  6,  7. . . 
. . .  3, 5, 7. . .  /ï,  5,  6*  Pour  avoir  B,  il  £iut ,  sur  ces  8 
jes,  en  trouver  3  dans  lesquelles  ne  se  rencontrent 
i  mêmes  nombres;  et  même  il  .suffit  de  deux,  pûis- 
i  3*^  suit  nécessairement. 

t  1,5,  9,  l'une  d'elles  :  on  voit  sur  le  champ  que 
S*.  •  2,  4,  9. . .  2,  5,8,  ne  peuvent  faire  partie  des 
autres,  puisqu'il  y  a  nombres  répétés  avec  la  pre- 
.  Soit  2, 6, 71a  seconde  période  :  il  ne  restera,  comme 
oit  être,  que  3,4,8  pour  la  3,^  Si  l'on  suppose 
I  pour  la  1/e  période,  la  seconde  ne  sera  ni  1,5,9, 
le  autre  où  entrent  les  nombres  1,  6  et  8*  H  ne  reste 
»  4,  9  et  3,  5,  7*  Il  ne  peut  j  avoir  que  ces  deux 
les,  puisque  l'unité  doit  en  faire  partie,  et  qu'il  n'y  a 
iux  combinaisons  où  cntreTunité  :  doncB=2.  Ainsi 
tableau  aura  pour  le  cas  particulier  de  période  en 
lie,  2.1296=2592. 

int  au  2.e  tableau,  comme  il  y  aura  8  nombres  qui 
nt  s'arranger  à  volonté,  et  que  le  moyen  a  sa  place 
ninée,  l'on  peut  combiner  ces  8  nombres  de  (1 ,  2, 
8)  manières  =:  40320,  nombre  qui,  multiplié  par 
produit  104^509,440  combinaisons  pour  le  cas  par* 
r  dont  il  s'agit. 

pourra  toujours  considérer  la2,e  horizontale  du  1.^' 
u  comme  commençant  par  le  terme  de  rang  n  +  1 
)remière  :  car  il  n'y  aurait  pas  plus  de  combinaisons 
nmençant  par  le  terme  des  rangs  2  ra  4"  ^  •  •  -  •  ^  '^ 
. . .  etc. ,  attendu  qu'elles  sont  toutes  comprises  dans 
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la  formule  propre  au  cas  que  Ton  considère,  savoir  : 
B(1,2,3.../i)'^'(  l,2,3...n*  — 1). 

La  seule  attention  sera  donc,  après  avoir  placé  les 

termes  de  Tune  des  périodes  aux  ranges  1 , 1  -(- 1 

1  'i-(^n^'i)njàe  mettre  les  termes  de  la  2.^  aux  rangs 

2,  2+ /i,  2+2  n. ...  2  +  (n  —  l)»n;  puis  les  termes  de 
la  3.C  aux  rangs  3, 3  +  r,  3  +  2 it. . . .  3  +  {n —  1  )ii.  La 
dernière  sera  aux  rangs  r,  2r,  3  r.  . . .  n^  Ici  n*z=:fi  -}" 
(r  —  1  ).  rz=;r  +  r' —  R ,  ce  qui  doit  être  en  effet» 

La  figure  19,  planche  II,  donne  le  carré  de  9  de  racine 
pour  le  cas  dont  on  s'occupe  ici.  On  voit  (pie  les  périodes 

3,  7,  5.  ..6,8, 1...  4, 9,  2z=:15  forment  Tun  des  deux 
systèmes  de  B. 

Ce  que  Ton  vient  de  dire  pour  le  cas  oii  r  =:  3  s'applique 
à  tous  ceux  où  R  est  plus  grand»  Toute  la  difficulté  consbte 
à  trouver  A  :  car  B  peut  s'en  déduire  en  procédant  avec 
ordre. 

Voici  les  tableaux  du  carré  de  9  pour  la  figure  19,  et 
en  commenrant  la  2.'-  ligne  par  le  li.^  terme  de  la  pre- 
mière. 

^3  6  /ï  7  8  9  5  1  2  /72  27  0  18  9  ^l5  63  54  36 

7  8  9  5  12  3  6a  |  27  0  18  9  45  63  54  36  72 

^512364789  .  V  0  18  9  45  63  54  86  72  27 

S  ]3  6  4  7  8  9  5  1  2  2  )18  9  45  63  5'l  ,%  72  27   0 

789512364  |  <  9  45  63  54  36  7227    0  18 

J5  1  2  3  6  4  7  8  9  s  I45  63  54  36  72  27  0  18  9 

3  6  4  7  8  9  5  12  ^163  54  36  72  27  0  18  9  45 

7  8  9  5  12  3  6  4  f  54  36  72  27  0  18  9  45  63 

,512364789  \36  72  27    0189  45  63  51 
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ARTICLE    IL 

CARRÉ    DE    25    SIMPLE. 

Supposant ,  dans  le  1  .^^  tableau,  que  la  1 J^-  diagonale  soit 
périodique ,  et  que  le  2.^  tableau  ait  périodicité  à  la  2.<^  dia- 
gonale, chaque  période  vaut  65;  mais  on  a  yu  que  la  for- 
muk ,  pour  le  cas  de  périodicité  ou  diagonale  «  était  (1,2, 

3 n  )  ri ,  2,  3 n  •  (  /i —  1  )]  A  :  on  aura  donc  pour 

le  carré  magique,  dans  le  cas  actuel,  j  (  1 ,  2,  3 n) 

[(1 ,  2,  3 7».(/i— I  )]  A  }«;  et,  comme  A=1393,  on 

aura  ici   {  (1 ,  2,  3,/i,  5)  (1,2,  3 20)  1393}»  = 

(120-  720  .  50'10 .  360  •  360  •  1860'Ï80  •  1393)%  nombre 
prodigieux  =  ( 239 I6i86'l0  .  1 36920924160000 )>;  et  ce 
iK>mbre,  tout  grand  qu'il  est,  n'a  lieu  que  pour  un  cas 
particulier  du  carré  simple  de  23. 

IIÉiut,  dans  le  l.^r  tableau,  que  les  1  .^»-,  6.<?,1 1.«,  16.®  et 
21  .^^  termes  de  la  i,^*-  horizontale  donnent  63  pour  somme , 
et  Ton  commencera  la  2.'^  horizontale  parle  5.<^  terme  de  la 
première.  On  pourrait  aussi  commencer  par  les  10.**,  15.*^ 
ou  20.^;  mais  il  suffît  de  considérer  le  cas  où  Ton  com- 
mence par  le  5.^,  parce  qu'au  moyen  do  toutes  les  combi-^ 
nabons  comprises  dans  la  formule ,  ce  nombre  de  combi- 
naisons ne  serait  pas  augmenté,  en  commençant  par  un 
autre  terme  que  le  5.« 

(iuant  au  2.^  tableau ,  il  faudra  que  les  5.«,  1 0.^,  1 5.e,  20,® 
et  dernier  termes  de  la  l.'*^  horizontale  donnent  1500  pour 
somme  :  car  chaque  ligne  se  compose  de  la  suite  des 
nombres  0,  23,  50. . . .  600;  et,  à  cause  de  0,  on  ne  consi- 
dère que  24  termes  à  sommer,  dont  le  K^^  est  25,  et  le 


] 
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dernier  GOO,  ce  qui  donne  G25  •  12,  et  pour  chaque  pé- 
riode «^5fi'=125  .  12=  1500.  Il  faut  de  plus,  d'après  ce 
qui  a  été  dit,  que  la  2»^  ligne  commence  par  les  termes  des 
7.e,  12.Ï*,  \7.^  ou  22.^  rangs  de  la  I  .rc  horizontale;  et  il  suffit 
encore  de  considérer  le  seul  cas  oii  l'on  commence  parle 
7.<^.  Si  Ton  choisit  dans  l'un  ou  dans  Tautre,  ou  dan»  les  deux 
tableaux  des  nombres  d'autres  rangs  que  le  5.^  ou  le  7.^, 
pourvu  qu'ib  soient  de  l'un  des  rangs  convenables,  3  j 
aura  toujours  périodicité  en  diagonale  :  c'est  ce  qu'on  a  fiât 
pourobtenirle  carré  ÇJigure  20,  planche  III),  Voici  les  deux 
premières  lignes  de  chaque  tableau  ;  les  autres  se  com- 
posent de  la  précédente,  comme  la2.<'  horizontale  de  la 
première. 


1 
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§  2. 

L\  RACINE  EST  GOXPOSÉB  DE  DEUX  OU  PLUS   DE  FAGTBUIft 

PREMIERS. 

LfCS  carrés  dont  la  racine  est  composée  de  plusieurs  (ac- 
teurs premiers  peuvent  avoir  des  diagonales  répétées.  Ces 
diagonales,  aussi  bien  que  les  verticales  ou  les  horizon- 
tales, sont  aussi  susceptibles  de  périodes;  mais  ces  carrés 
difterent  de  ceuv  dont  la  racine  est  un  carré ,  en  ce  qu% 
peuvent  avoir  des  périodes  de  plusieurs  espèces,  dont  l6 
nombre  de  termes  serait  égal  a  celui  de  chaque  facteur , 
et  même  du  produit  des  facteurs  2  a  2,  3  a  3. . .  n — 1  à 
n — 1 ,  si  le  nombre  des  facteurs  est  n  ;  et  de  plus  on  peut 
avoir  période  dans  plusieurs  lignes  à  la  fois ,  en  commen- 
çant la  2.*'  horizontale  par  un  terme  déterminé  de  la  pre- 
mière. On  va  donner  plusieurs  exemples,  pour  ne  rien 
laisser  à  désirer  sur  ce  genre  de  carrés. 

ARTICLE  PREMIER. 

C\RnK     DE     15. 

Il  faut  examiner  ce  qui  arrivera  lors  des  différentes 
suppositions  i>our  le  commencement  de  la  2.<"  hori- 
zontale. 

D'abord,  si  Fou  commence  par  le  2.^  ou  le  dernier 
terme  de  la  1."'  ligne.  Tune  ou  lautre  des  diagonales  sera 
répétée.  On  va  supposer  que  la  1.ï'<*  ligne  comprend  la  sé- 
rie naturelle  par  ordre. 

Si  par  le  3.^'  terme ,  la  verticale  n'aura  que  2  pour  dif- 
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ftrenoe  t  ainsi  point  de  période;  la  1.^  diagonale  anra  ft 
poor  2i^  tenne  ;  et ,  la  différence  étant  3,  il  j  aura  période 
de  5  termes;  la  2.^  diagonale  n'aurait  que  INmité  pour  dil- 
fSrenoe:  ainsi  point  de  période* 

Si  par  le  4.^ ,  la  Terticale  ou  l'horizontale  a  période 
de  5  nombres;  les  diagonales  n'en  ont  point* 

Si  par  le  5.«,  la  ij^  diagonale  aura  6  pour  2.«terme, 
et  5  pour  différence  :  donc  période  de  3  termes;  la  OLP 
diagonale  aura  3  pour  2fi  terme  et  pour  différence  :  donc 
période  de  5  termes*  Il  n'y  en  a  point  en  yerticale. 

Si  par  le  6*^,  la  yerticale  aura  5  pour  différence,  et  pé- 
riode de  3  termes.  On  ne  pariera  plus  de  période  en  ho- 
riiontale  :  elles  peuvent  avoir  lieu  toutes  les  fob  que  les 
verticales  en  sont  composées;  ce  n'est  que  changement 
de  lignes  l'une  dans  l'autre.  La  l.**^  diagonale  aura  pé- 
riode de  5»  son  2.^  terme  étant7,  et  sa  différence=£, mul- 
tiple de  3. 

Si  par  le  7.^:  verticale  avec  période  de  5;  2.®  diagonale 
avec  période  de  3. 

Si  par  le  8.^  :  2.^  diagonale ,  période  de  5. 

Si  par  le  9.^:  I.^^''  diagonale,  période  de  5. 

Si  par  le  10.«  :  verticale,  période  de  S-yi.^  diagonale , 
période  de  3. 

Si  par  le  1 K^  :  verticale ,  période  de  3  ;  2.^  diagonale , 
période  de  5. 

Si  par  le  12.e  :  l.ro  diagonale ,  période  de  5 ; 2.^  diago- 
nale, période  de  3. 

Si  par  le  13.^:  verticale,  période  de  5. 

Enfin ,  si  par  le  14.^  :  2.^  diagonale,  période  de  & 
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Donc  9  en  mettant  par  ordre ,  on  aura  y  si  Ton  oomuM 
la  ^^^  horizontale 

parles3eet9.«ter-ï^^,^  période  de5. 
mes  de  la  première.) 

par  les  4.®  et  13.®. . .  verticale  ,  période  de  5 

par  les  8.®  et  14.^.  • .  2,^  diagonale ,  période  de  5. 

par  les  5.e  et  12.» diagonales ,  |  "^^^^^ 

,     ^         ^^        f  verticale  et  1  .»^e  C  période  d'es 

par  les  6.®  etlO.e. .  <      „         .         <     j-o^t-    . 
'^  \     diagonale,      (     différente. 

.     ..  MJi      S  verticale  et  2.®  (  période  d'es 

par  les  7,^  et  llA  <      ,.         .         <      ,.^,      . 
^  t     diagonale,       t     différente. 

n  suit  de  ce  qui  précède  que  chacune  des  diagoi 
et  la  verticale,  prises  isolément,  peuvent  avoir  péi 
composée  d'autant  de  termes  qu'il  ja  d'unités  dans  le 
grand  &cteur;  mais  que ,  prises  2  à  2,  ces  lignes  ac 
des  périodes  différentes. 

Le  2.®  tableau  aura  les  mômes  périodes  que  le 
il  faudra  donc  éviter,  lors  dé  sa  formation ,  de  comme 
la  2.<^  ligne  de  manière  à  avoir,  dans  celles  de  même  d 
mination  des  deux  tableau^c ,  les  mômes  périodes  :  cai 
aurait  des  nombres  répétés  dans  le  carré  magique. 

On  voit  sur  le  champ  si  les  lignes  peuvent  avoir 
périodes ,  et  leur  nature.  Il  suffit  des  deux  premiers  te: 
de  l'horizontale,  ou  mieux  de  la  verticale.  Ainsi, 
exemple,  l'unité  faisant  partie  de  ces  deux  termes, 
la  2.^  horizontale  commence  par  7,  la  différence  en 
ticalc  sera  6,  qui  est  multiple  de  3  :  il  j  aura  donc 
riode  de  5  termes  en  verticale.  Dans  le  même  cas  la 
diagonale  aurait  8  pour  2.^  terme;  la  différence  sen 
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« 

qui  n'est  multiple  ni  de  3,  ni  de  5  :  ainsi  point  de  période. 
Quant  à  la  2.® diagonale,  ses  deux  premiers  termes  seront 
25  et  5  ^  dont  la  différence  est  5  :  ainsi  cette  diagonale 
aura  période  de  3*  La  différence ,  lorsqu'on  est  au  dernier 
terme,  ne  s'établit  pas  par  soustraction;  elle  est  simple- 
ment le  nombre  même  après  le  dernier. 

n  re3te  à  Êùre  en  sorte  que  les  pénodes  aient  la  somme 
exigée.  Bans  le  cas  de  la  racine  1 5,  la  période  de  5  termes 
doit  ayoir  40  pour  somme,  et  celle  de  3  termes  doit  ayoir 
24U  En  effet  8  est  le  moyen  i  donc  5  •  8= 40,  et  3  •  8=:24. 

Chi  Terra  (/%•  21 ,  pL  II)  le  carré  de  15«  Les  tableaux 
qui  7  ont  donné  lieu  sont  les  suivans. 

Suis  le  1.^  de  ces  tableaux  Fhorizontale  \J^  est  for- 
mée ayec  les  1 5  premiers  nombres  dans  l'ordre  6 ,  2, 3 ,  4^ 
5,1,7,  8,9,  10,  11,  12,  13,  1/1,  15.  La  2.e  horizontale 
commence  par  le  3.^  terme;  mais,  la  l.^'^  diagonale  ayant 
période  de  5,  il  faut  que  les  1.«^  A.^  7.%  10.^  et  13.^ 
termes  de  la  iJ^  horizontale  fassent  AO;  et,  en  effet, 
6  +  4  +  7+10+13=40.^ 

Le  2.e  tableau  a  pour  1 J^  horizontale  les  nombres  de  0  à 
210,  tous  multiples  de  15,  dans  l'ordre  0, 15,  30,90, 60, 
45, 120, 105,  75,  135, 150, 165, 180,  195, 210.  La  seconde 
horizontale  commence  par  le  4.®  terme  de  la  l.^e,  et  il  j 
a  période  de  5  en  yerticale.  H  faut  donc  que  les  1.«%  4.®, 
7.«,  lO.e  et  13.<^  de  la  i.^  horizontale  fassent  525  :  car  le 
moyen  est  105  =  îi^  et  5.105=525:  en  effet  0+90+ 
120  +  135  +  180=525. 

On  peut  avoir  périodicité  en  horizontale  au  lieu  des  ver- 
ticales; et  l'un  des  tableaux  peut  avoir  pérfodicité  dans 
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Fane  de  ces  lignes,  et  Fantre  dans  la  ligne  de 
tion  différente. 

n  est  possible  de  calculer  les  combinaisons  qoi  se  rap- 
portent à  chaque  cas;  mais  il  faut  faire  attention  que  dans 
la  périodicité  en  horizontale  ou  en  yerticale  il  est  néces- 
saire,  non^^ulement  que  la  période  ait  la  somme  Toahe, 
mais  encore  que  les  autres  termes  soient  disposés  de  ma- 
nière à  former  cette  même  sonune  de  5  en  5.  Ainsi  le 
2.e,  le  5.e,  le  8.®,  le  11.^  et  le  14.®  doivent  faire  525;  et, 
en  effet,  15  +  60  +  105+150+195=525:  d'où  il  soit 
que  les  3.®^  6.®,  9.®,  12.®  et  15.^  ont  cette  même  somme. 
Reste  à  calculer  B,  ou  les  systèmes  de  combinsdsons  tirés 
de  A,  de  telle  manière  que  3  périodes  de  5,  sur  les  15 
premiers  nombres ,  ne  comprennent  pas  de  termes  égaux  : 
il  faut  donc  connaître  A  pour  en  déduire  B  ;  quant  au 
premier  tableau,  il  suffirait  de  déterminer  A. 

Le  1.^  tableau  donnera(1,2,  3. . .  10)  (1,2,  3, 4,  S)A: 
car  chaque  période  s'arrange  de  (1,2,  3,  4,  5)  manières. 
Les  nombres  restans  sont  15 — 5=10,  et  s'arrangent  de 
(1,  2,  3. . .  10)  façons.  A  est  le  nombre  de  périodes  de  W 
qu'on  peut  £sdre  avec  les  15  premiers  nombres. 

Le  2.C  tableau,  ayant  période  de  5  en  verticale ,  aura 
d'abord(1,  2,  3,  4, 5)  pour  les  arrangemens  de  chaque  pé- 
riode; et,  comme  il  y  en  a  3,  on  aura  (  1 , 2,  3,  4 ,  5)*.  Or 
ces  trois  périodes  peuvent  avoir  entr'elles  1 , 2, 3=  6 ar- 
rangemens :  on  aura  donc  pour  le  second  tableau  6  B  (1, 
2, 3,  4,  5)';  et  en  tout,  en  multipliant  les  combinaisons 
de  chaque  tableau,  6  AB  (1,  2,  3,  4,  5)*  (1,2,  3..  .10). 
Reste  à  calculer  A  et  B. 

Yoici  les  combinabons  dont  sont  susceptibles  les  15 
premiers  nombres  5  à  5  pour  obtenir  40. 


9Hn  /  7  II  15 

»  «  15  (  7  12  n 

M»  13  15  I  8  10  15 


I  6 


8  11  n 

8  12  13 

9  10  U 
9  11  1S 

10  II  12 


I  7 


18   9  10  12 

Combinaisoiis  où  entre  l'u- 
nité  (18) 


6  14  15 

7  13  15 

8  12  15 
,  ,  ,  *<3  14 

1  5  <  8  12  14  \  9  11  15 

9  12  14 
10  11  14 
10  12  13 
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5  «  15  r  8    9  14 

6  13  15  j  8  10  1S 

7  12  15  \  8  11  12 


2  4 


2  5 


I 


7  10  15 
7  1i   IH 

7  12  13 


8  10  14 

8  11  13 

9  10  13 
9  11   12 


7  13  14  l  9  10  12 

8  11  15  2  8       9  10  11 

8  12  14  Combinaisons  où  2  est  le] 

^  ^®  ^5  «petit  nombre l 

9  11  14  

9  12  13 

,10  1113  /  5  13  15 

/  6  12  15 
6  ^2  15  I  6  13  14 

6  13  14  U  „  ,5 

7  11  15  1  7  ,2  14 

7  12  14         3  4  <  8  10  15 

8  10  15  j  8  „  ,4 

8  11  14  I  8  12  13 

8  12  13  [  9  10  14 

9  10  14  9  11  13 
9  11  13  \io  II  12 

10  1112  /  6  II  15 

G  12  14 
7  10  15 
7  11  14 
7  12  13 


2  6  <  !  ^  '^        ^  •''  \  8  9  15 


8  10  14 

8  11  13 

9  10  13 
9  II  12 
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27» 


3  est  le  plus 
(31) 


7  .8  15 
7    9  14 

7  10  13 
4  6  (  7  11  12 

8  9  13 

8  10  12 

9  10  11 
8  9  12 
8  10  11 

CombinaisoDS  oii  4  est  le  jSm 
petit  nombre. (19) 


4  7 


{ 


6  10 
G  11 
6  12 


4  5 


7 
7 
7 
8 


9 
10 
11 

9 


8  10 

8  11 

9  10 


15 
14 
13 
15 
14 
13 
14 
13 
12 
12 


7    8  14 

7  9  13 
5  6^  7  10  12 

8  9  12 
8  10  11 

5  7       8    9  11 

Combinaisons  où  5  est  le  plus 
petit  nombre (6) 

6  7       8    9  10 
Combinaison (1) 


En  tout  141  manières  de  former  période  de  40  avec  5 
ambres  sur  les  15  premiers  :  donc  À =141  ;  mab  B  est 
lus  considérable.  Pour  le  calculer,  on  agira  comme  il 


lit: 


Pubquc  toutes  les  yeriicales  sont  périodiques,  et  que 
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tous  les  nombres  doireBt  se  trouTcr  dans  les  3  périod 
est  d^abord  inutile  de  chercher  la  3.^  période  lorsi 
en  connaît  deux,  attendu  que  cette  3.®  période  con^ 
les  nombres  qui  ne  font  point  partie  des  deux  autrei 
comparera  donc  les  premières  périodes  de  A  atcc  < 
qui  ne  contiennent  pas  de  nombres  communs,  et  Toi 
tiendra  les  premiers  systèmes  de  B*  Il  j  a  plus  :  il  suflG 
comparer  les  périodes  qui  contiennent  l'unité  A  cdle 
ne  la  renferment  pas ,  sans  s'occuper  de  la  oonqpai: 
des  périodes  qui  n'ont  pas  l'unité  arec  les  antres  qi 
sont  aussi  privées,  attendu  que  la  3.^  période ,  renfen 
nécessairement  l'unité,  serait  une  de  celles  qui  ont  d'à 
serri  de  comparaison  ;  il  j  aura  donc  seulement  k 
premières  périodes  à  prendre  conmie  l'une  des  3  qui  < 
tituent  un  des  systèmes  de  B.  Enfin  une  observation  a 
géra  encore  les  recherches  :  si  la  période  de  compara 
contient  1  et  2^  il  suffit  d'examiner  celles  qui  commei 
par  3,  sans  recourir  à  celles  dont  le  premier  terme  e 
5  ou  G  :  car,  ou  ces  trois  derniers  nombres  feront  parti 
la  2.®  période,  et  par  conséquent  ne  peuvent  être  qu 
jetés  ^  puisque  cette  2.®  période  a  été  prise  en  consid 
tion  ;  ou  ces  trob  nombres  n'entrent  pas  dans  la  2.®  pari 
et,  par  suite,  entrent  dans  la  3.<^,  qu'il  est  inutile  de 
chercher.  Par  la  même  raison ,  lorsque  2  n'entre  pas 
la  période  de  comparaison,  dont  Tunité  (ait  toujours  pi 
il  ne  laut  chercher  la  2.^  que  parmi  celles  qui  conmien 
par  2  :  car,  après  avoir  épuisé  ceDes-ci ,  en  recoun 
celles  dont  2  ne  fait  pas  partie ,  on  retomberait  néce 
rement  sur  celles  où  entre  2. 

D'après  ces  considérations  Ton  détermine  B  fiidlei 
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et  MHS  tAtonnemeiiU  On  mettra  toujours  isolément  la 
période  qui  contient  l'unité ,  et  qui  est  la  première,  ou 
ceBe  de  comparaison;  Ton  suiyra  l'ordre  des  périodes 
de  A. 

Ce  qui  est  dit  ici  doit  être  appliqué,  sauf  les  modifica- 
tions  suggérées  par  les  différons  cas,  à  la  recherche  de  B. 
n  j  aura  toujours  à  calculer  A;  et,  malgré  les  abrérâ- 
tkms  dont  ce  calcul  est  susceptible ,  il  fiiut  ayouer  qu'à 
début  de  formule  générale  on  est  souTcnt  rebuté  par 
les  longueurs  qu'on  est  obligé  de  supporter.  Au  reste  il 
est  mmns  intéressant  de  connaître  la  sonmie  des  combi- 
naisons de  A  que  de  pouroir  en  obtenir  à  Tolonté,  et  c'est 
ce  qu'on  peut  toujours  bire. 

Passant  aux  valeurs  de  B,  on  aura ,  pour  le  cas  dont  il 
s'agit  ici  : 

1  2    8  14  15        1  2    9  13  15        1  2  10  12  15 

34  9  11  13  3  4  7  12  14  3  4  6  13  14 
3  4  10  11  12  3  4  8  11  14  3  4  8  11  14 

35  7  12  13  3  4  10  11  12  3  4  9  11  13 
35  9  10  13  3  5  6  12  14  3  5  7  fi  14 

35  9  11  12   3  5  7  11  14   3  5  8  11  13 

36  7  11  13   3  5  8  10  14   3  6  8  9  14 

36  9  10  12   3  5  9  11  12   3  6  7  11  13 

37  9  11  10   3  6  7  10  14   3  7  8  9  13 

3  6  8  11  12 
3  7  8  10  12 
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1  2  10  là  14  1  2  11  12  14 

3  4  6  12  15  3  4 

3  4  7  11  15  3  4 

3  5  6  11  15  3  5 

3  5  8    9  15  3  5 

3  5  9  11  12  3  5 

3  6  7    9  15  3  6 

3  6  8  11  12  3  6 

37 

Ea  toul  41  systèmes  de  périodes  dans  l'ane  desquelles 
se  trourent  1  2. (41) 


5 

13  15 

8  10  15 

7  10  15 

8 

9  15 

9  10  13 

7 

9  15 

8  10  13 

8 

9  13 

1  3  7  14  15  1  3  8  13  15 

2  4  9  12  13  2  4  9  11  14 
2  4  10  11  13  2  5  7  12  14 
2  5  8  12  13  2  5  9  10  14 

25  9  11  13  2  5  1(^11  12 
2  5  10  11  12  2  6  7  11  14 

26  8  11  13  26  9  II  12 
26  9  10  13  2  7  9  10  12 
2  6  9  11  12 

2  8  9  10  II 


1  3 

9  12  15 

24 

7  13  14 

2  4 

10  11  13 

2  5 

6  13  14 

2  5 

8  11  14 

2  6 

7  11  14 

26 

8  10  14 

2  6 

8  11  13 

2  7 

8  10  13 
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1  3  9  13  14  I  3  10  12  14 

2  4  7  12  15  2  4  6  13  15 
2  4.8  11  15  24  8  11  15 
25  6  12  15  25  7  11  15 
25  7  11  15  25  9  11  13 
25  8  10  15  26  8  9  15 
2  5  10  11  12  2  6  8  11  13 
2  6  7  10  15 

2  7  8  11  12 

1  3  10  11  15  1  3  11  12  13 

2  4  7  13  14  2  4  5  14  15 
2  4  8  12  14  2  4  9  10  15 
2  4  9  12  13  2  5  8  10  15 
2  5  6  13  14  2  5  9  10  14 
2  5  7  12  14  2  6  7  10  15 
2  5  8  12  13  2  6  8  9  15 
2  6  7  12  13  2  6  8  10  14 
2789  14  2789  14 

En  tout  5^1  systèmes  de  périodes  dans  l'une  desquelles 
ont  compris  1  3 (54) 


SM 

CAlli   BB    15. 

14    6  14  15 

14    8  13  14 

1  4  10  It  14 

2  3  10  12  tS 

2  3    9  11  15 

2  3    7  13  15 

2  5    8  12  13 

2  5    6  12  15 

2  3    8  12  15 

2  5    9  11  13 

2  5    7  11  15 

2  5    6  12  15 

2  5  10  11  12 

2  5  10  11  12 

2  5    8  10  15 

2  7    8  10  13 

2  6    7  10  15 

2  6    8    9  15 

2  7    8  11  12 

2  6    9  11  12 

26    7  12  13 

2  7    9  10  12 

2  7    9  10  12 

2  5    8  12  13 

2  8    9  10  11 

14    7  18  15 

14    9  11  15 

1  4  10  12  13 

2  3    9  12  14 

2  3    8  13  14 

2  3   6  14  15 

2  3  10  11  14 

2  3  10  12  13 

2  3    9  11  15 

2  5    8  11  14 

2  5    6  13  14 

2  5    7  11  15 

2  5    9  10  14 

2  5    7  12  14 

2  5    8  11  14 

2  5  10  11  12 

2  5    8  12  13 

2  6    8    9  15 

2  6    8  10  14 

2  6    8  10  14 

2  6    7  11  14 

2  6    9  11  12 

2  6    7  12  13 

2  7    8    9  14 

2  8    9  10  11 

2  7    8  10  13 

14    8  12  15 

1  4  9  12  14 

Entoat578]r>- 

2  3  10  11  14 
2  5    6  13  14 
2  5    9  10  14 

2  3  7  13  15 
2  5  7  11  15 
2  5  8  10  15 

tèmes  de  pério- 
des  dans    fane 
desquelles    sont 
1  4 (57) 

2  5    9  11  13 

2  6  7  10  15 

2  6    7  11  14 
2  6    9  10  13 

268  11  13 
2  7  8  10  13 
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1  5 

6  13  15 

1  5 

8  11  15 

1  5 

9  11  14 

23 

9  12  14 

23 

9  12  14 

23 

7  13  15 

2  S  10  11  14 

2  3  10  12  13 

23 

8  12  15 

24 

8  12  14 

24 

7  13  14 

2  3  10  12  13        i 

24 

9  11  14 

24 

9  12  13 

24 

6  13  15 

27 

8    9  14 

26 

7  12  13 

24 

7  12  15 

27 

8  11  12 

26 

9  10  13 

26 

7  10  15 

27 

9  10  12 

27 

9  10  12 

26 

7  12  13 

28 

9  10  11 

27 

8  10  13 

1  5 

7  12  15 

1  5 

8  12  14 

1  5 

9  12  13 

2S 

8  13  14 

2  3 

7  13  15 

23 

6  14  15 

2  3  10  11  14 

23 

9  11  15 

2  3  10  11  14  •     1 

24 

9  11  14 

24 

6  13  15 

24 

8  11  15 

2  4  10  11  13 

24 

9  10  15 

26 

7  10  15 

26 

8  10  14 

2  4  10  11  13 

26 

7  11  14 

26 

8  11  13 

26 

7  10  15 

26 

8  10  14 

26 

9  10  13 

26 

9  10  13 

28 

9  10  11 

1  5 

7  13  14 

1  5 

9  10  15 

1  5  10  11  13 

23 

8  12  15 

23 

8  13  14 

23 

6  14  16 

23 

9  11  15 

24 

7  13  14 

23 

8  12  15 

24 

8  11  15 

24 

8  12  14 

23 

9  12  14 

24 

9  10  15 

26 

7  11  14 

24 

7  12  15 

26 

8    9  15 

26 

7  12  13 

24 

8  12  14 

26 

9  11  12 

26 

8  11  13 

26 

8    9  15 

28 

9  10  11 

27 

8  11  12 

27 

8    9  14 
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En  toat  63  systèmes  de  périodes  dont  Fane  oonlieiit 
1  5 (65) 


1  6    7  11  15        1    6  8  11  14  1    6    9  11  13 

2  3    8  13  14       2    3  7  13  15  2    3    8  12  15 

2    3    9  12  14       2    3  10  12  13  2    4    5  14  15 

2    3  10  12  13       2    4  7  11  15  2    4    7  12  15 

2    4    8  12  14       2    4  9  10  15  2    4    8  12  14 

2    4    9  12  13        2    4  9  12  13  2    5    8  10  15 

2    5    9  10  14        2    7  9  10  12  2    5    7  12  14 

2    5    8  12  13 

1    6  8  12  13  16  10  11  12 

•1    6    7  12  14        2    3  9  11  15  2    3    7  13  15 

2    3    9  11  15        2    3  10  II  14  2    3    8  13  14 

2    4    8  11  15       2    4  5  14  15  2    4    5  14  15 

2    4    9  10  15        2    4  9  10  15  2    4    7  13  14 

2    4  10  II  13        2    4  9  11  14  2    7    8    9  14 

^'*^^"        lllllll  Entout51sys. 

2    5    91113        2    5  910  14  ^,^^^^^Z 

2    8    9  10  II  ,  ,       I    ,.   fi 

I     6  9  10  14  des ,     1    et   6 

étant    compris 

3  7  13  15  dans  Tune  d'd- 

3  8  12  15        'es (5') 

4  7  12  15  

4  8  11  15 

5  7  II  15 
5  8  12  13 
7  8  II  12 


1 

6 

8  10  15 

1 

2 

2 

3 

9  12  14 

2 

2 

4 

7  13  14 

2 

2 

4 

9  11  14 

2 

2 

4 

9  12  13 

2 

2 

5 

7  12  14 

2 

2 

5 

9  II  13 

2 
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1    7    8 

9  15      17 

8  10  14 

1    7    8  11  13 

2    3  10  11  14       2    3 

9  11  15 

2    3    6  14  15 

2    3  10  12  13      2    4 

6  13  15 

2    3    9  12  14 

2    ft  10  11  13       2    4 

9  12  13 

2    4    5  14  15 

2    5    6  13  14       2    5 

6  12  15 

2    4    9  10  15 

2    5  10  11  12      2    5 

9  11  13 

2    5    6  12  15 

2    6 

9  11  12 

2    5    9  10  44 

1 

7    9  10  13 

• 

1    7 

9  11  12 

2 

3    6  14  15 

2    3 

6  14  15 

2 

3    8  12  15 

2  .3 

8  13  14 

2 

4    5  14  15 

2    4 

5  14  15 

2 

4    8  11  15 

2    4 

6  13  15 

2 

4    8  12  14 

2    5 

8  10  15 

2 

5    6  12  15 

2    5 

6  13  14 

2 

5    8  11  14 

2    6 

8  10  14 

En  tout  31  systèmes  de 

périodes  dont  l'nne  contient 

,7 

(SI) 

1  8  9  10  12. 

t 

2 

3    6  14  15 

2    4 

7  13  14 

2 

3    7  13  15 

2    5 

7  11  15 

2 

4    5  14  15 

2    5 

C  13  14 

• 

2 

4    6  13  15 

2    6 

7  11  14 

En  tout  8 

'  systèmes  de 

périodes  dans  l'âne  desqndles 

>nl  1.8.. 

(R\ 

*M*      ■       y       V.    ....................................        ^-, 
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Ajootant  tous  les  systèmes ,  on  aura  B=i307,  et  la  Ibr 
mule  6AB  (  1,2,  3,  H,  5)^  (1, 2, 3. . .  20)  deviendra  G^ltl* 
307 •120'*  3628800=259722 . 207360000. 362880a  Ce 
nombre  prodi^eux  ne  représente  que  les  comWnaiwM 
relatives  au  seul  cas  que  l'on  considère  ici. 

n  est  plus  £Eicile  d'obtenir  les  combinaisons  pour  les  pé- 
riodes de  5  que  pour  celles  de  3  y  non  pas  à  raison  d^m 
nombre  moins  considérable  de  ces  combinaisons;  mais  3 
ne  faut  s'occuper  que  ^^nne  période  avec  celle  de  compt- 
raison,  tandis  que,  pour  celles  de  3,  il  faut  en  avoir  trois, 
indépendamment  de  celle  qui  sert  de  comparaison«  Yaici 
les  valeurs  de  A,  et  les  systèmes  de  B,  lorsque  les  périodes 
ne  sont  que  de  3  termes.  Gbacune  doit  avoir  24  pov 
somme* 

Et  d'abord  on  aura  pour  A  : 


1 

8  15 

2  7  15 

3  6  15 

4 

5  15 

1 

9  14 

2  8  14 

3  7  14 

4 

6  14 

1 

10  13 

2  9  13 

3  8  13 

4 

7  11 

1 

11  12 

2  10  12 

3  9  12 

4 

8  12 

3  10  11 

4 

9  11 

5 

6  13     6 

7  11     7 

8 

9 

5 

7  12     6 

8  10 

5 

8  11 

5 

9  10 

En  tout ,  pour  A ,  25  combinaisons. 

Tenant  aux  valeurs  de  B  ,  il  faut  comparer  chaque  vi 
leur  dont  1  &it  partie,  avec  celles  oii  entre  2»  et  qi 
n'ont  point  de  nombres  communs  avec  la  première;  po 
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prenilre  une  3.<^  période  oii  entre  S;  ensuite  oeUe  dont  ft 
Dut  partie,  et  toujours  de  manière  à  ne  point  avoir  de 
nombres  communs  avec  les  périodes  précédentes.  On  peut 
en  conséquence  arranger  ces  périodes  comme  suit  : 

1  8  15  ^  "    *'  ■•*  \  3  10  11... 4  6  14 
2  10  12...  3    7  14... a  9  11 

On  Toit  que  la  Ij^  combinaison  dont  1  fait  partie,  ne 
peut  se  comparer  qu'avec  2,  9,  13  et  2, 10, 12, puisque 
2,7,  15  et  2,  8, 14  ont  15  et  8  communs  avec  1,8,  15. 
On  prend  donc  2,9, 13,  qui  ne  peut  avoir  que  3, 7, 14 
et  3,  10,  11 ,  puisque  les  trois  autres  périodes  où  entre 
3  ont  des  nombres  communs  soit  avec  1,  8,  15,  soit 
avec  2,9,13.  Comparant  3, 7, 14  arec  les  combinaisons 
où  entre  4 ,  on  voit  sur  le  champ  qu'il  n'y  en  a  point  qui 
puisse  convenir  :  il  n'y  aura  donc  point  de  système  dans 
cette  supposition.  Quant  à  3,  10, 11 , il  n'y  a  que  4,  6, 14 
qui  n'ait  point  de  nombre  commun  avec  les  périodes  pré* 
cédentes.  La  5.^  période  se  compose  des  nombres  restans> 
et  doit  être  l'une  des  7  restantes;  elle  est  en  effet  5, 7, 12. 

Revenant  à  2, 10,  12,  il  n'y  a  que  3,  7, 14  qui  con^ 
vienne;  et  parmi  celles  qui  commencent  par  4 ,  il  n'y 
a  que  4 ,  9, 1 1  qui  n'ait  pas  de  nombre  commun  avec 
les  3  précédentes  :  la  5.^  sera  donc  5,6,13. 

Passons  à  1 ,  9, 14.  On  aura: 

3    8  13 ] 

,  3  10  11. ..4  8  I2I  5  6  13 
^  ^  '*  ^  C  3    6  15.. .4  7  13(  5  8  11 

\  3    8  13... 4  5  15J  6  7  11 


2    7  15{ 
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Pour  1, 10, 13  on  obtiendra 

Î27  15      3  9  12..  Jl  6  1 
2^^*  {39  12.. .4  5 

Pour  1 ,  1 1 9  12  il  viendra  : 

j  2  7  15...  3  8  13...  4  6  U]  5  9  10 
'  *^   '^  i  28  ia...3  6  15.. .4  7  I3I  5  9  10 

2913  j3«'5 ( 

•^        \  3  7  M...a  5  15j  6  8  10 

n  n'y  aura  donc  que  1 1  systèmes  pour  B.  Ici  B  est^A; 
et  pour  les  périodes  do  5  il  était  ^  A. 

ARTICLE    II. 

GARRi   DE  21. 

Sans  chercher  les  combinaisons  propres  au  carré  d6 
21  =3* 7,  il  suffit  d^obserrcr  qu'il  y  aura  des  périodes  da 
3  et  de  7  termes ,  comme  suit. 

On  sait  que  le  moyen  est  le  premier  ou  le  dernier  terme 
de  la  1  je  ligne ,  selon  que  l'on  commence  la  2.cpar  le  der- 
nier ou  le  2.6  terme  de  cette  1.^^.  Il  faut  examiner  les  pé« 
riodes  pour  les  autres  cas. 

Si  par  le  3.<^,  la  différence  des  deux  premiers  termes  de 
la  l.fc  diagonale  est  3:  donc  la  l.rc  diagonale  aura  3  pé- 
riodes de  7; 

par  le  U.^  :  verticale ,  période  de  7; 
par  le  5.®  :  2.^  diagonale ,  période  de  7  ; 
par  le  6.«  :  l.^e  diagonale ,  période  de  7; 
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par  le  7.*  :  verticale ,  période  de  7:         <  *  ,  .   ,  * 

l  pénode  de  3  ; 

par  le  8.^  :  verticale,  période  de  3;        <      ,  .   ,     ,    J 
'^  i  pénodo  de  7; 

par  le  9.«  :  1.""*^  diagonale,  période  de  7;/  '  ^.^    .      ' 

par  le  10,^  :  verticale ,  période  de  7  ; 
par  le  11. c  :  2.^  diagonale ,  période  de  7; 
par  le  12.^:  1.^^  diagonale^  période  de  7; 
par  le  13.<î  :  verticale ,  période  de  7; 

{2.^  diagonale. 

i\j^  diagonale , 
par  le  15.<*  :  verticale  ,  période  de  3;      /     iS  'od    a    7- 

(2*®  diagonale  I 
par  le  1 6.^  :  verticale ,  période  de  7;     J  ^^^^^  ^  3 . 

par  le  17.^  :  2.<^  diagonale ,  période  do  7; 
par  le  18.^  I  iJ^  diagonale ,  période  de  7; 
par  le  19.®  :  verticale^  période  de  7; 
par  le  20.^  :  2.^  diagonale  ,  période  de  7  ; 

On  voit  donc  que  la  1  .«"c  diagonale  aura  période  de  7  en 
commençant  par  les  3.c,6.^,9.e,12.e,  15.^,  18.^,  de  3  en 
3;  et  période  de  3  si  la  2.e  ligne  commence  par  les  7.^  et 
14.«  termes  de  la  1.*^^ 

La  2.®  diagonale  aura  période  de  7  en  commençant  la 
2.*  ligne  par  les  termes  de  la  iJ^  qui  sont  les  5.®,  8.«, 
11,«,  14.C,  17.e  et  20.e,  aussi  de  3  en  3,  et  elle  aura  pé- 
riode de  S  par  les  9.^  et  16.^ 

La  Tcrtlcale  (ou  l'horizontale,  en  opérant  sur  la  verti- 
cale) aura  période  de  7  lorsqu'on  commencera  la  2.^  ligne 
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par  les  4.e,  7.C,  10.^  13.^  \6.^  et  19.®,  de  3  en  3,  et  db 
aura  période  de  3  par  les  8.^  et  15.^  de  la  iJ^  ligne. 

Il  Êiut  aussi  remarquer  qu'il  y  a  période  double  Ion- 
qu'on  commence  par  les  7/\  8.e,  9.®,  Ift.p,  15.eett6.< 
termes ,  et  que  ces  périodes  sont  d'espèce  différente. 

U  est  toujours  indis[)ensable  de  connaître  l'espèce  de 
périodes  appartenante  à  teHe  ou  telle  ligne  des  tableaux  » 
afin  de  donner  aus  termes  qui  doivent  les  composer  b 
somme  nécessaire ,  et  pour  éviter  do  prendre ,  dans  les 
deux  tableaux ,  des  périodes  de  môme  espèce  pour  des 
lignes  de  même  dénomination. 

On  observera  que  l'un  des  tableaux  peut  avoir  période 
en  verticale ,  et  l'autre  en  horizontale. 

Que  la  2.'' ligne  du  1.^^  tableau  commence,  par  exem^, 
par  le  7.^  terme  de  la  l.^c  :  comme  on  doit  avoir  verticale 
ou  horizontale  périodique ,  on  suppose  que  ce  soit  la  verti- 
cale. U  faudra  que  le  1.^'',  le  ^L^yle  7.» ,  le  lO.**,  le  13.«,lc 
16.<^  et  le  19.<^  terme  de  la  l.re  horizontale  donnent  une 
somme  =  77  =7 •  Il ,  puisque  1 1  est  le  moyen;  il  tint 
de  plus  que  les  l/',  S.^  et  15.°  termes  de  cette  1,»«  Bgne 
donnent  pour  somme  3*  11=339  attendu  qne  la  1.'' 
diagonale  est  aussi  périodiipie  :  on  pourrait  donc  former 
la  !/<*  ligne  comme  suit  : 

53  I  79  2  10  13  86^1  II  n  12  15  17  IG 21  182019 

Car  5  +  7  +  10  +  G  H-  t'I  +  17  +  18  =  77,  et  de  plus 
5  +  13  4-  15  =  33;  les  12  autres  nombres  s'arrangeront 
de  manière  à  ce  que  G  d  cntreux  plus  le  nombre  13  de  h 
diagonale  donnent  toujours  la  mémo  somme  77;  et  ces 
nombres  doivent  se  trouver  aux  rangs  2.^,  5.«,  8.®,  It.^» 


L 
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14,e,  17.«el2().e  Onaid  3  +  9  + 13  +  a  +  12+  16+20 
=  77.  Quant  aux  six  nombres  restans  et  à  celui  15  de  la 
diagonale,  dont  la  position  est  fixe ,  leur  somme  sera  né- 
cessaireioiiit77;ils  se  trouyent  aux 3.^,  6.^,  9.%  12.®,  15.e^ 
18.«et2l.erangs,En  effet  1  +]2+8+11  +15  +  21  + 
19  =  77. 

Pour  aroir  toutes  les  combinaisons  propres  au  cas  que 
Ton  considère ,  il  faut  donc  chercher  A ,  ou  tous  les  arran- 
gemens  possibles  de  7  nombres  sur  21 ,  propres  à  donner 
77  pour  somme;  former  ensuite  tous  les  systèmes  de  deux 
périodes  ne  comprenant  pas  de  nombres  communs  :  la  3.<> 
période  sera  nécessairement  composée  des  7  nombres 
restans,  ce  qui  donnera  B*  Ce  dernier  trouvé,  il  &ut 
chercher,  pour  chaque  système  de  3  périodes,  3  nombres 
dont  la  somme  soit  33,  en  prenant  un  nombre  dans  cha^ 
cune  de  ces  périodes,  le  total  de  ces  nouveaux  Sjrstèmes 
étante. 

On  a  ici  les  3  périodes,  5,  6,  7,  10,  14 ,  17, 18 

3,4,  9,  12  13,  16,20 1,  2,  8,  11,  15,  19,  21, 

ce  qui  donne  les  périodes  de  3,  savoir  :  5,  9,  19 

5,  13,  15.... 5,  20,  8.... 6,  12, 15.... 6,  16,  11.... 
10, 4, 19....  10, 12, 11....  14,  4, 15....  18,  4,  11.... 
18 ,  13 , 2  :  en  tout  10  systèmes. 

Lorsqu^on  aura  choisi  une  fob  Tordre  des  périodes  de  7 , 
lequel  sera, par  exemple,  celui  ci-dessus,  on  fixera  égale- 
ment la  période  de  3  qu'on  jugera  convenable  d'adopter , 
comme  5, 13,  15.  On  formera  facilement  le  l.<^'  tableau, 
dont  le  l.*^""  terme  sera  5,  commun  aux  périodes  de  7  et  de 
3;  le  8.C  terme  sera  13;  cl  le  15.e  sera  15.  Cela  (ait,  on 
prendra  à  volonté  un  nombre  dans  chaque  période  de  7, 
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et  Fon  écrira  ces  nombres  arbitrairement  cbobis  à  la  suile 
l'un  de  l'autre,  comme  5,  3,1...  7, 9,  2. . .  10,  13,  8... 
6,4,11...  14, 12, 15...  17,16,21...  18,20, 19-nn'y  a 
que  5, 13  et  15  dont  la  position  est  forcée,  cosime  on  le 
voit  aux  !•«■,  S.e  et  15.©  rangs. 

Pour  avoir  les  combinaisons  dont  est  susceptible  le 
système  cbobi  ici|  on  remarquera  d'abord  que  les  3  pé- 
riodes de  7  peuvent  s'arranger  de  6  manières;  ensuite, 
qu'à  l'exception  d'un  seul  nombre,  les  6  autres  se  oom- 
binentde(1,2,  3,  4,5,  6)  façons,  ce  qui  fait  720,  et  pour 
les  3  périodes,  723',  nombre  qu'il  faut  multiplier  par  10, 
qui  est  le  nombre  des  périodes  de  3  pour  le  système 
adopté.  Chacune  de  ces  périodes  de  3,  restant  constante 
pour  un  système ,  n'éprouve  point  de  variation.  On 
aura  donc  6  •  720'  •  10=22394880000  manières  de  con»- 
traire  le  \*^^  tableau  avec  les  trois  périodes  choisies,  et  en 
commençant  la  2.<*  ligne  par  le  7.<^  terme  de  la  première. 
Go  nombre  doit  être  doublé  :  car  les  périodes  peuvent  être 
en  horizontale. 

Si  l'on  veut  maintenant  construire  le  2.<^  tableau  en 
commençant  par  le  8.^  terme  de  la  1 J^  horizontale  la  se^ 
conde  de  ces  lignes,  on  aura  période  de  3  en  verticale,  et 
période  de  7  à  la  2.<?  diagonale.  Il  fout  donc  que  les  3.<*,  6.^, 
9.«,  12.**,  15.«,  18,e  et  2l.e  rangs  de  la  1.r<^  hori^ntale 
aient  77  pour  somme;  mais  toutes  les  verticales  doivent 
ôtre  périodiques.  11  faudra  donc  composer,  avec  les  21 
nombres,  7  périodes  qui  auront  chacune  33  pour  somme. 

On  prendra  d'abord,  pour  plus  de  facihté,  les  21  pre- 
miers nombres  au  lieu  des  multiples,  sauf  à  substituer  en- 
suite. 
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On  peut  faire  d'abord  les  périodes  de  3,  et,  avec  un 
nonAre  pris  de  chacune,  composer  une  période  de  7  en 
faleor  de  77. 

Soient  ces  périodes  de  3,  les  suivantes  :  1 ,  15, 17. . . . 

2,  13,  18 3,  10,  20. ...  4,  8,  21. . . .  5,  9,  19. . . . 

6, 1 1 ,  16. ...  7, 12,  14;  soient  les  nombres  choisis  1  ^  18, 
10,  21 ,  9 , 1 1 ,  7  =  77.  n  faudra  que  ces  nombres  soient 
aux  3.e,  6.e,  9.e^  I2,e,  I5.e^  18.©,  21.®  rangs  de  la  pre- 
miète  horizontale.  Lorsqu'ils  sont  placés,  on  met  les  deux 
antres  nombres  de  chaque  période  de  3  à  la  Ifi  case  après 
celui  de  la  diagonale,  ou  après  les  premiers  placés,  et  la 
l.re  horizontale  est  formée.  On  peut  donc  faire  cette  I.'® 
horisontale  comme  suit  : 

17  2  10  4  5  11  12  15  18  3  8  9  6  14  t  13  20  21  19  1G  7 

n  reste  à  substituer  les  multiples,  qui  seront  égaux  à  21 
multiplié  par  les  nombres  ci-dessus,  diminués  de  l'unité, 
parce  que  le  1  .^^  multiple  est  0.  On  aur^dt  donc ,  pour  la 
1.ro horizontale  du  2.e  tableau,  336, 21 ,  189,63,84,210, 
231,294,  357,42, 147, 168,105,273,  0,  252,399,  420, 
378,315,126. 

Le  terme  moyen  est  21 0,  et  7  •  2 1 0=  1 470,  valeur  d'une 
période  de  7.  CeUe  de  3=210.3=630.  Voici  les  ta- 
bleaux : 
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Chaque  ligne  du  carré  aura  <«'*t|/»*z=221  «21  =:4641; 
mab  le  %^  tableau  doit  avoir  210*  21  =  4410  pour  valeur 
de  chaque  ligne.  Le  premier  a  3  périodes  de  77  aussi  à 
chaque  ligne,  ce  qui  fait  231 ,  et  4410  +  231=4641. 

Ajoutant»  terme  à  terme,  les  deux  tableaux,  on  aura  le 
carré  de  21. 

On  a  pris  ici  les  périodes  de  3  en  verticale ,  ce  qui  est  le 
cas  le  plus  difficile,  afin  d'avoir  le  %^  tableau.  Il  fendrait 
connaître  toutes  les  combinaisons  des  21  premiers  nombres 
qui  peuvent  donner  6  périodes,  dont  chacune  vaudrait  33; 
h  7.^  est  une  conséquence  de  ces  six. 

n  n^est  pas  difficile  de  trouver  toutes  les  périodes  qui 
donnent  33  ^  et ,  parmi  celles-ci ,  toutes  celles  qui  satisfont 
à  la  condition  de  renfermer  tous  les  nombres. 

On.  donne  ci -après  ces  périodes. 


298 

GÀRBÉ 

DB 

21 

• 

M 

"*■ 

«. 

^» 

O 

^" 

^ 

M 

^ 

"*■ 

O 

«. 

^■ 

*• 

o 

O 

(O 

ta 

; 

c« 

» 

o 

^ 

m 

00 

00 

00 

00 

1 

o 

00 

<o 

M 

00 

o» 

o 

;: 

91 

0 

t^ 

t^ 

t^ 

t^ 

r<. 

g 

o 

a 

00 

t^ 

«0 

lA 

« 

! 

•1 

^• 

"*■ 

^" 

"^ 

^■ 

^f" 

t^ 

00 

0» 

o 

^ 

91 

C« 

eu 

^" 

^" 

^" 

•*■ 

«0 

o 

«o 

« 

4D 

«0 

CO 

m 

• 

8 

^ 

o 

Ol 

00 

t^ 

<o 

M 

9< 

»l 

•■ 

*■ 

^ 

^ 

• 

r* 

00 

c» 

o 

^ 

94 

eo 

s 

lA 

lA 

m 

M 

la 

19 

L-î 

§ 

3 

^ 

O 

o» 

00 

t>. 

C3 

lA 

3 

91 

04 

^ 

^» 

^ 

^ 

"^ 

^ 

00 

a 

o 

-*• 

94 

«O 

«t 

c» 

^" 

^" 

^ 

^ 

•»■ 

-s 

** 

'^ 

'^ 

•* 

^ 

«» 

•* 

S 

^■ 

o 

o 

00 

l>. 

O 

"2 

M 

«1 

^» 

^~ 

^ 

*" 

o 
•s* 

C» 

o 

^» 

94 

n 

■^ 

.$ 

^ 

•■ 

"^ 

'- 

o. 

P9 

c» 

eo 

« 

cg 

« 

8 

•■^ 

^ 

O 

o 

00 

tN. 

o 

s 

M 

94 

^» 

^ 

^» 

"^ 

3 

O 

^ 

9« 

n 

•* 

w 

© 

^ 

^■ 

^» 

^" 

^* 

*•" 

** 

»l 

91 

91 

91 

91 

94 

•3 

•s 

« 

«. 

O 

Oi 

00 

tN. 

> 

9i 

94 

«•» 

«•» 

^ 

- 

91 

n 

•* 

CARRÉ    DE    21. 

n  ne  s'agit  plus  que  de  rechercher,  parmi  ces  périodes , 
}  d'entr'elles  qui  renferment  des  nombres  différens  :  pour 
3ela  on  comparera  séparément  chaque  combinaison  dont 
I  (ait  partie  avec  celles  où  entre  2;  puis  ceDes^ci  ayec  les 
périodes  qui  renferment  3;  et  aîbsi  de  suite,  en  aban- 
donnant celles  qui  contiendront  des  nombres  déjà  placés. 

«41415 
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11  Tient  donc  84  manières  d'obtenir,  ayec  les  21  pre- 
miers nombres ,  des  groupes  de  3  dont  la  somme  soit  33, 
et  dont?  comprennent  tous  ces  21  nombres.  Si  Ton  choi- 
sit un  des  systèmes ,  on  pourra  toujours  avoir  une  période 
de  7  nombres  dont  la  somme  soit  77,  en  ne  prenant  qn^m 
des  3  nombres  dans  chacun  des  groupes  de  ce  système. 

Soit  pris,  par  exemple , le  système  1,15,  17. ...  2, 12, 
19.. ..  3, 10, 20. ...  4, 1 1, 18.. . .  5, 7, 21. . . .  6, 13, 14. . . 
8, 9, 16,  et  arbitrairement  4  ou  5  nombres  qui  ne  soient 
ni  les  plus  grands ,  ni  les  plus  petits ,  mab  les  on^  plus 
petits,  d'autres  plus  grands,  et  seulement  un  dansdiaque 
groupe  :  on  soustraira  la  somme  de  77 ,  et  avec  les  3  ou  2 
groupes  restans  on  fera  cette  différence.  Soient  15, 12, 10, 
4,  7=48  :  il  reste  à  obtenir  77—48  =  29,  arec  deux 
nombres  des  2  groupes  restans  ;  or  13  -f- 16=29* 

Si  Ton  avait  pris  15,  2,  20,  11,  7=55,  on  aurait  eu 
77 — 55=:  22,  par  14  4-8.  Lorsqu'on  ne  peut  former  la 
différence,  d'après  les  nombres  choisis ,  on  verra  toujours 
ce  qu'il  faudrait  augmenter  ou  diminuer,  et  l'on  reneO' 
drait  sur  l'un  ou  l'autre  des  groupes  précédant  les  deux 
derniers,  et  même  sur  2  ou  3.  Ainsi,  soient  prb  17, 19, 
20, 18, 5  :  la  somme  est  79;  rexccs  est  2.  Et ,  les  deux  plus 
petits  des  deux  groupes  restans  étant  6  et  8=  1 4 ,  on  aura, 
en  prenant  ces  deux  nombres,  16  de  trop  :  il  faudra  dimi- 
nuer ces  16  en  prenant  1  au  lieu  de  17,  ou  bien  15  au 
lieu  de  17,  et  4  au  lieu  de  18.  Il  y  aurait  bien  d'autres 
moyens  de  faire  ces  77  avec  un  nombre  pris  dans  chaque 
groupe  de  3. 

Il  est  préférable  de  commencer  par  choisir  un  système 
de  groupes  de  3,  au  lieu  de  i>arlir  d'un  groupe  de  7  pour 


. 
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eo  déduire  les  7  groapes  de  3.  Ainsi ,  pour  le  carré  dont  il 
est  question,  et  la  diagonale  choisie ,  1, 7,  9,  10, 11,  18, 
21  =:77,  les  périodes  de  3  doivent  être  formées  de  ma- 
nière qu'aucune  d'elles  ne  comprenne  deux  nombres  de 
la  diagonale  :  elles  seront  donc  1, 12, 20. . .  1,  13,  19. . . 

1,15,17 7,  6, 20.. .7,  12,  U 9,  4,  20.. .9, 

5, 19..  .9,8,16 10,3,20. . .  10,  «,  19. . .  10,6,17. . . 

10, 8, 15. 11, 2,  20. ..  11,  3,  19. . .  11,  5,  17. . .  11, 

6, 16. ...  1 1, 8, 14 18, 2, 13. . . .  18, 3, 12 

21,  4,  a 

Mais,  d'abord  9  il  n'y  a  que  la  dernière  qni  contienne 
21;  et,  comme  il  faut  que  ce  nombre  fasse  partie  de  l'une 
des  périodes,  il  suit  que  4,8,  21  est  nécessairement  l'une 
d'elles. 

Passant  à  1, 12,  20,  on  ne  pourrait  employer  les  pé- 
riodes où  entre  7  :  car  12  ou  20  serait  répété  :  donc  1, 
12, 20  doirent  être  écartés. 

Tenant  à  1, 13, 19,  et  essayant  7, 6, 20,  on  ne  pourrait 
prendre  aucune  des  périodes  dont  9  £iit  partie  :  car  20, 
ou  19,  ou  8 ,  serait  répété  :  il  faut  donc  écarter  7,  6,  20. 
Si  l'on  emploie  7,  12, 14,  les  périodes  où  entre  9  ne 
peuvent  pas  servir  :  on  est  donc  obligé  de  laisser  1,  3, 19  : 
et  il  Êiut  passer  à  1, 15^  17,  qui  doit  alors  nécessairement 
bire  partie  des  périodes  :  ainsi  on  a  déjà  les  nombres  1, 
4,8, 15, 17,  21,  qui  ne  doivent  plus  entrer  dans  les  pé- 
riodes restantes. 

Si  l'on  essaie  7,  6, 20,  il  faudra  nécessairement  9,  5, 19; 
mais  alors  on  ne  pourra  prendre  aucune  des  périodes  dont 
10  Cadt  partie  :  il  faut  donc  laisser  7,  6,  20, et  prendre  7, 
12, 14  ;  on  aura  toujours  9,5,19.  £ncore  6  nouveaux 

10  M.  I.  20 
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Bomfaret  finrcés»  sayoir  X  3,79  9,12,14, 19)rt,pari 
10^  %  20»  n  ne  reste  que  6  nombreB  à  employer,  Ie« 
sont  2, 6,  11, 13, 16,  18;  et,  pour  les  périodes»  11 
16*  •  •  •  2,  13,  18.  Ce  sont  ceux  qoi  ont  été  siqpposi 
oommencement  de  Fartide,  et  l'on  n'obtient  ^\me 


La  marche  qoi  vient  d'être  pratiquée  est  plna  Ifl 
que  la  précédente,  ou  l'on  a  conmiencé  par  ehoisi 
système  de  périodes  de  3. 

Les  7  termes  de  la  période  de  la  diagcmale  d 
donnent  1,  2,  3,  A,  5,  ^  7=5040  combinaisons.  I 
périodes  Terticales,  considérées  comme  nn  sed  nei 
cbaGone,  alternent  anssi  de  5040  manières;  el^  eo 
pour  chaque  variation  il  7  a  deux  places  pour  les  2  non 
dont  le  rang  n'est  pas  fixé,  il  vient  2 •5040*=  50^808 
mais  oes  périodes  de  3  peuvent  être  en  hornontd 
fiiudra  donc  doubler  le  résultat  précédent,  et  fl  vk 
101,606,400,  lequel  nombre  sera  multiplié  par  le  no 
de  combinaisons  du  1.^  tableau,  qui  est  44,789,760 
et  le  nombre  foonsidéraUe  résultant  de  ce  produit 
que  pour  un  seul  cas  du  carré  de  21.  Que  serait-ce  s 
calculait  A,  B,  C ,  et  que  l'on  multipliât  par  le  noml» 
représentant  les  systèmes  de  périodes  de  3?^ 

AETIGLB  IIL 

GAaai    SIMPLE    DE    35. 

Puisque  35= 5«7,les  périodes  seront  deSet  de  7  tel 
On  Terra  que  chacune  des  trob  ligues,  1.^%  2.<'  diago 
et  yerticale ,  peut  avoir  l'une  ou  l'autre  de  ces  péiic 
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et  mAme  que  ces  Bgnes,  2  à  2,  peuTenf  ait)ir  deox  pé- 
riodes^  mais  toujours  dVspèce  différente.  H  y  a  aussi  des 
nombres  qui  n'en  donnent  aucune*  Gomme  le  2.®  tableau 
ne  présente  pas  plus  de  difficulté  que  le  1.%  on  ne  s'en 
occupera  pas.  Les  diagonales  peuvent  aussi  être  répé* 
tées;  on  Ven  fera  pas  mention,  non  plus  que  des  pé« 
riodes  en  borisontale  :  car  ce  n'est  qu'un  changement  de 
position  dans  un  tableau;  et  il  n'y  a  qu'à  former  les  hori- 
lontales  d'après  les  yerticales,  au  lieu  de  &ire  celles-ci 
d'après  cdles-lâ. 

Pour  abréger,  on  indiquera  la  Terticale  par  v,  la  1.^ 
diagonale  par  D,  et  la  2.®  par  d. 

Le  premier  terme  de  la  1.^^  horiiontale  ne  peut  corn* 
mencer  la  2.^ 

Si  donc  l'on  commence  cette  2fi  horiiontale  par  le  2fi 
ou  le  dernier  terme  de  la  1.^^,  le  moyen  sera  le  dernier 
ou  le  premier  terme  de  cette  1/®  horizontale. 

Si  la  2»^  horiiontale  conmience 
par  les  3.«  et  4.®  termes  de  la  1  .^y  il  n'y  a  point  de  période; 
par  le    5.«,  D,  période  de  7; 

Vj  période  de  7; 

D,  période  de  5;  fi,  période  de  7; 

v^  période  de  5; 

dy  période  de  5; 

D,  période  de  7; 

V,  période  de  7; 

d,  période  de  7; 


par  le 
par  le 
par  le 
par  le 
par  le 
par  le 
par  le 
par  le 
par  le 
par  le 


6.« 

7.« 

9.e 
10.e 
ll.e 

13.e 
1«l.e 
15.« 


nen; 


D,  période  de  5; 

V,  période  de  5;  D,  période  de  7; 


306 

nr 
1 


période 


%•»' 


.  »» 


N  .  **  ^^^  de  7;  D,  période  de  5; 
/ '•      'Lriodc  de  5;  rf,  période  de  7; 
t  •"'  /  Ddriodc  de  5; 

/""^  *"*<•»  •''  période  de  7; 


l^j^S,  ^>  P<5riode  de  7; 
i"**^    ;2*S  ^'  période  de  5; 
;    ^' i^  21Ï.^,  V,  période  de  5; 


//        1^  ^O.**,  D,  période  de  7;  d,  période  do  5; 

\^f\e  31.**,  V,  période  de  7; 
\].lc  32.^,  d,  période  de  7; 
^r  les  33.e  cl  34.^ ,  rien 

On  voit  donc  que  les  3.^  ft.^  13.^,  18.e,  19.^  25.^  33.^ 
el35.e  rangs  ne  donnent  point  de  période;  que  la  1.^ 
Ji;igonale  aura  période  de  7  par  les  5.<*,  10.^,  15.®,  20.^, 
25/*  cl  30/'  tonnes;  et  période  de  5  par  les  7.^  15.^  21.* 
cl  28.'',  I^  2.''  diagonîilo  aura  période  de  7  par  les  7.*^, 
t2.«,  17/',  22.'',  27/'  et  32/*  termes;  et  période  de  5  par 
les  9/',  1 6/',  23.'",  30/\  La  Torlicale  aura  période  de  7  par 
les  ().' ,  1 1.»',  1G/,  21/,  20.' ,  31.'  ;  et  période  de  5  par  Ici 
8/',  irv',22.'"  et  29.'"  termes. 

liC  2.«*  tableau  aura  les  mêmes  variations  :  sur  quoi  il 
faut  observer, 

1 .®  Qu'on  ne  peut  ajouter  une  diagonale  répétée  à  une 
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diagonale  périodiciaei  ni  une  diagonale  périodique  à  une 
diagonale  ayant  même  période  ; 

2.0  Qu'un  tableau  sans  période >  ni  diagonale  répétée, 
peut  s'ajouter  à  tous  les  autres; 

3.0  Que  le  tableau  à  verticales  périodiques  peut  s'ajou- 
tor  à  ceux  qui  ont  diagonale  répétée  ou  périodique ,  pourvu 
que  ce  tableau  n'ait  pas  en  même  temps  diagonale  pério- 
dique de  même  espèce  que  celle  des  derniers; 

4*^  Que  les  périodes  d'une  espèce  s'ajoutent  très-bien 
avec  cellas  d'une  autre  espèce ,  en  supposant  qu'il  n'y  ait 
que  2  fréteurs. 

On  trouTcra  le  carré  de  35  (Jlg.  22,  pL  TV). 

Le  1.^'  tableau  a  la  1.>«  diagonale  répétée  ;  la  1.^  ligne 
est  ^ 

18  19  20  21   22  23.24  252627282930  31  3233 

34  35  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17 

Les  nombres  se  suivent;  le  moyen,  18,  est  le  premier; 
la  2.«  Hgne  commence  par  le  dernier ,  17,  de  la  première. 

Le  2.®  tableau  a  la  2.^  diagonale  répétée;  le  moyen , 
505,  est  à  la  fin  ;  et  la  2.®  ligne  commence  par  le  second 
de  la  première,  lequel  est  665. 

Chaque  ligne  du  carré  magique  est  ^*SÇJ^^*-=  <><|*^>= 
61 3  «35=:  21 455.  La  diagonale  du  1.^  tableau  vaut 
18  •  35z=630.  Celle  du  2.e  tableau  a  pour  valeur  595«  35= 
20825;  la  somme  des  deux  diagonales  sera  donc  20825  + 
630=21455,  comme  ci-dessus. 

La  l.re  ligne  du  2.^  tableau  est 
630  665  700  735  770  805  840  875  910  945  980  10Î5 

1050  1085  1120  1155  1190    0    35  70  105  140  175 

210  245  280  315  350  385  420  455  490  525  560  595 
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Les  nombres  se  suivent  encore.  Il  est  dair  qu^^ris 
1190,  et  au  lieu  de  1225=35*,  il  &at  mettra  0,  qû  eil 
le  premier  des  multiples* 

D'après  la  distribution  ci-dessus  on  Toit  que  duqoB 
ligne  horiaBontale  du  carré  magique  commence  par  un 
nombre  qui  surpasse  de  3ft  celui  qui  lui  est  aupérieui;  cb 
second  lieu,  que  l'on  doit  retrancher  1225=: 35*,  toutes 
les  fois  qu'en  ajoutant  36  on  aurait  un  nombre  pfau  gnnd 
que  1225  ;  on  écrit  alors  la  différence ,  et  la  loi  oontiiiiie» 

On  n'ajoute  36  qu'à  raison  de  la  compositioa  particii« 
lière  des  deux  tableaux^  qui  suivent,  le  L^^Fordie  naliH 
rcl;  et  le  2.«,  l'ordre  des  multiples.  En  effet,  chaque  terme 
du  l.er  tableau  augmentant  d'une  unité  sur  lepiéoédcnt, 
et  chaque  terme  du  2.^  tableau  surpassant  de  35  le  pré- 
cédent,  l'augmentation  se  trouTO  de  35  +  1=36;  mais, 
lorsqu'on  est  arrivé  à  35  du  1.^^  tableau,  le  smi«Bt  étant 
l'unité,  il  n'j  aura  que  cette  unité  à  ajouter  ao  nombre 
précédent  :  en  effet ,  si  p  désigne  le  nombre  du  2fi  tabkata 
qui  est  ajouté  au  nombre  35  du  1.<^r^  le  saivanl  du  2fi 
tableau  sera  ^  +  35,  lequel,  ajouté  à  l'unité,  donnera 
p  4"  35  -f  1  •  Ainsi  l'on  aura  les  deux  nombres  conaécotife 
p-l- 35  et  ^4-354-1  :  c'est  ce  qu'on  remarque  danadiaqoe 
horizontale. 

Si  l'on  commence  les  lignes  du  carré  par  un  nombre 
I^us  grand  de  34  unités  que  le  supérieur,  la  raison  est  que 
chaque  ligne  du  1.^^  tableau  commence  par  un  nombre 
plus  petit  d'une  unité  que  son  supérieur;  mab  le  2.*  ta« 
bleau,  au  contraire,  commence  par  un  noiAbre  plus  grand 
de  35  unités  que  celui  de  la  ligne  supérieure,  ce  qn  se 
réduit  à  35 —  1  =34  pour  le  carré. 


GAERi   SIMPLE   DB   35. 


SU 


DViprès  les  remarques  précédentes,  et  ce  qu'on  Ta  Cure 
obserrer,  3  n'est  pas  difficile  de  se  passer  de  tableaux, 
dont  la  construction  serait  longue,  et  dont  les  additions 
seraient  fiitigantes. 

Iie1.«<^nombredela1.««liorifontaIe,  étant  630=595  + 
35  (  puisque  le  moyen  595  est  le  dernier  de  la  1.^  ligne  du 
2i0.taMeau)-f- 18,  qui  est  le  moyen  du  1.^  tableau,  aura 
donc  648;  ensuite, ajoutant^ toujours  36,  on  arrÎTcra  à 
1224;  le  suivant  serait  1224  +  36 =1250,  qui  excède  de 
35  unités  le  nombre  1225,  qu'on  ne  peut  surpasser*  On 
écrira  donc  35,  qui  est  le  18.®  terme  du  1.^  tableau,  et 
qui  répond  à  0,  qui  est  le  18.®  terme  du  second*  Le  sui- 
fsntest  1dansle1.<^  tableau,et35  dans  le  second,  ce  qui 
donne  36,  et  il  yient  ainsi  deux  termes  consécutifiu 

Quant  à  la  2.®  horisontale,  on  yerra  que  105,  qui  yienl 
qMrès  69,  est  composé  de  35  du  l.^r  tableau  et  de  70  du 
second;  mais  le  suivant  36  n'augmente  que  de  l'unité  du 
1.^  tableau.  On  voit  qu'après  les  deux  nombres  35  et  36 
consécutifr  de  la  1.'®  horisontale,  en  viennent  deux  autres 
consécutifs  de  la  2.®,  tellement  placés  que  le  plus  petit  des 
deux  est  sous  le  second  de  la  i.^^  horisontale.  H  en  sera 
de  même  de  la  3.®  horisontale  par  rapport  à  la  seconde , 
et  ainsi  de  chacune  des  suivantes  relativement  à  la  précé- 
dente, et  jusqu'à  la  17.®  inclusivement.  La  18.®  horisontale 
commence  par  1 192+ 34=  1226— 1225=  1,  qui  répond 
il  du  L^^tableaujet  à0du2.^L'horisontale  iniérieure  aura 
donc  35  du  i.^  tableau,  et  35  du  2.^  :  en  tout,  70;  pub  le 
nombre  suivantseracomposé  de  70du2.otableauetderunité 

dni.er  j  en  tout,71.  Ainsi  les  nombres  70  et  71  scsmvront. 
C'est  la  seule  observation  à  bire  sur  le  commencement  des 
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Enfin,  et  par  un  moyen  plus  expéditif  que  les  deux 
autres,  ayant  formé  la  1/®  horizontale  et  la  t.^  verticale , 
on  aura  chaque  parallèle  à  la  1.'^ diagonale;  et,  cette  1 J® 
diagonale  elle-même  jouissant  de  la  propriété  d'avoir  cha- 
cun de  ses  nombres  en  diagonale  plus  petit  de  70  que  celui 
qui  le  précède ,  cela  dispense  de  placer  les  nombres  con- 
sécutif ,  et  il  suffit  d^augmenter  de  7  le  chi£fre  des  disaines. 
Il  est  clair  qu'il  £iut  soustraire  1225  de  tout  nombre  plus 
grand,  et  ne  porter  que  la  différence*  Ainsi ,  dans  la  1*i^ 
diagonale,  après  1208,  on  aurait,  pour  le  nombre  suivant 
en  diagonale ,  1 278;  mais  on  ne  peut  mettre  plus  de  1225 , 
carré  de  35  :  donc  ilviendra  1278— 1225 =53;  de  même, 
après  1273  il  viendrait  1273  +  70=1343,  dont  sous- 
trayant 1225,  reste  118,  et  ainsi  des  autres  parallèles*  On 
voit  avec  quelle  rapidité  on  arrive  au  carré  de  35* 

11  résulte  do  ce  qui  vient  d'être  dit,  qu'on  n'a  qu'une 
seule  espèce  de  carré  sur  plusieurs  milliards  de  combinai- 
sons; et  ce  carré ,  construit  par  la  méthode  de  Sauveur, 
n'est  donné  que  pour  £adre  voir  combien  sa  marche  est 
circonscrite. 

■ 

0  est  clair  que  le  moyen  de  construction  qui  vient  d'être 
donné  n'a  plus  lieu  lorsque  les  nombres  des  deux  ta- 
bleaux, sauf  le  l.cr  et  le  dernier,  qui  sont  les  moyens,  ne 
suivent  plus  Tordre  naturel  :  car  ib  peuvent  varier,  dans 

chaque  tableau ,  de  (1,2,3 34  )  manières,  ce  qui 

donne  (1,2,  3 34)*  combinaisons;  et  ce  nombre 

prodigieux  n'est  que  pour  le  seul  cas  de  diagonales  ré- 
pétées. 

U  ne  iaut  donc  se  servir  du  moyen  ci-dessus  que  lors- 
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qu'on  voudra  arriTer  promptement  à  faire  un  carré  ma- 
gique dont  ]a  racine  est  le  produit  de  facteurs  simples. 

ARTICLE  lY. 

GÂRRi    SIMPLE    DB     105. 

Gomme  105  est  composé  des  3  acteurs  3 , 5, 7,  on  aura 
des  périodes  de  3,  de  5,  de  7,  de  15,  de  21  et  de  35,  et 
l'on  peut  avoir  une,  ou  deux,  ou  trois  lignes  périodiques. 

Ne  considérant  que  le  1  .^r  tableau,  si  la  différence  diiise 

exactement  la  racine,  il  j  aura  période  ou  simple,  ou  pro- 

renante  du  produit  de  2  facteurs,  suivant  que  cette  difE6- 

rence  sera  elle-même  le  produit  de  deux  £EU)teurs,  ou  l'on 

d'eux  seulement.  Ainsi,  que  la  2.®  horizontale  commenoe 

par  le  7.®  terme  de  la  première ,  dbposée  d'après  l'ordre 

naturel  des  105  premiers  nombres,  on  aura  la  différence 

verticale  7—1  =  6,  multiple  de  3  :  donc  les  verticales  au* 

ront  période  de  5  •  7=35.  La  ij^  diagonale,  ayant  8  —  1 

=  7,  aura  période  de  3*5=:15;  la  2.^  diagonale ,  ayant 

pour  différence  5,  aura  période  de  3  •  7 =21  ;  mais ,  si  l'on 

commence  la  2.^  horizontale  par  le  36.^  terme,  la  verticale 

aura  pour  différence  36 — 1  =35  :  donc  la  période  sera 

de  3  termes;  la  1.'^  diagonale  aura  37—1  =  36,multi|de 

de  3 ,  et  sa  période  sera  Je  35. 

On  vient  de  dire  que  la  différence  devait  diviser  exac- 
tement la  racine;  mais ,  si  la  différence  est  un  produit  con- 
tenant ou  un  seul,  ou  deux  des  facteurs,  il  en  est  de  même 
que  si  ce  fiicteur  ou  les  deux  étaient  seuls.  Ainsi ,  quoique 
6  ne  divise  pas  105,  comme  6=2*  3,  et  que  3  est  facteur, 
il  y  aura  période,  et  de  même  pour  la  différence  3& 
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Que  la  2fi  figue  commence  par  le  100.®  terme,  la  rer- 
ticale  aura  99  pour  différence;  3  n'y.  a  que  le  facteur  3  qui 
diroe  99  :  ainsi  les  verticales  auront  période  de  35  j  la  I/o 
diagonale  aura  100  pour  différence ,  et  il  n'y  a  que  5  pour 
fiicteur  :  donc  la  période  sera  de  3  •  7=21  ;  la  2.e  diagonale 
aura  98  pour  différence;  et,  comme  98  se  divise  par  7, 
cette  2.®  diagonale  aura  15 pour  période;  et  ainsi  des  autres 
notnbres. 

On  Toit  donc  sur'  le  champ  si  telle  ou  telle  ligne  est 
périodique,  et  combien  de  termes  aura  la  période  :  il  ne 
s'agit  plus,  comme  on  l'a  déjà  dit,  que  d'arranger  les 
nombres  de  la  1 J^  horizontale  de  manière  que  les  périodes 
donnent  la  somme  voulue.  C'est  ce  qu'on  va  rechercher 
pour  le  1.^  tableau  seulement,  et  pour  le  cas  ou  l'on 
commence  la  2.e  horizontale  par  le  100.®  terme  de  la  i.^. 

Si  l'on  écrit  les  105  premiers  nombres  dans  l'ordre  na- 
turel, à  commencer  par  l'unité,  on  verra  que  la  1*^^  ver- 
ticale  procédera  de  manière  à  retenir  les  places  de  3  en  3 
a  partir  âk  la  l.^*^;  que  la  2/^  verticale  aura  sa  période  par 
d'autres  nombres  de  3  en  3,  à  commencer  par  le  2.®  nom- 
bre, et  la'  3.0  verticale  commençant  par  le  3«®  nombre, 
aussi  de  3  en  3. 

Quant  à  la  iJ^  diagonale,  elle  aiua  tous  ses  nombres 
de  5  en  5,  à  commcncer'par  l'unité,  et  jusqu'à  21  termes. 

La  2fi  diagonale  aura  15  termes  de  7  en  7,  à  partir  du 
7.%  et  y  compris  le  dernier. 
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De  même  la  2.^  diagonale,  qui  doit  avoir  en  période 
t5*Sfâ=:795,  est  de  840:  elle  a  par  conséquent  45  de 
trop,  que  l'on  peut  retrancher  du  7.^  rang,  lequel  con- 
tiendra en  conséquence  25  au  lieu  de  70,  et ,  par  contre , 
on  mettra  70  au  25.^  rang. 

Passant  aux  Terticales,onyerra  les  rangs  communs  à  jces 
Terticales  et  aux  diagonales;  on  peut  disposer  des  autres 
A  Tolonté*  Les  communs  sont  de  1 1  pour  chaque  yerticale. 

La  t.«î  verUcale  aura  1,  7,  16, 28,  31,  46,  49,  61,  25, 
76, 91:=43l  communs  arec  les  diagonales;  et  il  faut  53*35 
£=:;1855  pour  chaque  période:  il  manque  1424;  mais  on 
a  mis  70  au  lieu  de  25  :  ce  n'est  plus  que  1379  qu'il  faut 
pour  les  24  termes  qui  ne  font  point  partie  des  diago- 
nales ;  or  ces  24  termes  ne  donnent  que  1344:  il  Êiut  donc 
encore  35,  que  l'on  peut  porter  au  10.®  rang,  qui  derien- 
dra  45,  et  Ton  mettra  10  au  45.®  rang;  l'on  aura  ainsi  la 
1  .re  Terticale,  dans  laquelle  25  est  remplacé  par  70, 70  par 
25,  et  10  par  45. 

Tenant  à  la2.e  Ycrticale,  les  nombres  communs  sont 

11, 14,  68,  35,  41, 56, 71,  77, 86,  98,  101  =  658:  U  faut 

encore  1197;  or  les  24  restans,  après  avoir  mis  26  au  lieu 

de  68,donnent  exactement  1 1 97  :  ainsi  cette  2.®  verticale  est 

obtenue  immédiatement  en  alternant  les  nombres  26  et  68. 

On  aura  pour  nombres  communs  à  la  3.®  verticale  et  aux 
diagonales 6,  21,  36,  42,  51,63,66, 81, 84, 96, 105=651. 
H&ut  encore  1204,  valeur  des  24  nombres  restans,  après 
avoir  mis  10  au  lieu  de  45:  on  obtient  donc  encore  immé- 
diatement la  3.®  verticale. 

On  peut  maintenant  former  la  i.^^  horisonlale  d'après 
les  substitutions  ci-dessus  dans  les  différons  rangs,  savoir: 


GAERtf  SIMPLB  DE   105.  <19 

.ediagQnaIeafirait(1,2,  a..12).  lesSpA- 
1 1  .^  feront  (1 , 2, 3, 4, 5) ,  et  les  7  périodes 
y  2,  3.  •  •  7)  combinaiscms* 

ertkale  donnera,  pour  les  24  nombres  ne  fiii- 
rtie  des  diagonales,  (t ,  2,  3.  •  •  24),  et  pour 
aies,  (1,  2,  a...  24)*;  ce  qoi  donnerai 
►rodigîeux6(1,2,3,4,5)(1,2,3..-7){l, 
[1,2,3...18)(1,2,  3...24)*,etilfiMidmt 
e  nombre  par  les  combinaisons  du  2fi  taMeav, 
,  ponr  le  cas  particulier  (1 ,  2,  3.  •  •  7)  (1,  2^ 

lira  pas  davantage  snr  ce  genre  de  carré  :  les 
et  les  exemples  donnés  ne  doivent  rien  laisser 

[POSÉe  DE  NoraïuBS  partis  CÀXniSf  Piam 

FACTEUES  PEEMIEES. 

sine  45=3'*5:  il  y  aura  des  périodes  de  3, 
t  de  15  termes,  selon  que  la  différence  sera 
15 ,  par  9,  par  5  ou  par  3;  il  restera  à  don^ 
iodes  la  somme  Youlue.  Gete  somme  est  égale 
inné  23  multiplié  par  le  nombre  des  termes 
e.  Quant  au  2.^  tableau,  on  se  conformera 
dnnées  au  paragraphe  précédent,  pour  éviter 
[is ,  et ,  par  suite ,  l'omission  de  nombres»  Il  en 
ne  pour  toute  autre  racine  composée.  Ainsi, 
7*9«25=3*  3  •5*5*7,  on  aura  des  périodes  de 
5,21,25,  35,45,63,  75,105,  175,225, 


h 
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315,  525,  et  on  les  trouvera  facSement  en  prenant  les 
facteurs  simples,  puis  ces  facteurs  2à2,  3à3,4à4« 
n  en  serait  de  même  s'il  y  avait  des  cubes  ou  autres  puis- 
sances parmi  les  Êicteurs  de  la  racine  :  qu'elle  soit ,  par 
exemple,  14I75=7*25*81=:3*3*3*3*5*5*7,  on  prendra ks 
facteurs  simples  1  à1,2à2,3à3,aàa,5à5,  6à6, 
et  en  général  n — 1  à  n — 1 ,  si  le  nombre  des  frcteuis 
simples  est  n,  en  observant  qu'on  doit  considérer  comme 
facteurs  simples  ceux  qui  entrent  plusieurs  fois  dans  la 
racine.  Ici  Ton  aura  3,5,7,  licteurs  simples ,  1  à  I.  • . 
9,  15,  21  ,25,35,  les  facteurs  simples  2  à  2. .. 27,  45, 
63,  75,  105,  175,  les  facteurs  simples  3  à  3... 81, 135, 
189, 225,  315,  525,  pris  ft  à  ft. . .  405, 667,  945. 1575, 
pris  5  à  5;  enfin  2025 ,  2835,  4725,  pris  6  à  6  :  en  tout, 
28  espèces  de  périodes. 

n  est  inutile  de  s'étendre  davantage  sur  ce  genre  de 
carrés ,  qui  rentrent  dans  le  paragraphe  précédent. 

S  4. 

CARRÉS    IXPAIRS   A    GOXPARTIXENS. 

Tous  les  carrés  dont  la  racine  est  composée ,  peuvent, 
indépendamment  des  constructions  indiquées  dans  les 
paragraphes  précédcns,  et  de  celles  qui  résultent  des  bor^ 
dures,  se  décomposer  en  plusieurs  carrés  partiels  tous 
magiques  ainsi  que  le  carré  total.  C'est  ce  que  Ton  va  dé- 
velopper, et  dont  on  donnera  plusieurs  exemples. 
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ARTICLE  PREMIER. 

GAERi    Dl   9    A    GOKPAETIKIirS. 

f  a  plusieurs  manières  de  choisir  les  nombres  de  la 
*ession  arithmétique  pour  ayoir  les  carrés  partiels 
'es  à  former  le  carré  total. 

3  mojen  le  plus  simple  est  de  prendre  les  n*  pre- 
I  termes  de  la  progression  pour  le  1  .^^  carré  partiel , 
les  it*  suivans  pour  le  2.^  carré  ^  et  ainsi  de  suite.  Ces 
s  partiels ,  étant  considérés  comme  de  simj^es  nom* 
s'arrangent  dans  le  carré  total  comme  si  celui-ci 
il  que  /i*  cases ,  et  comme  si  la  racine  était  /t.  Voir 
re  23 ,  planche  II  ). 

lur  le  carré  de  9,  que  l'on  considère  ici,  il  est  clair 
3  moyen  4 1  sera  lui-même  au  centre  du  carré  total  : 
!  carré  qui  le  contient  occupera  le  milieu  de  ce  carré; 
pour  to  ut  autre  carré  cela  n'est  pas  forcé  :  car  l'ordre 
itribution  de  ces  carrés  partiels  n'emporte  pas  néces- 
nent  le  moyen  au  centre. 

aque  carré  de  3  ayant  8  positions,  on  aura  8'  pour 
rmbinaisons  de  ces  carrés  entr'eux.  Us  peuvent  aussi 
,  considérés  comme  de  simples  nombres ,  8  positions  t 
en  tout  8*^,  qu'il  faudra  multiplier  parle  nombre  de 
nés  de  progressions  que  Ton  peut  employer.  Voici  ces 
nés. 


I. 


21 
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123456789 

10  11  12  13  14  15  16  17  18 

19  20  21  22  23  24  23  26  27 

J28  29  30  31  32  33  34  35  36 

l.cr<37  38  39  40  41  42  43  44  45 

J4G  47  48  49  50  51  52  53  54 

55  56  57  58  59  60  61  62  63 

64  65  66  67  68  69  70  71  72 

173  74  75  76  77  78  79  80  81 

Gc  t."''  carré  est  le  carré  naturel  ;  chaque  ligne  boriMh 
taie  formera  un  carré  partieL 

1  10  19  28  37  46  55  64  73 
2.<-^  2  1 1  20  29  38  47  56  65  74 
3  12  21  30  39  48  57  66  75etc 

Dans  ce  carré  les  Terticales  du  carré  naturel  compowni 
les  carrés  partiels. 

1  2  3  10  11  12  19  20  21 
.4    5    6  13  14  15  22  23  24 

7  8  9  16  17  18  23  26  27 
[28  29  30  37  38  39  46  47  48elc. 

En  prenant  les  9  nombres  de  l'angle  gauche,  les  9  ni- 
vans  et  les  9  rcstans  des  3  premières  lignes,  ensuite  les  9 
du  milieu  à  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

1  28  55    2  29  56    3  30  57  etc., 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
.1    2    3  28  29  30  55  56  57 
•      4    5    6  31  32  33  58  59  60 

7  8  9  34  33  3G  61  62  63 
10  11  12  37  38  39  64  65  66etc 
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En  prenant  les  3  premiers  nombres  des  1.f«,  4*e  et  7.o 
horuontales;  puis  les  3  suÎTans  de  chacone;  ensuite  les  3 
derniers;  agissant  de  même  sur  les  2.^,  5.^,  8.%  et  enfin 
sorle8  3.e,6.eet9.<^. 

1  a    7  10  13  16  19  22  25 

2  5  8  11  14  17  20  23  26 
^3  6  9  12  15  18  21  24  27 

^28  31  34  37  40  43  46  49  52  etc. 

Dans  ce  carré  ce  sont  les  verticales  du  précédent  qui 
composent  les  carrés  partiels.      * 

1    4  7  28  31  34  55  58  61 

-  2    5  8  29  32  35  56  59  62 

3  6  9  30  33  36  57  60  63 
10  13  16  37  40  43  64  67  70  etc. 

Dans  ce  carré  ce  sont  les  yerticales  du  3.®  carré  qui 
servent  aux  carrés  partiels. 

En  tout  6  systèmes  :  donc  le  total  des  combinaisons  sera 
6  •  8'^  pour  le  carré  de  9  à  compartimcns.  On  voit  qu'on 
ne  fait  pas  usage  de  tableaux.  Il  est  égal  à  6442450944 
combinaisons;  mais  on  le  diviserait  par  8,  à  l'ordinaire ,  si 
l'on  ne  voulait  pas  faire  état  des  8  positions  du  carré 
total. 

Yoici  les  tableaux  d'après  lesquels  serait  construit  le 
carré  de  la  figure  23. 


dJ 
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/6  7  2  8  1  6  â  3  8  /63  G3  63   0   0  0  «5  4S  45 

ll59357951  [63G3C3    0    0   0454345 

^1834  4  9227  6  .U3G3G3    0    0    0  45  45  45 

a    6  7261881  G        |  irs  18  18  36  36  36  54  54  54 

S/l597S3357         »/l8  18  18  36  36  36  54  54  54 

Ms  3  4  2  9  4  4  9  2        ^  J 18  18  18  36  36  36  54  54  54 

-^1492492438        «^ /27  27  27  72  72  72    9    9   9 

[3  57357951  1272727  72  72  72   9    9    9 

\_8  I  6  8  I  6  2  7  6  \27  27  27  72  72  72   9   9  9 

Si  l'on  peut  retenir  Ic^'^  (ablcan ,  il  n'est  paa  tscile  do 

prévoir  la  forme  du  1.''''.  On  voit  bien  que  chaque  ligne 

de  ce  lablcau  se  partage  en  3  parties  conliguës  de  15 

chacune ,  tant  en  horizontale  qu'en  rcrlicale  ;  mais  il  &a- 

drail  plus  d'attenUon  et  de  temps  pour  làire  ce  tableau 

que  le  carré  même,  dont  la  construction  ne  diflîre  pu 

de  ccUo  du  carré  de  3. 

On  verra  que  la  méthode  d'opérer  par  tableaux  ne  pCQl 
£(re  employée  toutes  les  fois  que  les  carrés  ne  sont  pas 
des  carrés  simples ,  et  que  par  conséquent  clic  est  loin  de 
suffire  à  tous  les  cas. 

ARTICLE  II. 

C1Kk£    DI    25    A    COMPARTIMESS. 

On  a  trouvé  pour  le  carré  de  5  sans  bordure  le  nombre 
52992;mais  ily  a  25  carrés, ce  qui  donne  r>2092";et,  comme 
les  25  carrés,  considérés  comme  nombres  simples,  peurcnl 
aussi  s'arranger  de  52992  nianiércs,  il  tiendra  52992*'  = 
52ÎW2"  *',  eu  appelant  h'  la  racûic  ;  on  aura  encore  6  sys- 
tèmes de  progressions  :  donc  il  viendra  6  •52992".  On 
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ra  ce  carré  (/?g.  24,  pi.  T).  On  a  cbobi  les  hori- 
a  da  carré  naturel,  et  celai  de  la  figure  a  été  ensuite 
d'après  l'ordre  des  nombres  du  carré  suivant  : 

4  11  20    7  23 

C  23  2  13  19 
15  17  8  24  1 
22  3  14  1G  10 
18  9  21  5  12 

tableaux  sont  : 
4  1523 
15  2  3  4 
52341 


2  3  4  15 

3  4  15  2 


H 


520 
10  15 


0  10  15 

5  20  0 
10  15  5  20  0 
20  0  10  15  5 
15  5  20  0  10 


listribuera  donc  les  carrés  partiels  comme  Findique 
'é  de  5  ci-dessus  :  ainsi  le  ft.^  carré  partiel ,  qui 
mec  à  76,  et  fmit  à  100,  sera  le  premier  des  carrés 
les  ;  le  1 1  •^' ,  qui  commence  à  251  et  finit  à  275 ,  sera 
nd  de  la  1.i^<^  horizontale ,  et  ainsi  des  autres. 


ARTICLE   IIL 

CARRÉ    DE    35    A    COMP ARTIMENS. 

nombres  dont  la  racine  se  compose  de  (acteurs 
;rs  tous  différons,  ont  la  même  propriété  que  ceux 
i  racine  est  un  carré  ;  mais  il  y  a  plus  de  diversité 
eur  formation. 

l  y  ait  d'abord  deux  facteurs  seulement ,  et  qu'ils 
p,  q,  la  racine  sera  pq ,  et  le  carré  p^q^-  Soit  N  le 


1 
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nombre  de  manières  dont  on  peut  arranger  le  carré  p\  et 
N'  celui  des  arrangemens  de  7'  :  on  aura  N'  pour  h 
somme  des  arrangemens  des  q-  carrés ,  contenant  chacim 
p*  cases;  et,  comme  ces  carrés  peuvent  eus-mômes  s'ar- 
ranger de  N'  manières,  on  aura  N'N''  pour  un  des  sjs- 
tùmes  de  progressions;  et,  comme  il  y  a  G  systèmes,  Q 
viendra  GN'N^ .  Si,  au  contraire, on  forme/?*  carrés  ayant 
chacun  q* cases 5  on  aura  dans  ce  cas  GNN'^  :  donc,  en 
tout,C(N'N^'+  NK''');  mais  on  a  52992  manières  d'ar- 
ranger le  carré  de  5,  et  3G39IG800  manières  de  former 
celui  de  7  :  donc  N=52992,  et  N'=3G39IG800. . .  p*= 
25. . .  ^'=49;  et  il  viendra  ,  pour  le  carré  de  35  à  corn- 
partimens  G(52992.3G391G800"+  3G39IG80O. 52992'*); 
mais ,  quelque  considérable  que  soit  ce  nombre ,  il  est  à 
peine  appréciable  si  on  le  compare  au  produit  successif 
des  1225  premiers  nombres  :  car  la  proportion  serait  à 
peine  celle  de  1  à  Tunité  suivie  do  300  zéros. 

On  aurait  bien  d'autres  combinaisons  si,  arec  les  pro- 
gressions choisies  pour  les  carrés  de  5  et  de  7,  ou  suppo- 
sait que  les  carrés  eussent  une  ou  deux  bordures;  que  les 
uns  n^en  eussent  point ,  et  que  d'autres  en  fussent  pour- 
vus ,  etc.,  etc. 

On  verra  (Jig,  25,  pL  VI  )  le  carré  do  35  à  compartimens* 
U  a  été  formé  de  25  carrés  de  /l9  cases.  Ces  carrés  partiels 
ont  été  composés  en  prenant  les  7  premiers  nombres  des 
7  premières  horizontales  du  carré  naturel  supposé  cons- 
truit ;  puis  les  sept  suivans  dos  mêmes  lignes  pour  k 
2.^  carré;  et  ainsi  de  suite,  jusqu^au  5.*^  carré  indonv»- 
ment.  Puis  on  a  pris  les  7  premiers  nombres  des  7  hori- 
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fontales  suivantes  pour  le  6.^  carré ,  et  Ton  a  continué , 

comme  ci-dessus.  Les  25  carrés  partieb  ont  été  ensuite 

di^KMés  d'après  la.  méthode  expéditive.  Quant  aux  carrés 

partieb  en  particulier,  on  a  tantôt  employé  cette  méthode , 

tantôt  quelques  combinaisons  au  moyen  des  tableaux. 

n  était  inutile  de  faire  le  carré  naturel ,  ce  qui  aurait 

été  long  et  fastidieux.  On  sVst  contenté ,  pour  obtenir  les 

progressions  des  carrés  partiels  d'après  Tordre  choisi, 

de  les  indi(pier  comme  suit  : 

I...7     36.. .«      71. ..77      106.. .1121,^ 

^     >1.^  carré. 
141.  ..147      176.  ..182      211.  .  .217J 

&..14  43... 49  78... 84  113.  ..119)^^^  , 
148...  154  183.  ..189  218.  ..224J  *^^^  ^ 
On  voit  que  pour  le  l.^r  carré  on  prend  les  7  pre- 
miers nombres;  pyis,  ajoutant  35  à  l'unité,  il  Tient  36, 
pranier  terme  de  la  2.^  série,  dontle  dernier  est  36  -f-  6=: 
42;  Tient  ensuite  36  +  35=71  pour  le  \.^^  terme  de  la 
S.®  série ,  et  ainsi  de  suite. 

Le  2.<^  carré  se  déduit  inmiédiatement  du  1.^  en  ajou« 
tant  7  à  chacun  de  ces  termes.  Le  3.^  se  tire  du  2.^^  en 
ajoutant  toujours  7  aux  termes  du  2.<?;  et  l'on  agira  de 
même  jusqu'au  5.c ,  dont  le  1  .^  terme  sera  29 ,  en  ajoutant 
4.7=28  au  l.er  terme  du  1.«''  carré.  On  obtiendra  les 
autres  en  ajoutant  toujours  28  à  chaque  terme  de  ce  1.®>^ 
carré ,  et  il  Tiendra  pour  le  5.<^ 

29...  35      64... 70      99...  105      134... 140      169... 
175     !204...210      239...  245 
n  suffit  donc  de  connaître  le  \.^^  terme  de  la  1.^^^  série 
de  chaque  carré  partiel,  pour  en  déterminer  tous  les 
autres. 
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Après  le  5,®  carré,  les  7  premières  horizontales  étal 
épuisées,  on  passera  aux  suiTantcs ;  et,  comme  le  dernier 
terme  du  5.<^  carré  est  2'l5,  il  suit  que  le  premier  do  6i^ 
carré  est  2^lG;  et  il  suffît  de  ce  terme  pour  déduire  les 
séries  de  ce  carré  et  des  U  suirans.  Le  10.''  carré  aura  pour 
premier  terme  246  +  28=27/1  ;  le  dernier  de  la  1  je  série 
sera  280;  et,  comme  il  faut  ajouter  6 •35=210  à  ce  2.^ 
terme  pour  avoir  le  dernier ,  il  nendra  ((90  poor  le  der- 
nier terme  de  ce  10.^  carré:  ainsi  les  14  premières  hori- 
sontales  étant  épuisées,  on  passera  aux  7  suivantes.  Le  11/ 
carré  commencera  donc  par  491  :  d'oii  Ton  tirera  les  12.', 
13.S  14*S  ^^^9  ^^  ^  y  ^  progression  entre  les  premiers 
termes  des  carrés  de  5  en  5,  la  différence  est  246^1  = 
245;ainsi  491—246=245:  donc  le  i.^^  terme  du  16.« 
carré  sera  491  +  245=736;  d'où  Ton  déduira  les  17.^, 
18.%  19.%  20.^ Le 2 1.<? commencera  par  736  +  245=981. 
Le  2.«  terme  étant  987,  le  dernier  sera  987+210=1197: 
à  quoi  ajoutant  28 ,  on  obtiendra  1 1 97  +  28  =  1 225 ,  der- 
nier terme  du  25.e  carré,  ainsi  qu'on  devait  Tavoir. 

Il  suffit  donc  du  i.^^  carré  pour  obtenir  les  24  antres; 
et  même  les  deux  premières  sénés  de  ce  I  .^^  carré  donnent 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  les  autres  car- 
rés. On  peut  n'employer  que  la  méthode  expéditive,  tant 
pour  les  carrés  partiels  que  pour  le  carré  total.  Alors  Topé- 
ration  est  sino^lièrcment  simplifiée  :  il  ne  faut  plus  que  de 
l'attention ,  mais  aucun  calcul ,  point  de  carré  naturel,  dont, 
au  reste,  on  peut  toujours  se  dispenser;  et,  comme  il  ne 
doit  pas  y  avoir  de  tableaux ,  il  suit  que  la  constructi<Hi 
des  carrés  par  compartimens ,  lorsque  la  racine  est  com- 
posée ,  est  la  plus  facile  et  la  plus  expéditive  de  tontes , 
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d  les  auteurs  l'aient  considérée  comme  plus  com- 
que  cdle  des  carrés  simples. 

ARTICLE  IV. 

l   A  GOMPARTIHBlfS   DONT   LA  RACIHB  A  PLUS  DB  BBUX 
FACTBURS   PRBMIBRS. 

la  racine  385=5. 7«1t  :  le  carré  sera  5*«7*«11*, 
K>iirra  avoir(7 . 1 1)'=77'=5929  carrés  de 25  cases, 
I1)«=55*=3025  carrés  de  49  cases,  ou(5.7)«= 
225  carrés  de  121  cases;  mais,  de  plus,  on  peut 
3ubles  compartimens.  En  effet,  indépendamment 
dpartimens  simples  cirdessus,  on  peut  fidre  121 
divisés  chacun  en  49  carrés  de  25  cases ,  ou  en  25 
le  49  cases;  on  peut  aussi  avoir  49  carrés  divisés 
en  121  carrés  de  25  cases,  ou  en  25  carrés  de  121 
enfin  on  peut  avoir  25  carrés  dont  chacun  com- 
lit  121  carrés  de  49  cases,  ou  49  carrés  de  121 

r  aurait  pas  de  difficulté  pour  avoir  les  progressions 
I  aux  formations  cinlessus ,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
Scédens  articles. 

n  veuille  obtenir  49  carrés  dont  chacun  contiendra 
es  de  121  cases  :  on  pourra  prendre  les  5  •  1 1  =55 
rs  nombres  des  55  premières  horizontales ,  puis  les 
ans  des  mêmes  lignes ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au 
'é  inclusivement  ;  ensuite  les  55  premiers  nombres 
horizontales  suivantes ,  et  ainsi  de  suite  :  on  aurait 
carrés, 
la  division  subséquente  on  prendra  de  chacun 
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être  égaux  au  nombre  des  facteurs  simples  moins  un,4 
ces  facteurs  soient  égaux  ou  non  :  ainsi  Ton  aurait 
3  •  3  •  5  •  5  à  la  racine.  Il  j  a  4  Êicteurs  simples  :  ainsi  il  p 
y  avoir  jusqu'à  3  compartimens  Tun  dans  l'autre.  Pooi 
on  avait  3  •  3  •  5  :  il  ne  pouvait  y  avoir  que  2  compartime 
pas  plus  que  pour  385=5 «7 «11. 

S  5- 

CARRÉS  AYEG  BORDURES^   PAR  LES  DlFFÉRElfCBS. 

CHAPITRE  PREMIER. 

LA   RACIKI   DU   CABR<   CENTRAL   EST   U5   ROMBRB  PlIVIB: 

On  a  donné  (  $  2,  section  l.i^  )  la  manière  de  former 
bordures  ;  mais  il  y  a  souvent  tâtonnement.  Voici  une  i 
thodc  plus  générale  et  plus  cxpéditive. 

Puisque  dans  tout  carré  impair  il  y  a  un  terme  moy 
il  ne  peut  jamais  faire  partie  des  bordures  :  car  il  iaut  < 
les  nombres  opposés  soient  com})lémens  Tun  de  Taub 
et  le  moyen  n'a  point  de  complément. 

La  valeur  moyenne  de  chaque  terme  étant  égale  à 
moitié  d'un  couple  ou  au  moyen ,  si  Ton  prend  les  dîi 
rences  entre  chaque  terme  réservé  pour  bordure  et 
moyen ,  et  que  ces  différences  soient  en  plus  ou  en  moi 
il  est  clair  que  chaque  ligne  des  différences  doit  étre  = 
mais,  la  ligne  opposée  et  correspondante  étant  compo 
des  complémens ,  il  est  inutile  de  s'en  occuper  :  car 
différences  de  ces  complémens  seraient  aussi  nécessai 
ment  =0.  Il  ne  fout  donc  composer  que  la  1.i*«  horifont 
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l«^  yeriicale,  puisque  les  nombres  des  lignes  corres-» 
antes  seront  connus. 

.  ^t  remarquer  que  ,lcs  angles  des  diagonales  derant 
r  à  deux  lignes  de  dénomination  différente ,  il  fiiut  que 
igles  opposés  d'une  même  diagonale  soient  complé- 
Fun  de  Tautrc. 

is  fl  ja  de  termes  pour  composer  une  bordure ,  plus 
fiicile  de  la  former,  attendu  qu'on  peut  agir  sur  un 
grand  nombre  de  signes  pour  les  changer ,  s'il  est 
jsaire,  afin  d'obtenir  une  somme  =  0;  les  exemples 
tts  mettront  sur  la  voie. 

fera  observer  qu'il  est  avantageux ,  d'après  la  re- 
né précédente ,  de  commencer  toujours  par  la  bor- 
h  plus  rapprochée  du  carré  central. 

ARTICLE    PREMIER. 

CÀRRé    DE    5    AVEC    BORDURE. 

formera  le  tableau  de  toutes  les  différences ,  comme 
i,  en  omettant  le  moyen,  dont  la  différence  est  0. 

1  +  12  —  25  7  +  6—19 

2+  11  —24  8  +  5  —  18 

♦  3+  10—23  9+4  —  17 

♦4+    9  —  22  10  +  3—16 

*5+    8  —  21  11  +2—15 

6+7  —  20  ♦  12 +  1  —  14 

is  l'emploi  des  différences ,  ou,  pour  mieux  dire,  dans 
ad)leau,  le  signe — n'affecte  pas  le  nombre  devant  lequel 
xouve ,  mais  la  différence  qui  tient  le  milieu  :  ainsi  on 
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lirait  5+  8  =  13  et  21— 8=13,  puisque  13  est  i 
moyen ,  qui  est  toujours  connu  dans  les  nombres  im| 
Cette  notation  est  commode,  pour  ne  pas  répét||(< 
fois  la  différence,  pour  faciliter  la  composition  des  bord 
et  mettre  en  regard  les  nombres ,  leurs  complémen 
leur  différence  positive  ou  négative. 

On  cbobira  à  volonté  3  progressions  de  3  termes, 
le  moyen  Êisse  partie;  on  peut  aussi  n'en  prendre  qi 
seule  de  9  termes,  ayant  toujours  le  moyen  au  mî 
attendu  qu'il  ne  peut  entrer  dans  les  bordures.  Ce  que 
dit  ici  du  carré  de  3,  a  lieu  pour  tous  les  carrés 
pairs. 

Des  trois  progressions,  celle  du  milieu  exceptée,  i 
toujours  une  qui  aura  la  3.^  composée  de  ses  complén 
S'il  y  en  a  plus  de  3 ,  sans  comprendre  celle  du  milie 
moitié  des  autres  a  ses  complémens  dans  l'autre  m^ 
Quant  à  celle  du  milieu,  excepté  le  moyen,  la  moitié 
nombres  a  aussi  ses  complémens  dans  Tautrc  moitié* 

Soit  l'une  des  progressions ,  pour  le  carré  de  3  ce 
avec  bordure ,  3  •  4  •  5  :  l'autre  sera  nécessairement  21 
23;  et,  comme  la  différence  des  termes  est  l'unité,  et 
le  moyen  fiiit  partie  de  la  progression  du  milieu,  elle 
aussi  nécessairement  12*13*14.  On  a  marqué  d^un  i 
risque  les  termes  employés ,  pour  ne  pas  les  confondre 
ceux  qui  doivent  composer  la  bordure. 

H  faut ,  pour  la  bordure ,  commencer  par  les  angle 
il  arrive  quelquefois  que  ceux  qui  ont  été  choisis  ne 
viennent  pas,  surtout  lorsque,  comme  dans  le  cas  p 
culier,la  bordure  est  la  plus  petite  possible. 

Soient  donc  choisis  pour  Thorizontale  les  angles  + 1 
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^rences.  Cette  ligne  pourra  s'acheyer  par  -)*  2  —  1 1 
uisque7+5+2— 11 — 3  =0; il  ne  reste, pour  b 
le, que 4, 6, 12, avec  leurs  signes  -j-ou— ^Or  on  a 
commun  et  —  5  complément  de  -{-  5  ;  il  fiiut  Toir  si 
!S  nombres  ft ,  G ,  1 2 ,  on  peut  acherer  cette  yerticale. 
6 —  12  conyient;  car  on  aurait  7-{-&-f  6=17,  et 
;:=:17  :  donc  la  somme  des  différences  positives  est 
celle  des  différences  négatives;  ou ,  plus  brièvement , 
(ne  des  différenccs=0,le  mot  somme  étant  pris  dans 
tion  qu'on  lui  donne  en  algèbre  :  car  c'est  réeOemenl 
Térence.  Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  les  nombres 
Férences ,  et  l'on  aura  le  carré  avec  bordure  {Ji%.  27 f 

|. 

nombres  du  milieu  des  bordures,  tant  enhorison- 

'en  verticale ,  peuvent  alterner  à  volonté  ;  les  angles 
e  peuvent  varier  pour  un  système  déterminé  de 
es.  Les  deux  lignes  restantes  se  composent  par  les 
imens. 

ARTICLE  IL 

GÂRRé    DB    7  ÀVBG    BOEBURB    SIMPLB. 

loyen  est  25.  Yoici  le  tableau  des  difiSSrences  : 

♦  1  +24  —  49  *   9  +  16  —  41 
♦2  +  23  —  48  *  10+ 15  —  40 

♦  3  +  22  —  47  ♦Il  +  14  —  39 
/j  +  21  — 46  ♦«+  13—38 

5  +  20  —  45  13+12—37 

6  +  19  —  44  14  +  11—36 
♦7+18  —  43  15+10  —  35 

♦  8  +  17-42  16+9  —  34 
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♦  17+8  —  33  21+4  —  29 

18+    7  —  32  22+    3  —  28 

19+6  —  31  23+    2—27 

•20+5  —  30  ♦24+    1—26 

Soient  choisies  pour  le  carré  central  de  5  les  cinq  pro- 
gressions 3*5*7*9*11 12.14.1G.18-20....21*23« 

23.27.29....30.32.3/|.3G.38....39-ai«43-45*47: 
on  Toit  que  les  deux  dernières  sont  composées  âes  oom- 
plémens  des  deux  premières.  Ces  complémenssonf  Coojoiirs 
dans  le  tableau  des  différences  sur  la  même  ligne  qae  les 
nombres  auxquels  ils  correspondent*  On  voit  ansâ  tpe 
27 et  29  sont,  dans  la  progression  centrale,  oomplimens 
de  23  et  de  21. 

Il  y  a  plus  de  facilité  pour  faire  la  bordure  de  7,  qoc 
celle  de  5  :  car  il  reste  24  nombres  au  lieu  de  16.  Les  diffé- 
rences à  employer  pour  la  bordure,  sont  1,3,6^8|10] 
12,  15,17,19,21,23,24. 

On  peut  prendre  pour  les  angles  les  différences  +  21 
+  G  en  horizontale ,  et  achever  cette  ligne  par  8  +  24  — 
17— 19  — 23. En  effet 21  +  6 +8+24=:59;demênM 
17+  19  +  23=59  :  donc  la  somme  des  différences=0. 
La  verticale  a  déjà  21  commun,  et — G,  compléndentde  + 
6.  U  reste  les  différences  1 ,  3, 10, 12, 15;  mais  21—6= 
15  :  il  fiiut  donc  que  l'on  ait  — 15  pour  somme  des  5  diffé- 
rences restantes  prises  en  plus  ou  en  moins.  On  peut  doof 
prendre  12  + 1 —3— 10— 15. 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  on  aura  k 
carré  (Jigure  28 ,  planche  III  ). 

Gomme  le  carré  central  est  5,  le  moyen  n'est  pas  néces- 
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sairemont  ao  milieu  du  carré,  cela  n'étant  forcé  q[ue  pour 
le  carré  de  3. 

ARTICLE  IIL 

CARRé  DE  7  AYBC  DEUX  BOROVRBS. 

Le  carré  central  étant  celui  de  3,  soient  prises  i  to* 

lonté  les  progressions  2*7-12. ...  20-25  •  30 38  •  43« 

48,  dont  la  3.<^  est  forcée  d'après  la  première;  il  suffit 
même  des  deux  premiers  nombres  2,  7,  pour  déterminer 
le  reste  de  ces  progressions.  D'abord ,  puisque  7—2  =  5, 
on  aura  7  +  5  =  1 2 ,  ce  qui  complète  b  1 J^  progression  ; 
ensuite,  le  moyen  25  tenant  le  milieu  de  la  2.^  progres- 
sion, il  Tiendra  25+5=20  =  30  :  on  a  donc  la  2.®  pro- 
gression. Enfin  50  —  1 2 ...  50 —7. ..  50— 2 ,  donnent  38  • 
43*48  pour  b  3.^;  ou  mieux,  l'interyalle  20 —  12=8, 
entre  les  2  premières  progressions ,  étant  connu,  on  aura 
de  même  30  +  8=38:  d'où  38+5=43. . .  43  +  5=48. 
On  agira  de  même  dans  tous  les  cas. 

Soient  supposés  maintenant  +  24  et  +  t  aux  angles  de 
lliorizontale  pour  b  première  bordure  :  il  faut  que  les  trois 
différences  intermédiaires  aient  pour  somme  —  25  =  — 
(24-f- 1  ),  cequc  l'on  peut  obtenir  par  8  — 16 — 17;  quant 
à  b  verticale,  qui  a  déjà  24 — 1  =23,  il  faut  que  les  trob 
différences  intermédbires  aient  -*  23  pour  somme ,  et  l'on 
peut  prendre  14— 15— 22=— 23. 

On  marquera  d'un  signe  les  différences  employées, 
ainsi  qu'on  le  Toit  au  tableau  ;  il  reste ,  pour  b  2,^  bordure , 
2,3,4,6,7,9,10,  11,  12, 19, 20,21.  On  a  donc  6  pairs 
et  6  impairs  en  différences;  mais  à  chaque  différence  se 
trouvent  deux  nombres  de  même  espèce  opposée  à  celle 

Tov.  I.  22 
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delà  différence,  c'est-à-dire  qu'à  une  différence  paire  ré* 
pondent  deux  nombres  impairs ,  et  réciproquement  :  d'où 
il  suit  qu'on  aura  pour  la  2.^  bordure  12  pairs  et  12  im- 
pairs; mais  chaque  Hgne  doit  être  impaire =175  =7*  25. 
Si  donc  on  suppose  aux  angles  deux  nombres  d'espèoc 
différente,  la  somme  des  angles  à  chaque  ligne  sera  im- 
paire :  il  faudra,  par  conséquent ,  que  les  5  nombres  inter- 
médiaires aient  une  somme  paire,  et  il  reste  10 pairs  e^ 
10  impairs.  Or  on  ne  peut  faire  cette  somme  paire  qo'ei 
prenant  les  impairs  en  nombre  pair,  ou  ils  doi?entélreei 
nombre  0,  2,  4*  Si  l'on  n'en  emploie  aucun  dans  l'une 
des  lignes ,  il  y  en  aura  5  dans  la  ligne  de  dénominatioi 
différente,  et  cette  Hgne  sera  paire;  si  l'on  en  met  2 dan 
Tune  des  lignes,  il  en  restera  G  pour  l'autre  et  son  oppo 
sée,  par  conséquent  3  dans  une  ligne  qui  sera  encw 
paire.  Enfin ,  si  l'une  des  lignes  en  a  4 ,  l'autre  n'en  anr 
qu'un ,  et  sera  encore  paire  :  d'oii  la  conséquence  qoe  le 
angles  seront  de  même  espèce. 

Cette  recherche  de  la  nature  des  angles  n'a  besoin  d'étr 
faite  que  sur  la  bordure  extérieure,  quel  que  soit  le  nombr 
des  bordures. 

Soient  choisis  les  angles  4-21  -f  19  en  horiiontale:  leo 
somme  est  40  :  donc  celle  des  5  nombres  intermédiaire 
sera  aussi  40,  mais  négatirement ,  et  Ton  peut  prendT 
+  9_20— 12— 11  — G=— 40. 

Quant  à  la  verticale ,  qui  a  déjà  21  —  19=2,  il  6c 
que  b  somme  des  5  nombres  entre  les  angles  soit  =—2 
et  il  reste  les  différences  2 ,  3 ,  4 , 7, 1 0  ;  et ,  comme  10  + 
—3 — 4  —  7= — 2 ,  la  verticale  est  achevée.  On  aurait  p 
faire  encore — 2  par  2 -f- 3 -f- 7 — 10—4. 


ATEC    DEUX   BOHDVHBS. 


339 


Si  Voù  substitue  les  nombres  aux  différences.  On  aura 
le  carré  (  figure  29,  planche  TU  ). 

ARTICLE  IT. 

CAaai  st  11   A  TOtxts  boedvkis» 

On  a  ici  i^  =:  4  bordures;  le  mojen  =  i3i^  =s  61  ; 
ebaiqoe  Bgne  de  h  ^J'*  bordure  vaut  5*61  ^  305;  de  la 
seconde  bordure,  7  •  61=427;  de  la  3.«,  9  «Gis: 639;en6B 
de  la  4.«,  11. 61  =671. 
Toici  le  tableau  des  différences. 
f 
S 
3 


l+60-_12l 
J4.59— 120 
3+58—119 
4+57—118 
♦      5+56—117 

2  6-I-55— 116 

1  7+54—115 

8+53—114 

3  9+52—113 
10+51—112 

2  lt+50— 111 

3  12+49—110 
13+48—109 

2  14+47—108 

3  15+46—107 
16+45—106 

3  17+44—105 

3  18+43—104 

2  19+42—103 

1  20+41—102 


21+40—101 
2    22+39—100 

1  23+38—99 
*    24+37—  98 

2  25+36—  97 

3  26+35—96 
27+34—  95 

1    28+3»—  94 

1  29+32—  93 
3  30+31^  92 
3    31+30—  91 

2  32+29—90 

2  33+28—89 

3  34+27—  88 
35+26—87 

1  36+25—  86 

2  37+24—85 
38+23—  84 

3  39+22—  83 
40+21—  82 


3    41+20-81 

*  42+19—80 

*  43+18—79 
44+17—78 

2  45+16-77 
46+15—76 

3  47+14—75 
48+1 3_74 

2    49+12—73 

2  50+11—72 

3  51+10—71 
52+  9—70 

1     53+  8—69 

54+  7—68 

3    55+  6—67 

3    56+  5—66 

57+  4—65 

58+  8—64 

59+  2—63 
C0+  1—62 


\ 
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On  a  marqué  par  des  astërbques  ks  quatre  nombres  da 
carré  central;  leurs  complémens  et  le  moyen  61  sont  les 
cinq  autres.  Les  petits  nombres  à  côté  des  différences 
se  placent  successivement  au  iîir  et  à  mesure  des  bor- 
dures, afin  d'enter  l'inconyénient  de  prendre  plusieurs 
fois  le  même  nombre  ou  la  même  différence.  Ces  petits 
nombres  indiquent  les  numéros  des  bordures.  La  deraièn 
n'a  pas  d'indication. 

Soient  cbobies ,  pour  le  carré  central ,  les  progressioiis 
5.24  .43...  42.61 .80...  79.  98.117. 

Soit  la  iJ^  bordure 9  pour  l'horizontale,  38+60—32— 
23— 41=0,  et  pour  b  verticale,  38+41+8— 83— 54=dO: 
on  marquera  cette  bordure  du  chiffre  1  au  tableau  des 
différences. 

U  n'y  a  point  ici  de  tâtonnement ,  tout  est  à  la  Tohmté 
de  celui  qui  opère.  Après  avoir  pris  à  fantaisie  5  diffârences 
pour  rhorizontale,  il  y  en  aura  2,  dont  l'une  avec  chan- 
gement de  signe ,  qui  feront  partie  de  la  verticale  :  car 
cette  dernière  ligne  a  un  angle  commun  avec  l'horixon- 
tale,  et  l'autre  angle  est  complément  du  2.c  de  cette 
môme  horizontale.  Gela  est  généraL 

Les  nombres  substitués  aux  différences  sont ,  pour  l'ho- 
rizontale, 23,  1 ,  8G,  93, 102;  et  pour  la  verticale ,  23, 53, 
94 ,  115,  20.  Les  premiers  et  deniiers  nombres  de  chaque 
ligne  sont  les  angles. 

Soient  choisies,  pour  la  2.c  bordure,  les  différences,  en 
verticale,  55+50+1 2— 42— 36— 28—  1 1 ,  et  en  horizontale, 
55+42+29—47—39—24—16.  On  voit  que  55  et  42  sont 
les  différences  des  angles  de  l'horizontale ,  et  55—42,  celles 
des  angles  de  la  verticale ,  pubque  55  est  commun  ,et— 42 
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comiriéinent  de-{-42.Le8  nombres  correspondans  sont,  pour 
lliomontale ,  6,  S2, 108,  100,  85,  77,  19;  et  pour  la 
vertîcBle,  6, 11 ,  49,  97,  89 ,  72,  103.  Ces  nombres  sont 
maïqaés  da  chiffre  2  au  tableau  dos  différences;  les  angles 
sont  toujours  les  premiers  et  derniers  nombres  des  hori- 
■onlale  et  yerticale. 

Pour  la  3.^  bordure,  soient,  en  horiiontale,  58+43+ 
22+14—49—35—27—31+5;  et  en  verticale,  5S— 43+ 
46+59—44 — ^20 — 52 — 10+6  :  on  marque  ees  différences 
du  ohiAre  3.  Il  n'y  aura  qu'à  substituer  les  nombres. 

Les  différences  restantes  sont  1 ,  2,  3,  4,  7,  9, 13, 15, 
17,21,23,26,30,34,  40,  45,  48,  51,  53,57,  parmi 
lesqnellefl  sont  7  pairs  et  13  impairs ,  ce  qui  donne  26  nom- 
bres pairs  et  14  impairs  :  d'où  la  conséquence  que  les 
MÈfjies  de  la  4.^  bordure  doÎTent  être  de  nature  différente  : 
car»  qu'ils  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  il 
(audra  que  les  9  nombres  intermédiaires  aient  somme  im- 
paire. Si  les  angles  sont  pairs ,  il  reste  14  impairs  et  22 
pairs.  Les  impairs  doivent  être  en  nombre  impair  :  ainsi 
il  en  faudra  1,3,5,  7  ;  or  on  aurait  toujours ,  dans  une 
des  deux  lignes,  des  impairs  en  nombre  pair,  et  la  ligne 
serait  paire,  ce  qui  ne  se  peut. 

Il  est  convenable  de  s'assurer  d'avance  de  la  nature  des 
angles,  pour  ne  pas  faire  de  dusses  suppositions. 

Soit  donc  l'horizontale  de  la  4.^  bordure  57+  30+  45 
+17+15— 53— 34  — 26— 21— 23— 7;  la  verticale  peut 
étre57— 30+51  +  13+4— 40— 48-9— 2+3+1  :  ce  sont 
les  différences  restantes.  On  aurait  encore  pu  faire  la  ver- 
ticale par57+26+40+3+l— 51— 48— 13— 9— 4— 2,  et 
de  beaucoup  d'autres  façons.  Substituant  les    nombres  , 
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on  aura  obtenu  iacilement  et  promptement  les  4  bordures 
cherchées.  On  verra  le  carré  {figure  30,  plancheUl)» 

Dans  tout  carré  impair  à  toutes  bordures  le  mojai 
est  au  centre  du  carré  :  car  il  fait  partie  de  la  progresôûo 
du  milieu  du  carré  central;  et  môme  on  peut  regarder 
ce  moyen  comme  un  carré ,  et  les  nomibres  qui  Tentonnat 
comme  une  bordure. 

L'exemple  ci-dessus  lait  voir  avec  quelle  promptitude  on 
trouve  les  bordures  au  mojen  des  différences;  et  il  n'est 
pas  à  craindre  qu'on  ne  puisse  former  la  dernière  s  car  il  res- 
tera toujours  assez  de  différences  positives  et  négatives  pour 
se  compenser.  Le  cas  le  plus  défavorable  serait  celmpour  le- 
quel il  resterait  les  20  plus  grandes  différences  pour  la  bor- 
dure extérieure,  et  on  pourrait  la  composer  comme  sût: 

59—47+60+58+57+56—51—50—49—48—45  horii. 
59+47+55+54+53—52—46—44—43—42—41  vertic 

Il  est  bon  cependant  de  conserver  quelques  petites  dif- 
férences pour  celte  dernière  bordure,  parce  qu'on  fera 
plus  facilement  cette  compensation. 

ARTICLE  V. 

GAERé    DB    17    A    TOUTES    BORDURES. 

Le  terme  moyen  est  145;  la  plus  grande  différence  est 
144,  correspondante  à  Tunité,  et  à  289,  carré  de  17.  Un 
couple  vaut  289+1  =290 =2. 145.  Comme  la  moyenne 
est  au  centre,  on  peut  commencer  par  la  bordure  de  3 1 
en  considérant  le  moyen  comme  un  carré  ;  ce  qui  dbpense 
de  chercher  les  progressions  du  carré  de  3.  On  peut  en- 
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suite  fidre  la  bordure  qu'on  voudra ,  puis  une  autre  à  to* 
lonléy  et  continuer  ainsi;  et  mèmey  en  prenant  les  diffé- 
rences qui  se  suivent,  autant  qu'il  sera  possible^  on  évi- 
leia  de  iaire  le  tableau  des  différences ,  ce  qui  est  souvent 
long  et  Êistidieux.  Cette  manière  d'obtenir  les  bordures 
par  diff^ences  est  la  seule  directe ,  la  plus  conunode  et 
la  plus  expéditive. 

Soit  donc  la  bordure  autour  du  centre  124+20—1^4, 
et12t— 20— 104.  Ici,  comme  dans  toutes  les  borduioeSi 
la  l.'^  différence  sera  (toujours  celle  qui  est  commune  aux 
deux  lignes,  et  la  2.®  répondra  toujours  aussi  au  2.«  angle 

de  l'horizontale ,  et,  avec  signe  contraire,  au  2.®  angle  de  la 
verticale.  Ces  différences  seront  toujours  les  premières  dans 
les  séries  de  différences  que  l'on  va  donner  pour  chaque 
bwdnre.  Les  nombres  correspondans  aux  diCESrences  se 
trouvent  sur  le  champ  ;  on  retranche  la  différence  du  mo  jen 
si  die  est  positive,  et  on  l'y  ajoute  si  elle  est  négative. 

Les  nombres  du  carré  central  correspondans  aux  dif- 
férences sont  21 ,  289 ,  125  à  l'horizontale,  et  21,249, 165 
à  la  verticale.  On  ne  s'occupera  pas  des  complémens  :  car, 
soustrayant  les  nombres  de  l'horizontale  et  de  la  verticale 
de  290,  on  obtient  immédiatement  ces  complémens:  ainsi 
à  21  correspond  269;  à  249,  41  ;  et  à  289,  1.  Le  moyen  a 
sa  place  au  centre  :.les  3  progressions  sont  donc  1«21*41.... 
125*145«165. . . .  249.269*289. 

Soit  cherchée  la  bordure  la  plus  extérieure,  c^e  de 
17^  et  soient  choisies  les  différences 

143  +  143  +  139+136+135+132+131  i 
+130— 142— 141— 138  — 137— 134>horizontalc. 

_1 33—128—129—4 j 


> 
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1M— 140+127+123  — 126— 125+  122^ 
+119— 120— 121+118+115— 116— 1l7[vcrticale. 

+114—113—3 ) 

Les  nombres  des  angles  seront  145  — 143  =s 2,  et  145 

— >140=:5,  pour  ceux  de  Iliorizontale. 
Ceux  de  la  verticale  seront  2  et  145+140=285.  Les 

15  nombres  entre  les  angles  fkes  donneront  (1,2,8... 

15)*  pour  les  combinaisons,  en  horizontale  et  en  yerticale. 
Soient  maintenant,  pour  la  bordure  de  11 ,  prises  les 

différences  à  volonté , 

112+109— 111— 110  +  108+105— 107K   •      .t 
+106+103-101-2 Jhoruontale. 

112—109+102+100—09—98+97  +  961  _,.    , 

-95-94-12. r""*^- 

Les  angles  sont  145—112^33,  commun;  tIS— 109= 
36,  2.e  angle  horizontal;  et  145-1-109=254,  autre  angle 
de  la  verticale. 
Soit  formée  la  bordure  de  13  par  les  différences 
93+90—91—92+864-89—87—88+851       .      ^ 
+83—80—82—6 ^tooruonlaic. 

93—90+84-81+79+78-76—77+74»      ,.    . 
+75-72-73-14 Jvcrticate. 

On  aura  pour  les  angles  145 — 93=  52,  commun  j  145 

—90=55,  angle  horizontal;  145+90=235,  autre  angle 
vertical. 

Pour  la  bordure  de  9,  soient  prises  les  différences 

71+68—70—69+67+64-60—66—5. . .  horizontale. 

71—68+65—63+62—61+59-58—7. . .  vcrlicalo. 

Angle  commun,  145 — ^7 1=74; angle  horizontal,  145— 

68=77;  angle  vertical,  145+68=213. 


>horisontalc. 
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Soit  fidte  la  bordure  de  15  par  les  différences 

57+54—55-^+53+50—51—52+  49' 
+46—47—48+45—37—8 

57—54+44—43+42+40—39—36  +  351 

—34+33— 32— 41+38— 10. ^verticale. 

Angle  commun,  145—^7=88;  angle  horiiontal,  145 
—54=31  ;  angle  rertical,  145+54=199. 

On  peut  former  la  bordure  de  7  arec  les  différences 

27+24—25—26+30—21—9 
27—24+23—22+31—18—17 

Anglecommun,  145 — 27=:118;  angle  horizontal,  145 
—24=121  ;  angle  vertical ,  145+24=169. 

Reste  à  former  la  bordure  de  5 ,  et  il  ne  reste  que  les 
difiérences,  savoir  :1,  11,13,  15,  16,  19,  28,29.  Soit 
11iorin>ntalo  29—28+11—13+1  :  il  ne  reste  (dus  que 
15, 16, 19,  avec  lesquels  on  doit  (àïre  la  verticale ,  avec 
deux  différences  de  l'horizontale,  dont  une  changera  son 
signe,  n  s'agit  donc  de  reconnaître  quelles  sont  ces  deux 
diff^nces,  lesquelles,  avec  les  trois  restantes,  prises  en 
plus  ou  en  moins ,  donnent  une  somme  =  0.  Il  &ut  donc 
prendre  les  différences  de  l'horizontale  2  â  2,  en  chan- 
geant un  signe ,  et  il  n'est  besoin  que  d'avoir  égard  aux 
résultats  positife  ;  or  29+28=57. . .  29—1 1=18. . .  29+ 
13=421 . .  29— 1=d28. . .  28+11=39. . .  28—13=15. . . 
28+1=29. . .  1 1+13=24. . .  11—1=10. .  .13+1=14.. . 
Quant  aux  trois  différences  15 ,  16, 19,  leur  somme=50,ct 
ensuite  15+16—19=12. . .  15+19—16  =  18. . .  16  +  19 
—15=20  :  on  trouve  29— 1 1=15+19—16.  On  aura  donc 
en  horizontale  les  angles  29+ 1 1 ,  et  en  verticale  29—1 1  ; 
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et  pour  los  trob  autres  nombres  de  cette  dernière  ligne , 
1G-^15 — 19,  ou  bien  y  en  changeant  les  signes,  11—29 
-|-15-f-19— »16  :  c'est  cette  dernière  combinaison  qoi  a 
été  adoptée.  Les  angles  sont  145 —  M  =  134,  comrnim; 
1 45— 29=:1 1 6 ,  angle  horizontal. . .  1 45+29=1 74 ,  angle 
yertical. 

On  verra  le  carré  de  17  avec  les  bordures  irouyées  ci- 
dessus  (Jig.  Si,  pL  yni).  On  a,  dans  la  composition  de 
ces  bordures ,  évité  la  fatigue  de  la  formation  do  tableau 
des  différences ,  en  prenant  ces  différences  par  ordre ,  au- 
tant que  possible,  sans  en  omettre;  mais,  pour  ne  pas 
faire  de  double  emploi ,  on  met  d'abord  à  [(art  20, 104  et 
124,  qui  font  partie  du  carré  central.  En  constraisaBt  la 
bordure  de  17,  on  y  omettra  124 ,  qui  ne  peut  entrer  dans 
aucune  bordure ,  d'après  la  composition  du  carré  central, 
et  l'on  eflacera  124;  mais  on  mettra  à  part  2  et  12, pois 
6  et  14,  qui  font  partie  de  la  bordure  de  13,  ainsi  que  5 
et  9,  qui  entrent  dans  celle  de  9;  on  y  ajoutera  8  et  10,  qui 
serrent  à  composer  celle  de  15;  et  ainsi  de  suite  :  efEiçant 
les  nombres  mb  à  part,  lorsqu'on  y  sera  arrivé;  et  l'on 
trouvera  pour  reste  1,  11,  13,  15, 16, 19,  28,  29,  qui  n'ont 
point  été  employés. 

Ces  8  différences  en  donnent  G  impaires  et  2  paires  : 
donc  il  y  aura  12  nombres  pairs  et  4  impairs. 

Soient  les  angles  d'espèce  différente  :  il  restera  iO  pairs 
et  2  impairs ,  et  il  faut  que  les  3  nombres  intermédiaires 
donnent  une  somme  paire,  ce  qui  est  impossible , puisqu'on 
n'a  plus  que  2  impairs ,  et  qu'il  y  en  aurait  un  seul  dans 
Tune  des  lignes. 

Si  les  angles  sont  tous  deux  impairs,  les  lignes  seraient 
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toutes  paires,  ce  qui  est  encore  absurde,  puisqu'elles 
doireiil  être  impaires. 

Soient  enfin  les  angles  pairs  :  il  y  aura  un  impair  dans 
cbaque  ligne  ^  et  la  condition  sera  remplie.  H  Êiut  donc 
que  les  différences  des  angles  soient  impaires,  pour  que  les 
nombres  correspondans  soient  pairs.  Il  n'y  a  que  la  der- 
niàre  bordure  à  construire,  qui  exige  cette  recherche  de 
la  nature  des  angles. 

On  est  donc  anÎTë  avec  rapidité  à  Cadre  7  bordures,  et 
l'on  a  éfité  le  tableau  des  différences ,  qui  aurait  été  com- 
pose de  1 44 ,  et  de  1 44  nombres  correspondans ,  ainsi  que 
de  leurs  144 complémens;  tandis  qu'on  n'a  misa  part  que 
qudques  différences  pour  arriver  à  la  dernière  bordure. 

En  supposant  les  angles  fixes  pour  chaque  bordure,  et 
les  nombres  intermédiaires  tels  qu'ils  ont  été  chobis,  on 
n'aurait  pas  moins  les  combinaisons  suÎTantes*  Gomme 
tous  les  nombres  entre  les  angles  peuvent  se  placer  à  vo- 
lonté ,  soit  en  horizontale ,  soit  en  verticale ,  la  bordure 
de  5  donnerait  (1, 2,  3)*;  celle  de  7,  (1, 2. . .  7)»;  celle  de 
9,  (1, 2. . .  9)*5  ceUo  de  11,  (1,2. . .  1 1)*5  ceUe  de  13,  (  1, 
2. . .  13)*;  cefle  de  15,  (1,  2. . .  15)%  enfin  ccUe  de  17, 
(1,  2,  3. ..  17)*.  Toutes  ces  combinaisons  doivent  être 
multipliées  les  unes  par  les  autres;  et ,  comme  chacune 
peut  avoir  8  positions,  ainsi  que  le  carré  de  9,  il  &u- 
dndt  encore  multiplier  le  produit  par  8^,  ou  seulement  par 
8^,  en  ne  comprenant  pas  les  8  positions  de  la  bordure  de 
17.  Ainsi,  pour  le  seul  cas  que  Ton  considère,  tout  restant 
fixe,  et  ne  faisant  varier,  dans  le  système  chobi,  que  les 
nombres  intermédiaires  de  chaque  bordure,  il  viendrait  le 
produit  énorme  {  (1, 2,  3)CI, 2. . .  5)(1, 2. . .  7)(1,2. . .  9) 
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ilCmdniit     ^ 


(1,  2. . .  Il)  (t,  2. . .  13)  (1,  2. . .  15)  (1,  2  . . 

mais  il  y  a  des  millions  de  systèmes  différens  : 

donc  multiplier  le  produit  ci-dessus  par  le  nombre  des 

systèmes. 

n  faudrait  un  calcul  considérable  pour  obtenir  ce 
nombre  dé  systèmes.  U  y  aurait  à  rechercher,  tous  les 
carrés  centraux  qu'on  peut  former  avec  les  288  nombres 
du  carré  de  17  (moyen  non  compris),  ou  plutôt  ayec  1U 
nombres ,  puisque  la  3s  progression  de  ce  carré  central 
se  compose  des  complémens  de  la  ij^^  et  que  h  progres- 
sion du  milieu  comprend  un  nombre  et  son  complément* 
Ce  nombre  de  carrés  centraux  se  trouve  Êicilement. 

Si  la  différence  des  progressions  est  1,  on  aura  141 
carrés  centraux;  et  le  dernier  sera  141, 142,  14S. . .  144, 
145, 146...  147, 148,  M9. 

Si  la  différence  est  2,  il  en  viendra  137;  le  dernier  est 
137, 139, 141. . .  143, 145,  147,  jusqu'à  la  différence  36, 
qui  donnera  1,  37,  73. . .  109,  145,  181. 

Pour  chaque  différence  de  progression,  la  dernière  sera 
toujours  continue. 

On  voit  que  14 1*1 37*1 33. .'.  1,  forment  une  progression. 
Le  premier  terme  serait  1;  le  dernier,  1 4 1  ;  la  différence,  4; 

le  nombre  des  termes  =  — -j-  4- 1  =:l|fi  -j-  1  =36;  et  la 

somme  5=(1  + 141)18=142.18=2556  :  il  y  a  donc 
2556  carrés  centraux.  Cela  obtenu,  il  faudrait  calculer 
pour  chacun  les  combinaisons  d^une  bordure;  ensuite, 
avec  les  différences  restantes ,  une  autre  bordure ,  et  con- 
tinuer ainsi  jusqu'à  la  7.^;  passer  à  un  autre  carré  central, 
et  agir  de  nic^me.  On  voit  quelle  immense  quantité  decom- 
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UnaisonSy  et  qne  de  calculs  il  j  aurait  à  iaire.  Lorsqu'on 
aurait  obtenu  toutes  ces  combinaisons^  il  fiaudrait  en  mul- 
tîpËier  le  nombre  par  le  produit  obtenu  pour  un  seul  sys- 
tème. Mais  le  but  que  Ton  se  propose  est  toujours  rempli 
au  moyen  du  procédé  simple  et  expéditif  pour  obtenir 
telle  bordure  qu'on  Toudra. 

On  a  dit  qu'on  était  toujours  assuré  de  fidre  la  der- 
nière bordure ,  et  qu'il  j  avait  plusieurs  manières  de  com- 
poser les  angles  :  ainsi,  pour  le  carré  de  5  avec  bordure, 
supposition  faîte  que.  6  +  4 — 10  et  6— 4-— 2  soient  les 
horisontales  et  verticales  autour  du  moyen  1 3,  les  nombres 
oorrespondans  seront  7, 23, 9  et  7, 15, 17;  les  complémens 
de  7, 15,  23  sont  19, 11,  3  :  les  progressions  sont  donc 
3.7. 11. ...9. 13. 17.. ..15.19.23. 

n  reste  les  différences  1,  3, 5, 7,  8,  9,  11,  12.  Puisque 
le  carré  central  est  composé  d'impairs ,  les  angles  de  la 
bordure  seront  pairs,  et  par  conséquent  les  différences 
impaires. 

Soitla1.»^ehorizontale,àfanlaisie,12  +  9— 11— 7— 3. 
€k>mparant  ces  différences  2  à  2,  en  changeant  l'un  des 
signes ,  et  ne  prenant  que  les  impairs.  Ton  aura  9+11  = 
20...9+7=16...9+3=12....11— 7=4.-..1l— . 
3=8. ...  7 — 3=4  ;  les  différences  restantes  sont  1,  5, 8, 
qui  donnent  1 +5 +8=14 ...  8— 1—5=2. ..  8  + 1  — 
5=4. ...8  +  5  — 1=12:  d'où  il  résulte  trois  verticales 
pour  l'horizontale  chobic  ;  et  les  lignes  seront  : 

HORIZONTiLB.  VBRTICALB. 

9+12—11—  7—  3  9—8—5  +  1+  3 

—3  +  12+  9—11—  7         —3-8-1+5+  7 
—7+12+  9—  3—11         —7-8-1+5+11 
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Les  angles  de  la  1 J^  horizontale  sont  les  première 
dernières  différences ,  ainsi  que  ceux  de  la  1 S^  rertic 
Les  différences  communes  sont  les  premières. 

Dans  la  nomenclature  des  bordures  de  5  données 
leurs  on  déterminait  la  dernière  horisontale;  ici 
s'occupe  de  la  1 J^ 

En  composant  autrement  l'horizontale ,  on  aura  d'av 
verticales  ;  il  faut  seulement  laire  attention  de  ne  pas  c 
poser  l'horizontale  par  tous  les  complémens  d'une  pn 
dente  formation  :  car  ce  ne  serait  qu'un  changement 
position ,  et  l'on  aurait  la  dernière  horizontale  et  la  ^ 
nière  yerticale  :  il  &ut  donc  qu'il  j  ait  nécessûren 
quelque  changement  parmi  les  différences  de  l'horizon! 
comme  9  +  11 — 8 — 7 — 5,  etc.  On  changerait  le  cî 
central  9  et  l'on  obtiendrait  encore  de  nouTelles  cou 
naisons.  L'on  n'a  eu  d'autre  dessein ,  en  faisant  Fana 
précédente ,  que  de  faire  voir  avec  quelle  promptitude 
parvenait  à  former  la  bordure  la  plus  défavorable. 

CHAPITRE   II. 

LE    CÀRai    CENTRAL    À    SA    RACINE    COMPOSiE. 

Lorsque  le  carré  central  a  sa  racine  composée  de  i 
leurs ,  on  peut  distribuer  ce  carré  en  compartimens. 

ARTICLE   PREMIER. 

CARRÉ  DE  13  AVEC  DEUX  BORDURES. 

On  peut  faire  ce  carré  sans  employer  les  différences, 
général ,  lorsqu'on  prend  de  petits  nombres  pour  les  an£ 
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(  et  Ton  peut  toiiioiirs  partir  de  cette  supposition) ,  il  j  aura 

deux  grands  nombres  de  plus  en  yerticale  qu^en  horizon^ 

taie,  n  s'agit  ici  de  la  dernière  horizontale,  et  ses  angles 

c^omplémens  de  ceux  de  la  1.^®  horizontale  n'entrent  pas 

C3SI  compte;  de  plus,  si  h  désigne  le  rang  de  la  bordure , 

ITborizontale  aura  A—  1  grands  nombres ,  et  la  yerticale 

-f- 1.  La  bordure  de  5  fait  exception. 

S<nént  pris  les  2iï  premiers  nombres  et  leurs  comjdé- 

ens,  pour  la  bordure  de  13;  et  soient  )  \  les 

(  i6<l  loo  j 

, savoir  :  A,  6,  de  lai. re horizontale, et  164, 166,  leurs 

iplémens,  de  la  dernière  horizontale  :  la  verticale  aura 

,  164  pour  les  siens.  Chaque  ligne  valant  85*13  =  1105, 

ndson  du  terme  moyen  85;  il  iaut  encore  775  en  hori-* 

^<>iilale  et  937  en  verticale  :  car  164  +  166=330,  et 

^105—330=775;  de  même,  164  +  4=168, et  1105  — 

1  68=937  :  on  formera  donc  la  verticale  par  6  grands 

iiombres  et  5  petits,  car  la  bordure  de  13  est  la  5.^;  et 

l'horizontale  par  4.  Soit  donc  la  verticale  1,  3,  5,  7,  8, 

147,  148,  152, 153,  156,  157  (on  aurait  pu  en  choisir 

d'autres  à  volonté  )  :  il  reste  pour  l'horizontale 

2  9  10  11  12  15  16  19  20  21  24 
168  161  160  159  158  155  154  151  150  149  146 
Qu'on  ait  pris  les  4  grands  155, 158, 159, 160=632:  il 
faut  encore  1 43  pour  faire  775  ;  or,  les  petits  nombres  res- 
tons ne  donnant  que  111 ,  il  manque  82,  dont  la  moitié 
est  16.  Il  faut  donc  augmenter  un  ou  plusieurs  grands 
nombres ,  de  manière  que  cette  augmentation  soit  égale  à 
16;  or  161+168=329  surpasse  de  16  les  nombres 
155  +  158=3l3:on  peut  donc  prendre  pour  les  4grands 
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nombres  159, 160 J 61 ,  168=648;  les  petits  restans,  12, 
15,16,19,20,21,  24=127;  et  127  +  648=775.  On 
agira  de  même  dans  tous  les  autres  cas. 

La  bordure  de  1 1  a  été  faite  avec  les  20  nombres  sin- 
Yanl  les  24  premiers  et  leurs  complémens ,  d'après  le 
principe  ci- dessus  {figure  32,  planche  Y).  Le  cairé 
central  de  9  est  à  compartimens  ;  mais  il  &ut  conTenir 
que  la  manière  dont  les  deux  bordures  ont  été  constroiles 
est  très-circonscrite ,  puisqu'elle  suppose  qu'on  emploie 
les  premiers  nombres  pour  la  dernière  bordure ,  la  plus 
extérieure,  les  suiyans  pour  l'avant -dernière,  el  ainsi  de 
suite. 

On  Terra  {figure  33,  planche  Y)  le  même  carré  de 
1 3  formé  au  moyen  des  différences ,  et  ayec  le  même 
carré  central.  On  a  toujours  employé  les  44  premiers  nom- 
bres pour  les  deux  bordures;  mais  on  no  s'est  pas  astreint 
à  ne  mettre  que  les  24  premiers  dans  la  bordure  de  13, 
et  les  20  suirans  dans  celle  de  11. 

Les  différences,  pour  celle  de  13,  sont 

—76— 75— 74— 60— 4 1 J 

78-77+69+ 70+71+^+73-63> 
_64_65_66_48-50. f        Tenu»» 

Les  différences,  pour  la  bordure  de  11,  sont 

62-49+59+61  +  68+67-^7-52)  ^^, 

-^5—56—58 \       nonwnwic 

62+49+51+54+57—42—43-44 


^5-46-53.  '^•''  ""*•""'*• 


} 
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ARTICLE   IL 

caeeA  de  15. 

U  est  moins  Êicile  de  construire  les  bordures  des  nom- 
bres dont  la  racine  est  on  produit,  que  celles  des  nombres 
qui  ont  pour  racine  des  nombres  premiers  ;  mais ,  au  moy^n 
des  £fférences,  les  difficultés  disparaissent.  Le  carré  cen« 
tnd  comprend  les  81  nombres  du  milieu,  et  se  trouve  di- 
TÎflé  en  9  carrés  de  9  cases.  Le  carré  de  15  étant  225,  le 
moyen  est  113.  Chaque  ligne  yaut  113*  15=1696  :  la  3.« 
bordure  a  été  faite  avec  les  28  premiers  nombres  et  leurs 
complémens;  la  2.^  par  les  24  suivans  et  complémens;  en- 
fin la  1.'^  par  les  20  nombres  qui  suivent  les  42  premiers. 
Pour  cette  3.^  bordure  il  &ut  à  lliorisontale  5  grands 
mnnbres ,  et  7  à  la  verticale ,  en  supposant  2  petits  aux 
ang^  de  la  iJ^  horizontale,  et  non  compris  leurs  com- 
plémens. Ayant  choisi  4,  6  pour  ces  petits  nombres,  il 
faut  encore  1253  à  la  dernière  horizontale  :  car  4  et  6  ont 
pour  complémens  222  et  220=14425  or  442+1253=1695. 
Il  &ul  encore  à  la  verticale  1471 ,  puisque  4+220 — 324, 
et  que  1471  +  224  =  1695.  On  a  ensuite  choisi  32  et  34 
pour  les  angles  de  la  2.^  bordure ,  et  55, 57  pour  ceux  de 
la  l.w^,  et  Ton  a  eu  le  carré  (yîgwrc  34,  planche  YIH). 
On  se  dispense  de  donner  les  détails  de  la  formation;  la 
figure  suffira  pour  les  saisir. 

ARTICLE  IIL 

CARRÉ   DB    17. 

Le  carré  de  1 7  avec  une  seule  bordure ,  et  carré  cen- 


TOM.    I. 
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Irai  de  15,  se  ironye  {figure  35,  planche  IX).  Le  carré 
central  est  lui-même  composé  de  9  carrés  de  25  cases; 
la  bordure  a  été  construite  avec  les  32  premiers  nombres 
et  leurs  complémens.  Quant  aux  carrés  partieb,  on  en  a 
fait  quatre  avec  bordure.  Les  9  carrés  ont  été  dbtribnés 
parla  méthode  expéditive  ;  les  carrés  partiels  à  bordure  ont 
eir  pour  carré  central  celui  de  3  formé  soit  avec  une  seule , 
soit  avec  trois  progressions.  Chacun  de  ces  carrés  de  25 
cases  comprend  25  nombres  qui  se  suivent,  et  en  cons^ 
quence  ces  carrés  peuyent  être  considérés  comme  de 
simples  nombres.  U  est  inutile  de  (aire  obsenrer  qae  le 
moyen  fait  partie  du  carré  partiel  central ,  mais  n'est  pas 
nécessairement  au  centre  de  ce  carré. 

On  aurait  pu  faire  4  bordures  et  9  carrés  de  9  cases. 

On  s'est  dbpensé  de  donner  les  détaib^  soit  par  la  mé- 
thode ordinaire ,  soit  par  celle  bien  plus  simple  des  diffé- 
rences ,  remarquant  cependant  que  17  est  la  7.^  bordure 
du  carré  de  3 ,  et  qu'il  faut  en  conséquence  6  grands 
nombres  à  la  dernière  horizqntale,  et  8  à  la  l.re  verticale, 
non  compris  les  complémens  des  2  petits ,  qu'on  suppose 
toujours  à  la  1.1^®  horizontale  pour  ses  angles. 

Ayant  choisi  3  et  5  pour  ces  angles ,  il  faut  encore  1893 
à  la  dernière  horizontale,  et  2177  en  verticale  :  car  le 
moyen  est  145  ;  un  couple ,  290, 

Puisqu'on  a  pris  les  32  premiers  et  les  32  derniers  nom- 
bres pour  la  bordure,  le  l.er  nombre  du  l.'*'  carré  partiel 
est  33 ,  et  le  dernier  57. 

Ainsi  l.er  carré  partiel 33 57 

2.e     _       —    58. ...   82 

3.^     —       —    83....  107 
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Ed  général  le  «.e  carré  partiel  aura  pour  f .»  aombre 
33  +  (n  —  1  )  25,  et  pour  dernier  32-1-25it  :  ainsi,  le  l.er 
carié  supérieur  de  gauche  étant  le  8.®  carré  d'ajurès  la 
méthode  expéditive ,  le  plus  petit  nombre  qui  en  fera  par- 
tie serait  208,  et  le  plus  grand  232. 

Pour  abréger,  on  soustrairait  207  de  chacun  de  ces 
nombres  208 ,  232,  ce  qui  se  réduirait  à  prendre  la  série 
natnrdle  de  1  à  25.  On  a  choisi  les  progressions  7  •8*9. .  • 
12»1S«14. . .  17«18«19;  ce  qui  a  donné  le  carré  simple, 
et ,  en  ajoutant  207,  le  carré  conyenable. 

^f^'i  12  19    8  ««-«•«*»«•)  2Î9  ^^ 

ÂTOC  les  nombres  simples  rcstans  on  a  formé  le  tableau 
ordinaire  des  différences  : 

1+12-25  5  +  8  —  21 

2  +  11—  2/11  6  +  7  —  20 

3+tO  — 23  10  +  3-16 

a+    9  —  22  11  +2—15 

Ayant  mis  11  et  9  aux  angleà  de  la  l.re  horisontale,  et 
l'ayant  construite  par  11  +9—3  —  7 — 10, et  la  verticale 
par  11 — 9+8  +  2 — 12,  il  est  Tenu,  en  substituant  les 
nombres  aux  différences ,  2, 16, 20,  23,  4  pour  l'horiion- 
taie ,  et  2,  5, 1 1 ,  25,  22  en  verticale;  et ,  en  ajoutant  207  à 
chaque  nombre,  l'horizontale  est  devenue  209, 223,  227, 
230, 21 1  j  et  la  verticale,  209,  212,  218,  232,  229. 

Lé  nombre  à  ajouter  est  toujours  le  plus  grand  du  carré 
précédent,  ou  le  plus  petit  de  ceux  du  carré  dont  on 
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s'occupe,  diminué  d'une  unité.  Ici  le  plus  petit  est  20B: 
donc  208 —  I  =207  est  le  nombre  à  ajouter. 

Onaagi  de  même  pour  le  carré  inférieur  de  droite, le- 
quel est  le  second.  On  a  chobi  les  mêmes  progressioM 
simples  pour  le  carré  central;  on  a  ajouté  ensuite  58— •!= 
57  à  tous  les  nombres  de  ce  carré  central  et  de  la  bordure 
de  5. 

Les  deux  autres  carrés  à  bordure  ont  le  carré  cealnl 
formé  par  une  seule  progression. 

Le  carré  du  milieu ,  à  gauche ,  a  été  construit  an  mojm 
des  tableaux 

^(12453  ./10  15  2005 

2124531  si     5  10  15  200 

|<45312  s{    05  10  15  20 

^153124  r/2005  10  15 

'^(312/»5  ^\15  2005  10 

Ajoutant  : 

Il  17  24    5    8 

7  14  20  23    1 

4  10  13  16  22 
25  3  6  12  19 
18  21     2    9  15 

Ajoutant  à  chaque  terme  du  carré  simple  ci-Jessus,  1e^ 
quel  est  le  3/',  le  nombre  83 — 1=82,  on  a  lecairé  de 
la  (igure. 

Cette  figure  indique  assez  la  marche  suiTie  pour  chaque 
carré  partiel. 

U  est  Êicilc  de  connaître  laTaleur  de  chaque  ligne  d^m 
carré  partiel  :  il  faut  ajouter  les  deux  nombres  extrêmes. 
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c'est  le  couple  de  ce  carré;  multipliant  le  demi- couple 
par  5,  on  obtiendra  la  valeur  cherchée»  Ainsi  le  1.^  can^, 
qm  est  celui  du  milieu  supérieur,  ayant  33  et  57  pour  ses 
nombres  extrêmes,  leur  somme  90  donne  45 pour  demi- 
couple,  et  5*  45=225  est  la  râleur  de  chaque  ligne  de 
ce  1.*''  carré. 

Les  autres  couples  augmentent  de  2  •  25 =50  par  chaque 
carré,oude25  par  demi-couple; mais  5«25=  125:  donc 
chaque  ligne  du  2«®  carré  vaudra  225 +  125=350; et, 
en  généra],  un  carré  qui  sera  le  ru%  aura  pour  valeur 
de  chacune  de  ces  lignes  225  -l-C  '^—  ^  )  125* 

liOrsqu'il  y  aura  bordure,  chaque  carré  central  n'aura 
que  les  J  de  la  valeur  d'une  ligne  de  ce  carré  partiel;  et 
ces  f  sont  exprimés  par  135  +  («—1  )75. 

ARTICLE  ly. 

CONSIDiaATIONS   SUE    LB   GAREi   DB  9   AVEC   BOEBUEBS* 

Gomme  9  est  le  premier  carré  impair,  il  a  paru  convenable 
d'examiner  en  détail  les  différentes  manières  de  le  former, 
soit  simple,  soit  à  compartimens,  soit  avec  bordures* 

On  a  vu  quelles  recherches  il  fallait  Êdre  pour  obtenir 
les  combinaisons  du  carré  simple  de  9* 

On  a  aussi  trouvé  que  pour  les  combinaisons  à  compar- 
timens l'on  obtenait  6  •  8^^  et  seulement  6  •  8*  pour  les 
combinaisons  réellement  différentes. 

U  s'agit  ici  de  rechercher  celles  qui  ont  lieu  en  cas  de 
bordures. 

Soit  d'abord  une  seule  bordure ,  et  le  carré  central  de 
7.  Ce  dernier  carré  est  toujours  composé  de  7  progressions  : 
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car,  dans  le  cas  même  oii  il  n'j  en  a  quWe  seule,  on  peni 
la  considérer  comme  composée  de  7  autres.  Parmi  ces  7 
progressions  les  3  dernières ,  comprenant  les  complémens 
des  3  premières,  ne  sont  pas  à  considérer,  puisijue,  celles- 
ci  connues,  les  autres  le  sont  également  Yienl  ensuite  la 
progression  centrale,  qui  contient  le  moyen,  et  dont  les  3 
derniers  termes  sont  {lussi  complémens  des  3  premiers. 

Ces  progressions  doivent  toujours  être  tefles  que  les 
termes  aient  dans  tontes  la  même  différence,  et^  de  plusi 
que  l'interralle  entre  elles  soit  le  même* 

D'après  cela,  soit  a  le  premier  terme  de  h  l.i^  pro- 
gression y  h  le  premier  terme  de  la  2.^,  c  le  premier  terme 
de  la  3.® ,  et  enfin  p  le  premier  terme  de  la  centrale  :  on 

aura  h^^a^^c^'hmp'^c:  d*oii  i=t^iltl£. ,  ^=?!:^  = 

^^ — .  Ces  valeurs  de  6  et  de  c  doivent  être  entières. 

Le  dernier  terme  de  chaque  progression  est  a  -}-  Qd* .  • 
h  -\-  Gd, . .  c  +6c?. . .  p  -|-  Gd;  <£  estla  différence  des  termes. 
U  faut  que  c-^-Gd  soit  <  4 1,  moyen  terme ,  et,  à  fortiori, 
les  derniers  termes  des  autres  progressions  seront  plus 
petits  que  ce  moyen.  H  faut  de  plus  que  C'\'Gd  ne  soit  pas 
égal  à  l'un  des  termes  de  la  progression  centrale. 

U  sera  facile  maintenant  de  reconnaître  quelles  pro- 
gressions l'on  peut  prendre  pour  le  carré  de  7  sur  les  81 
nombres  dont  se  compose  le  carré  de  9. 

Soit  <£=  I  :  la  progression  centrale  sera  38 •39* 40 •41  • 
42-M.44...p=38...  2^=76. 
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Si«=1  y  c=^y  nombre  fractionnaire. 
az=2. . .  c:=26. . .  ft=:14;et  comme  e  +  6=32<41, 

et  mAme  </9,  il  y  a  progressions. 
11= S  et  a =4  donnent  c  fractionnaire. 
ifsS...  c=27...  i=16...  c+6=33</||:donc 

progressions. 
a=6=7. .  •  c  fractionnaire* 

a=8...c=28.  ..t=l8.  ..c-|-6=34<38  :  ainsi 
progression. 

ifr=9  et  a=10  donnent  c  fractionnaire. 

asl1...c=29.  ..6=20...c  +  6=35>i)1;  et  l'on 
a  progressions. 

tf=  12=13. . .  c  fractionnaire. 

11=14... c=30....J=22...c+6=36<41  :  ainsi 

progressions. 
a=;  15=16. . .  c  fractionnaire. 
fl=17. . .  c=3l. . .  t=24 . . .  c+  6=  37  <  38  :  donc 

progressions. 
â=  18=19. . .  c  fractionnaire. 

tf=20...c=32...fc=26...c  +  6=38=p  :  donc 
point  de  progression. 

Et  comme  la  progression  centrale  n'a  qne  l'unité  pour 
différence ,  il  est  clair  qu^I  ne  but  pas  aOer  plus  loin , 
puisque  e  serait  Fun  des  termes  de  cette  progression  :  Ton 
a  donc  /en  tout ,  pour  «{=  1 ,  six  progressions,  ou  plut6t 
six  systèmes  de  progressions (6) 

Soit  £f=2  :  comme  pz=zfi\^My  il  sera  ici  35 ,  et 
2p=70. 

Mais  £1=1=3=4=6=7=9=10=12=13  =  15 
=16,  donnent  des  fractions  pour  c;  et  par  conséquent  il 


i  I 

il 
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HT  a  point  de  progression  pour  ces  suppositions.  La 
cnitnile  est  35.37*d9«4|.43-â5-47. 

«=2. . .  c=^îi^. . .  b=^-^  :  donc  c=21l. . .  6= 

13.  ..c  +  (W=36<41,  mais>p;  or  36  est  pair,  et  la 
progression  centrale  a  tous  ses  termes  impairs  :  il  y  aura 
donc  progressions. 

a=5..-c=25...6z=15...c  +  12=37</ll5maîs37 
est  un  terme  de  la  progression  centrale  :  ainsi  point  de 
progression. 

^  a=i8. . .  c==:26.  .,h=t7...c+  12=38  <4I,  et  pair: 
donc  progressions. 

a=11. . .  c=:27. . .  ^  =  19. . .  r  +  12=39,tenne  de  la 
progression  centrale  :  donc  point  de  progression. 

d=14. . .  c=28. . .  6=21. .  .c  +  12=a0</!ll  et  pair: 
donc  progression. 

a  =  17. . .  c=29. . .  6=23. .  .c+  12=  Il I  :  donc  point 
de  progression. 

Ainsi  Ton  aura ,  pour  d-=2^  trois  systèmes  de  progres- 
sions  (3) 

Soit  maintenant  d= 3  :  progression  centrale,  32  •  35  •  38« 
41  •  44  •  /Ï7 .  50.  ..^=32...  2p=6.4. 

11=1 . . .  c  =  ^,  fractionnaire  :  ainsi  point  de  progression. 

a=2. .  .c=22. .  .6=12. .  .c  +  6d=c  +  18=40</li1; 
et,  comme  40  tombe  entre  deux  termes  de  la  progression 
centrale ,  il  y  a  progressions,  qui  seront  2« 5  •  8  •  1 1  •  1 4  •  17» 
20...  12.15.18. 21-24.27.30...  22.25.28. 31-34 .37.40. 

a=3=4  ne  donne  rien. 

a^5« . .  r=23. . .  c  +  6^=41  =le  moyen  :  ainsi  point 
de  combinaison. 


L 
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n  est  inutile  d'aller  plus  loin  :  car  c  -f-  But  serait  tou- 
jours plus  grand  que  41  :  donc (1) 

Si  ^=4. . . .  p=2S. . . .  2p=558^  progression  centrale  : 
29*33-37.41«45.ft9*53. 

a=1  ne  donne  rien  :  car  c  est  fractionnaire* 

a=2,..c=20. . .  c-^-Sdzrzim^lki  :  il  n'y  a  plus  de 
progression  :  donc,  en  tout,  10  systèmes  pour  le  carré 
de  7  aTCC  49  nombres  parmi  les  81  premiers  y  lorsque  9  a 
une  bordure. 

Venant  à  un  exemple  :  soient  les  progressions  8*10* 
12.14. 16-18-20. . .  .17.19.21  •23.25.27.29. . .  .26*28. 
30*32.34.36.38. .  .^.37.39-il1 .43.4547. . .  .M.46. 
«8*50.52.54.56. . .  Ji3.55.57.59.6l  .63.65. . .  .62«64. 
66.68.70.72-74. 

Gomme  la  différence  de  17à8=:9y  le  tableau  des 
multiples  sera  celui  des  multiples  de  9,  et  l'on  peut  fidre  à 
TOlonté  les  tableaux: 

^  rl4  16    8  20  18  10  12   ^  r  9  36    0  18  54  27  45 
§1  8  20  18  10  12  14  16   §127  45    9  36    0  18  54 
î!\18  10  12  14  16    8  20   i!  \I8  54  27  45    9  36    0 
i  (  elc.  ^  (  etc. 

Ces  tableaux  sont,  comme  on  Toit^  arrangés  à  iantaisie, 
savoir  :  le  premier,  ayec  la  première  progression  ;  le  second, 
avec  les  multiples  de  9.  La  seule  attention  est  de  ne  pas 
commencer  la  2.c  Ugno  par  un  nombre  de  la  l.i^®  ayant 
même  rang  dans  les  deux  tableaux. 

Gomme  il  reste  20  impairs  et  12  pairs ,  les  an^es  seront 
tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Soient  3,  5  les 
angles  :  la  dernière  horizontale  doit  avoir  encore  213,  et  la 
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i.^  verticale  289.  Si  l'on  prend  4  grands  nombres  51 ,  60, 
69, 78=: 258,  il  manque  31  ;  U  reste  %  7,  40=49;  Texcès 
est  18,  dont  la  moitié=9;on  peut  substituer  42,  complu 
ment  de 40,  à  51,  et  l'on  aura  en  verticale  2, 7, 31^  42, 60, 
69 ,  78;  le  nombre  31  est  complément  de  51.  La  dernière 
borisontale  avait  été  construite  par  1 , 6, 1 1 , 1 5,  49, 58, 73. 
On  verra  le  carré  résultant  (/%.  36,  planche  IX). 

n  faudrait  maintenant  multiplier  363,916,800,  qui  est 
le  nombre  de  carrés  de  7  sans  bordure,  par  le  nombre  de 
combinaisons  des  bordures  pour  les  dix  systèmes  de  pro- 
gressions ci^essus;  et  de  plus  par  (1, 2,  3. . . .  Tf,  qui  est 
le  nombre  de  combinaisons  des  7  nombres  interméffiaîres 
entre  les  angles,  en  horizontale  et  en  verticale.  On  ne  mul- 
tiplie pas  par  8 ,  parce  qu'il  n'y  a  qu'une  bordure,  et  qa*€B 
fait  abstraction  des  8  positions  du  carré  total.  Soit  done  M 
le  nombre  de  bordures  pour  un  des  systèmes;  N  celui  des 
bordures  pour  un  autre  système;  0  pour  un  i»%  etc.  t  en 
tout  10  lettres  pour  les  10  systèmes;  la  somme  totale  sera 
363,916,800  (1 ,  2. ....  7)*  (M4-N4-O+P4-Q+R+S+ 
T-l-U-fV)»  et  si  l'on  désigne  par  X  cette  dernière  pa- 
renthèse ,  il  viendra  9,244,068,986,880,000X  :  resterait 
à  chercher  M ,  N,  etc.,  par  la  méthode  indiquée  à  la  bor- 
dure de  9 ,  et  par  suite  X. 

Si  7  a  lui-même  une  bordure ,  il  &ut ,  sur  les  81  nombres , 
connaître  toutes  les  progressions  qui  peuvent  donner  le 
carré  de  5.  Yoici  les  formules  dont  on  a  besoin  :  soit  a  le 
premier  terme  de  la  iJ^  progression;  b  le  premier  terme 
de  la  2.<',  et  p  celui  de  la  progression  centrale  :  il  fiiut  que 
h — a=p-^b;  d'où  fc=:  cjî.  Or  p  est  toujours  connu 
d'après  la  différence  d  des  progressions;  et,  comme  b  est 
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ibnctioii  de  a  et  de  p»  il  n'y  aura  que  a  qui  puisse  Tarier 
pour  une  même  différence.  H  faut  de  plus  que  b'\'id 
soit  ^  ftl,  terme  moyen ,  et  ne  soit  pas  égal  à  un  terme  de 
la  progression  centrale,  p  est  égal  à  41  ^^^d. 

Soit  d^abord  d=ii  :  alors  p=39;  la  progression  centrale 
est  39 •  40*41  •  42- 43. 

ii:=i1 .. . .  b=z20  :  donc  progressions. 

On  ne  pourra  supposer  a  pair  :  car,  puisque  p  est  impair, 
^  serait  fractionnaire  9  et  b  doit  être  entier. 

if=:3. . . .  ^=21  donnent  progressions;  on  en  trourera 
aussi  pour  a=5=7=9=11=:13=15=:17=19=21z=: 
2ï=25c=27=:  29  ;  pour  n-H29  on  a  2r=34 ,  et  b+4<{=88. 

tff=S1 ^=35,  et6-f4^=39=:rundes  termes  de 

U  progression  centrale;  et,  comme  la  différence  de  cette 
progression  est  Tunité,  il  n'y  a  plus  de  combinaison  pour 
d:=A.  Cette  supposition  fournit  donc  en  tout  15  systèmes , 
cL (15) 

Soit  d=2,  ce  qui  donne  p=37. .  • .  b=:i^. . . .  b+Hd^: 
6-l-8<41. ...  a  ne  peut  être  pair.  Les  suppositions  a= 
1==3=5c=7=5=l1=13=:15=17=19  donnent  progres- 
sions. La  dernière  aura  2c=2S,  et  28+8c=36<41.  La  pro- 
gression centrale  est  37«39«41  •43*45. 

Si  a  =21 6=29 b  +  4£{=29+8=;S7,  qui  est 

un  terme  de  la  progression  centrale  :  ainsi  point  de  combi- 
naison. 

tf=23 i=30 *+8=:38<4l ,  et  pair;  or  les 

termes  de  la  progression  centrale  sont  tous  impairs  :  on  ne 
tombe  donc  sur  aucun  d^cux,  et  il  y  a  progressions* 

a=:25 b:=:d\ 64-8=39,  qui  appartient  à  la 

progression  centrale. 
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a=21 fc=32.. . . .  fc+8 =40<41 ,  et  pair  :  don 

progressions. 

On  ne  peut  supposer  £i^27  :  car  ft-f  8  serait  =!ao>ll 
il  ne  peut  plus  j  ayoir  de  système  pour  £{=s2:  onnr 
donc  en  tout,  pour  ce  cas,  12  systèmes (12 

Soit  rf=3. . . .  p  =  35 ^  =  5^ 6-f  W=*+l! 

^41 a  ne  peut  être  pair  dans  aucune  suppositioi 

de  d  :  car  s'il  était  pair,  comme  p  est  toujoon  impûi 
puisqu'il  est  41^-2^,  on  aurait  ^  fractionnaire,  altendi 
que  p-^-a  serait  impair* 

La  progression  centrale  est  35*38«41«M*t7« 

a=l=:3=5=7=^  donnent  progressions.  Ladermbt 
supposition  aura  6=22. . . .  6-}-12= 34^35. 

a=li 6=23. . . .  6+12=33  :  donc  point  de  pra 

gression. 

£1=13 6=24. . . .  6+12=36,  qui  ne  fisiitpas  parti 

de  la  progression  centrale  :  donc  système. 

a=15. ..  •  6=25. . .  •  6+12=37;  ainsi  il  y  a  profres 
sion  :  car  37  et  le  terme  précédent  34  ne  font  point  parti 
de  la  progression  centrale. 

a=17 6=26. ...  6+ 12=38  :  donc  prâa  de  sys 

tème  de  progressions. 

a=\9. . . .  6=27. . .  •  6+12-=:39:  donc  promettions. 

a=d21.. . .  6=28. ..  .6+12=40:  ainsi  progressons. 

On  ne  peut  plus  fSûre  de  supposition  pour  a  avec  I 
différence  3.  Ainsi  dans  ce  cas  il  rient  en  tout  9  sy: 
lèmes •  (I 


Soit  d=%, . . .  ^=33.. . .  6=i^. . . .  6+4^=6+1 
<4I. . . .  progression  centrale,  33,  37, 41,  45,  49. 
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If  =tl. .'.  bzs:i7.  •  •  b-\'iQi^33=:p:  donc  point  de  sys- 
tème* 

atz^Z...  b=:\8....  18+16=^:34,  nombre  pair  <41  : 
donc  progressions. 

a=i5  et  a=:7  donnent  aussi  progressions^ 

A=:9«  ••  {»=2I.. .  21  -|-16=:  37  :  donc  point  de  système. 

a=:11. .  •  fr=22...22-|-16=:38  :  ainsi  progressions. 

a=:13...  6=23..*23+16=39,  il  progression. 

assis».  •  6=24.. •2ft4''6= 40:  ainsi  progressions. 

Il  n^  a  plus  de  système  pour  -a^iS  et  J=:4  :  en  tout, 
pour  cette  supposition  de  d « (6) 

Venant  à  d^=z5.. ..  p  =  ^...  ,b=siip, . ..  b-\-lid^=. 
H-20<41 Progression  centrale,  31  •  36* 41r*46-51. 

«=;1. . . .  6=3l6. . . .  16-|- 20=36  :  donc  point  de  sys- 
tème. 

a=3. . . .  ^=:17. . .  •  17-}- 20=337,  et  progressions. 

a=5. .  • .  fr=:18. . . .  18-|'20=3B:  donc  progressions. 

a=7. . .  •  6=:19. . . .  19-|-20=39:  ainsi  progressions. 

as=:9. . . .  fr==:20. . . .  20-1-20=40 ,  et  progressions. 

a=:11 5=21 2I-|-20=41  :  donc  il  n'y  a  plus 

de  système  pour  £?=5  :  en  tout (4) 

rf=6....  p=29. ...  b  =  ^ 6+4ii=i-|-24 

<41 progression  centrale,  29*  35* 41  •  47 •  53. 

a=1. . . .  ^=15. . . .  15-1-24=39,  et  progressions. 

a=3 fr=16 16+24=40,  et  système  de  pro- 
gression. 

ii=;5. . . .  (=17. . . .  17+24=41  :  donc  plus  de  sys- 
tème pour  £?=6,  et  en  tout (2) 

d=7. . . .  p=27. . . .  6=^. . . .  fc+4rf=t+28<41.. . 
progression  centrale ,  27  •  34  •  4 1  •  48  •  55. 
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£i=:1. . . .  b=U. . . .  14+28=W>4I  :  donc  û  n*y'a 
plus  de  progression  y  et  l'on  obtient  en  tout  48  systèmes 
pour  le  carré  de  7  avec  bordures ,  et  carré  central  de  5. 
Or  le  carré  de  5  sans  bordure  se  combine  de  52,992  ma- 
nières :  ou  aura  donc  pour  ces  48  systèmes  48*52992 
combinaisons*  Maintenant  chaque  bordure  de  7  se  com- 
bine de  (1,  2,  S,  4 , 5)**  8.  On  met  ici  le  Êictenr  8,  parce 
qu'il  y  a  encore  4he  bordure.  Soit  maintenant  X'  le 
nombre  de  bordures  de  7  sur  les  56  nombres  restans  :  on 
aura  120*«8*X';  mais  chaque  bordure  de  9  se  combine  de 
(1, 2y  3«— 7)*  manières  pour  les  angles  fixes,  et  des  nombres 
déterminés=:5040*.  On  ne  multiplie  pas  ici  par  8,  parce 
que  ce  sont  les  dernières  bordures;  et  si  X"  est  le  nombre 
de  ces  bordures  do  9  sur  les  32  nombres  restans  après 
celles  de  7,  il  viendra  (5040)*«X"  :  donc  en  tout  8  •  48*12(F. 
5040*.52992«X'-X".  Resterait  à  calculer  X'etX";mms, 
quelque  considérable  ^e  soit  le  nombre  précédent,  il  fimt 
encore  examiner  les  cas  oh  5  aurait  lui--méme  bordure. 
U  s'agit  donc  de  connaître  d'abord  toutes  les  progressions 
qui,  sur  les  81  premiers  nombres,  pcuTent  couTonir  au 
carré  de  3. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  relever  une  erreur 
de  La  Ilire ,  qui  trouve  240'  combinaisons  pour  le  carré 
de  5  sans  bordure.  Cette  erreur  provient  de  ce  qu'il  a 
multiplié  les  deux  manières  de  composer  la  2.^  lîgno  du 
1.^>'  tableau,  par  les  deux  raxmières  de  composer  la  2.*^ 
ligne  du  2.^  tableau ,  ce  qui  n'est  pas ,  puisqu'un  tableau 
ne  peut  commencer  par  les  nombres  qui  tiennent  le  même 
rang  dans  la  1 J^  ligne  de  chaque  tableau  ;  de  plus  il  n'a 
pas  fait  altenlion  aux  diagonales  répétées.  Il  faut  donc  s'en 


1 
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tenir  au  calcul  qui  a  été  donné,  et  qui  est  52^992  combi- 
naisons. 

Berenant  au  carré  de  3  central , 

Soit  J=:la  différence  des  termes^  a  le  1.®'  terme  de  la 
l.ra  progression,  p  le  L^i*  de  la  progression  centrale  :  on 
aura  p=:41— «{;  il  &udra  aussi  que  a-}-^  ^^  ^41 1  et 
ne  soit  pas  compris  parmi  les  termes  de  la  progression 
centrale. 

dzzsi De  a=1  jusqu'à  £i  =  37  on  aura  37  sys- 
tèmes. Le  dernier  sera  la  progression  continue  37*38*39. .  • 
40  •  41  •  42. . . .  43 .  ft/H .  45. (37) 

4=22. ....  De  a=r:1  jusqu'à  a=:34  on  aura  34  sys- 
tèmes. La  progression  centrale  est  39*41  «43;  mais  a=:35 
domerait  35 •37*  39,  qui  ne  peul  convenir,  puisque  39 
fidt  partie  de  la  progression  centrale.  Au  contraire,  a=36 
donne  36  •  38  •  40^  et  il  y  a  progressions  :  donc  en  tout  pouf 
£i=2  l'on  aura  35  systèmes (35) 

ii=:3. . . .  ^£=38,  et  la  progression  centrale  est  38* 
41.44. 

De  a=:1  jusqu'à  ar=::3l  l'on  aura  31   systèmes^  Le 

dernier  sera  31  «34.37 38.41*44....45*48*51«  D 

n'y  en  a  point  pour  a =32;  mais  a=s33  donne  33*36*39  y 
et  l'on  a  progressions.  D  en  est  de  même  pour  a=34  :  car 
il  lâeni  34  *  37  •  40  :  donc  en  tout  pour  <2=:3 (33) 

dzsnh, . . .  p=a 37. . . .  progression  centrale,  37*  41  •  45. 

On  aura  d'abord  28  systèmes  dea=1  jusqu'à  ii=:28; 
A=29  n'en  donne  point;  mais  0=30  produit  30*34*38. .  • 

a=31  donne  31*35*39 et  ^=32  offre  32*36*40  :  en 

tout (31) 
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On  Iroure,  pour  d — 

Vm    •    • 

.  29  systèmes 

d— 

6. . . 

.27 

d— 

7... 

.25 

d= 

:   8.. 

..23 

d— 

;  9.. 

..21 

d— 

10.. 

..19 

d- 

:11.. 

..17 

d= 

:12.. 

..15 

d- 

:13.. 

..13 

d= 

14.. 

..12 

d- 

15.. 

..10 

d— 

16.. 

..   8 

d= 

:17.. 

..  6 

d— 

:18.. 

..   4 

(231) 


rf=19 2 

La  totalité  des  systèmes  de  progressions  est  367;  et, 
comme  chaque  carré  central  a  8  positions  qu^il  (aut  rete- 
nir, ce  sera  8  •  367.  Les  combinaisons  des  nombres  intermé- 
diaires d'une  bordure  de  5  sont  (1 ,2,  3)*=36,  qull  faut 
multiplier  par  8.  On  aura  donc  8*36;  et  si  Ton  appelle 
X'"  le  nombre  de  bordures  propres  à  5 ,  et  faites  avec  les  72 
nombres  restans,  on  aura  8*  36-X'".  Maintenant  chaque 
bordure  de  7  a  8  •  1 20  '  pour  les  combinaisons  des  5  nombres 
entre  les  angles ,  et  si  X''^  désigne  ce  nombre  de  bordures , 
on  aura  8  •120'  «X'*  ;  enfin  les  7  nombres  intermédiaires 
de  la  bordure  de  9  donnent  5040'  variations ,  en  omettant 
le  facteur  8;  et  si  X""  désigne  le  nombre  de  ces  bordures, 
on  aura  5040'  •  X^  :  donc  il  viendra ,  en  tout ,  pour  le  cas 
de  3  bordures ,  8»  -36 -  367- 120'.  5040' .  X' ' .  î'^  W 

11  ne  faut  pas  confondre  X,X',  X"  avec  X",  X'^  X^  :  car 
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lombres  de  bordures  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les 
rens  cas ,  attendu  qu^elles  se  forment  avec  plus  ou 
is  de  nombres.  Il  faudrait  donc  calculer  à  part  ces 
!urs  en  X.  Ce  travail  serait  très-long,  sans  être  difficile, 
ffisait  ici  de  £ûre  connaître  la  limne  des  produits* 

1  a  donné  ailleurs  un  exemple  de  ce  genre  de  ro- 
ches; on  va  encore  revenir  sur  les  calculs  relatif  au 
é  de  9  sans  bordures  et  sans  compartimens.  On  a  vu 
les  tableaux  avaient  des  périodes  ou  des  diagonales  ré- 
es;  il  est  indifférent,  lorsque  les  diagonales  sont  répé- 
,  que  les  périodes  soient  en  horizontale  ou  en  verticale: 
>n  n'obtient  qu'un  changement  de  position. 

oici  les  cas  où  les  deux  tableaux  peuvent  coïncider* 


1  .Cl*  TABLBAU* 


2.C  TABLEAU* 


diagonale  répétée. 


liagonale  répétée. 


diagonale  périodique. 


{2*6  diagonale  répétée* 
2.^  diagonale  périodique, 
verticales  ou  horizontales 
périodiques* 

{ij^  diagonale  répétée* 
f.re  diagonale  périodique* 
verticales  ou    horizontales 
périodiques* 

Î2*e  diagonale  répétée. 
2.»  diagonale  périodique* 
verticales  périodiques* 
horizontales  périodiques* 


I. 


24 
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ibleau  pour  obtenir  périodicité, 
I  qu^U  n'y  en  a  qu'une  seule  :  car, 
I  &ire,  tes  résullats  seraient  les 
le  p)ace  les  termes  dont  )a  somme 

bile  ici  les  cas  qui  se  présentent 
mencc  par  un  terme  de  la  pre- 

lojcn  est  à  la  An  de  la  !.'*■  li^e, 
hée; 
ftjeu  est  le  premier  de  la  1 1^  li^e ,  et 

',  la  1.'^  diagonale  est  périodique; 

',  les  verlicalcs  sonl  périodiques; 

',  lii2.<'  diagonale  est  périodique, 
.c  5iq>poser ,  dans  ces  (rois  derniers  cas , 
ice  la  2.^  ligne  par  les  3.»,  U."  cl  5.' 
nière  horizontale  ou  de  la  première  ver- 

mt  se  rappeler  qu'il  n'j  a  que  deux  sj»- 

ïFticales  périodiques,  savoir  :  1 , 5, 9. . . 

.8,  et  1,  6,8....2,a,9....3,  5,7. 

sternes  comprend  tous  les  nombres,  et 

ut  15,  qui  est  le  tiers  de  45,  somme  de 

i  9  premiers  nombres. 

gonolcs  périodiques,  on  peut  employer 

les  à  volonté. 

inaisons  pour  les  cas  où  les  lignes  sont 

pétées. 

le  est  répétée ,  il  7  a  8  nombres  dont  la 
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l.cr   TABLEAU.  2.^  TABLIAV. 

!\J^  diagonale  répétée. 
I.rc  diagonale  périodique, 
verticales  périodiques, 
horizontales  périodiques. 

iJ^  diagonale  répétée. 
1.^^  diagonale  périodique. 

Verticales  périodiques ^  2.^  diagonale  répétée. 

2,^  diagonale  périodiqae. 
horizontales  périofiqoes. 

Î\j^  diagonale  pério£qae. 
2.^  diagonale  périodiqae. 
verticales  périodiques. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  n^a  pas  mb  les  diagonales  ré- 
pétées  au  2.^  tableau,  pour  ériter  double  emploi  :  car  toutes 
les  fob  qu'on  aura  horizontale  périodique  à  Tun  des  ta- 
bleaux, et  diagonale  répétée  à  l'autre,  on  peut  supposci 
que  la  périodicité  est  en  verticale.  11  ne  fallait  donc,  poui 

le  calcul,  porter  les  diagonales  répétées  qu'en  regard  des 
verticales. 

On  doit  encore  remarquer  qu'il  n'y  a  pas  lieu  à  altemei 
les  tableaux  au  moyen  de  la  nomenclature  ci-dessus.  En 
effet,  après  avoir,  par  exemple,  calculé  le  cas  oii  le  1.^< 
tableau  aurait  la  2.^  diagonale  périodique,  et  le  second, 
la  1 J^  diagonale  répétée,  si  l'on  renversait  la  question,  il } 
aurait  double  emploi, puisque  cette  seconde  hypothèse  est 
prévue  dans  la  précédente  nomenclature. 

Enfin,  lorsqu'il  se  présente  plusieurs  manières  de  corn- 
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mencer  la  2.^  ligne  d'un  tableau  pour  obtenir  périodicité, 
on  peut  toujqurs  supposer  qu'il  n'y  en  a  qu'une  seule  :  car, 
d'après  le  calcul  qu'on  ya  Ëûre,  les  résultats  seraient  les 
mêmes  en  Êûsant  yarier  de  place  les  termes  dont  la  somme 
est  déterminée. 

D'après  cela,  on  rappelle  ici  les  cas  qui  se  présentent 
lorsque  la  2.®  ligne  commence  par  un  terme  de  la  pre- 
mière. 

Si  parle  second,  le  moyen  est  à  la  iSn  de  la  \J^  ligne, 
et  la  2.0  diagonale  répétée  ; 

Par  le  dernier,  le  moyen  est  le  premier  de  làV^  ligne ,  et 
la  l.i^  diagonale  répétée; 

Par  le  3.^  ou  le  6.^,  la  l.^e  diagonale  est  périodique; 

Par  le  4.^  ou  le  7.«,  les  rerticales  sont  périodiques; 

Par  le  5.^  ou  le  8.%  la  2.^  diagonale  est  périodique. 

On  pourra  donc  siq>poser ,  dans  ces  trois  derniers  cas , 
que  l'on  commence  la  2.^  ligne  par  les  3*®,  4.®  et  5.« 
termes  de  la  première  horizontale  ou  de  la  première  yer- 
ticale. 

Maintenant  il  Csiut  se  rappeler  qu'il  n'y  a  que  deux  sys- 
tèmes pour  les  verticales  périodiques,  sayoir  :  1 ,  5, 9. . . 
2,  6,  7. .. ;  3,  4, 8,  et  1 ,  6,  8. .  •  •  2,  ft^  9*  • . .  3 ,  5,  7. 
Chacun  de  ces  systèmes  comprend  tous  les  nombres,  et 
chaque  groupe  vaut  15,  qui  est  le  tiers  de  45,  somme  de 
la  progression  des  9  premiers  nombres. 

Qumit  aux  diagonales  périodiques,  on  peut  employer 
l'un  des  six  groupes  à  volonté. 

Yoici  les  combinaisons  pour  les  cas  où  les  lignes  sont 
périodiques  ou  répétées. 

Si  une  diagonale  est  répétée,  il  y  a  8  nombres  dont  la 
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position  peut  varier,  pubqu'il  n'y  en  a  qu'un  seul  dont 
place  soit  forcée ,  savoir  :  le  moyen.  Ces  Igût  nombn 
donnent  (1 ,  2,  3. . .  8)  =  40330  combinaisons  à  la  f. 
ligne. 

Si  une  diagonale  est  périodique,  il  y  a  trois  phoc 
fixées;  les  six  autres  peuvent  alterner  de  (  t ,  2. . . .  6]  o 
720  manières.  Quant  aux  trois  autres,  si  l'on  clMHsit 
nombres  dont  la  somme  =  15,  ils  varieront  de  6  fiiçons 
et,  comme  il  y  a  6  groupes  de  3  nombres ,  parmi  lesqud 
on  peut  choisir,  on  aura  6  •  6  =6'  =:  36  :  donc  il  rien 
dra  720  •  36=25920  combinaisons  a  la  première  figue. 

Si  c'est  en  verticale  ou  en  horizontale  que  se  troure  l 
périodicité,  il  faut  que  les  l.<^%  4.^  et  7.^  rangs  de  la  t.' 
ligne  lassent  15,  ainsi  que  les  2.^  ,  5.^,  S.®  et  les  S.«,  6.^  e 
9«c,  de  manière  que  le  tout  comprenne  un  des  deux  sjs 
tèmes.  Or  chaque  groupe  se  combine  de  six  façons,  ce  q[n 
(ait  6';  de  plus  les  trob  groupes  peuvent  alterner  entre  coi 
de  six  façons  t  ce  sera  donc  6^  qui  exprimera  les  combi- 
nabons  pour  un  système;  et  comme  il  y  en  a  deuX|  il  vien- 
dra 2.6^=2592. 

€ela  posé,  que  le  l.^r  tableau  ait  la  t.re  diagonale  ré- 
pétée, on  aura  40320  combinaisons. 

La2.<  diagonale  du  2.^  ta- 
bleau  aura, aussi  répétée. . .  40320 j 

La  2.0  diagonale  pério- 
dique  25920 

La  verticale  ou  horizontale 
périodique 2592 

Ce  nombre  68,832,  multiplié  par  les  40320  combinaisons 


^68832 


ATEG    BORDURES.  S73 

du  1.<^  tableau,  donne  pour  produit  2,775,306,240  com- 
binaisons, ci (2,775,306,240) 

Si  la  2.C  diagonale  est  répétée  au  1.®^  tableau ,  on  a  le 
môme  produit (2,775,306,240) 

Soit  la  l.rc  diagonale  du  l.^^^  tableau  périodique;  on  a 
25920  combinaisons. 

Dans  le  2.^  tableau  : 

La  2.e  diagonale  répétée. .  40320' 
La  2.®  diagonale  pério- 

Les  verticales  périodiques    2592 
Les    horizontales    pério- 
diques     2592^ 

Multipliant  71424  par  25920,  U  rient  1,851,310,080 
combinaisons (1,851,310,060) 

Sila  2.<^  diagonale  est  périodique, encore.  (1,851,310,080) 

Si  les  verticales  sont  périodiques,  on  a  2592  pour  le 
l.^r  tableau. 

Pour  le  2.e  : 

ij^  diagonale  répétée...  40320\ 
2.e  diagonale  répétée. . . .  40320  i 
l.re  diagonale  périodique.  25920)135072 
2.^  diagonale  périodique.  25920  k 
Horizontales  périodiques.    2592y 

Multipliant  135072  par  2592,  on  a  350,106,624 
combinaisons (350,106,624) 

Pour  les  horizontales  périodiques  du  1  .<^'  tableau  on  a 
2,592. 
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Pour  le  2.^  : 

1.r-"'«l*agK>iiale  périodique.  25920^ 

2.e  dmgoiULle  périodique.  •  23920  >54)32 
.  Verticales  périodiques —     ^92} 

MultiplianI  5)132  par  2592,  on  oblienl  141,087,7» 
combinaisons j . . . .  (141,087,74)) 

Ajoutant  toutes  ces  combinaisons,  la  somme  est 
9,74),)27,008. 

11  a  paru  utile  de  présenter  la  manière  d^opérer  sur  un 
exemple,  afin  de  donner  une  idée  de  la  marche  à  suÎTre 
dans  tous  les  cas. 

11  y  aurait  à  ajouter  les  combinaisons  cî-dessus  du  carré 
de  9  simple ,  arec  celles  de  9  ayant  une,  deux  ou  trois  bor- 
dures, et  celles  du  même  carré  a  compartimcns,  pour  ob- 
tenir toutes  celles  dont  ce  carré  est  susceptible;  mais  il 
existe  encore  d^autres  méthodes  de  conqposition, que  Ton 
donnera  par  la  suite. 

On  terminera  ce  chapitre  par  un  exemple  du  carré  de 
9  à  triple  bordure,  que  Ton  trouvera  {figure  37  y  planche 
]\).  Le  carré  central  a  été  fait  par  les  progressions  12* 

20*28.. . .  33»)l  .49 54»  62 -70»  dont  la  différence  est 

8.  On  a  prb  arbitrairement  36,  38  pour  les  angles  de  la 
l.rf'  bordure;  les  3  cases  de  la  dernière  horizontale,  qui 
doivent  avoir  115,  ont  été  remplies  par  I  ) ,  42 ,  59,  et  celles 
de  la  verticale,  à  laquelle  il  fallait  125,  par  13,51,61.  On 
a  choisi  9,17  pour  angles  de  la  2«<*  bordure  ;  la  dernière 
hc»rizon taie,  qui  exigeait  encore  149,  a  été  complétée  par 
7, 1 8, 29 ,  47, 48 ,  et  la  Terlicale ,  a  laquelle  il  manquait  21 3 , 
[»ar  6,  M ,  57, 67, 72.  Il  restait  encore  18  pairs  et  14  im- 
[»airs  :  donc  la  3.*'  bordure  devait  av  oir  ses  angles  d'espèce 
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différente.  On  a  pris  3  et  8  pour  ces  angles;  il  fallait  en* 
core  292  en  yerticale  :  on  les  a  ûdtspar  4»  22,26,  45,55, 
63, 77.  Il  y  avait  216  à  mettre  à  la  dernière  horixontale, 
...       ,  ..    f  1    2  16  24  30  32  39»      , 
et  11  restait  |g^  gO  66  58  52  50  43p  ^  "^"^^  ^^ 

nombres  supérieurs  est  144,  laquelle  sonstraite'de  216,  il 
manque  72.  Si  l'on  prend  66 au  lieu  de  16,  il  ne  &ut  plus 
que  22  :d<mc,  mettant  52  au  lieu  de  30,  on  aura  1,2,24, 
32,  39,52, 66=216,  et  la  bordure  est  achevée.  On  voit 
qu'il  n'y  a  eu  qu'un  léger  changement  à  faire  subira  l'une 
des  lignes  de  la  dernière  bordure;  tout  le  reste  a  été  com- 
posé à  volonté.  On  a  commencé  par  la  plus  petite  des  bor- 
dures, parce  qu'il  est  plus  facile  d'arriver  aux  résultats  si 
l'on  conserve  pour  la  fin  cdles  qui  ont  le  plus  grand 
nombre  des  termes. 

Si  le  carré  devait  s'effectuer  avec  des  nombres  ayant 
des  progressions  autres  que  cdle  qui  est  la  suite  des  nom- 
bres naturels  commençant  par  l'unité ,  on  formerait  d'à- 
boffdle  carré  avec  cette  dernière ,  et  il  n'y  aurait  j^us  qu'A 
substituer  par  ordre  les  nombres  de  la  progression  donnée. 

CHAPITRE  III. 

BOlDtTRBS   PAR   LES  DirFÉRBNCBS  DB   DirffÉRBlfCBS. 


BORDURE    DE    5. 


On  a  déjà  fait  usage  de  cette  méthode ,  x>n  va  encore 
l'appliquer  à  un  exemple. 

Soit  la  progression  centrale  du  carré  de  5. . . .  12*1 3*14; 
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et  la  iJ^,  7*8*9  :  il  restera  les  différences  en  phis  et  en 
moins  2,  3,  7,8,  9,  10, 11,  12,  puisque  celles  du  carré 
central  sont  1  >  A ,  5 , 6 ,  non  compris  0 ,  qui  est  celle  de  13, 
terme  moyen.  Soit  l'horizontale  1.'*^  12  +  9 — 10—8—3: 
il  reste  2,  7, 11.  Maintenant,  il  faut  que  ces  3  différences, 
prises  en  plus  ou  en  moins,  avec  2  de  l'horizontale ,  dont 
l'une  arec  son  signe,  l'autre  avec  changement  de  signe, 
donnent  une  somme  =  0.  Il  peut  arriver  2  cas*  Ou  les  2 
différences  de  l'horizontale  ont  une  somme  égale  à  celle 
des  3  différences  restantes':  alors  celles-ci  auront  le  m£me 
signe  chacune;  ou  la  somme  est  différente  :  alors  on  ajoute 
2  de  ces  différences ,  et  l'on  soustrait  la  3.^.  H  est  inutile 
de  prendre  les  différences  de  manière  à  avoir  une  somme 
négative,  pas  plus  que  les  différences  de  différences. 
On  a,  dans  le  cas  particulier,  2-f  7+  1 1  =20.. . .  11+ 

7—2=1 6 11  +2—7=6 11  —2—7=2.11  but  donc 

que  la  différence  des  angles  soit  égale  à  l'un  des  nom- 
bres 2,  6,  16,  20.  On  ajoutera  donc  2  à  2  les  différences 
de  l'horizontale,  en  changeant  Tun  des  signes  de  manière 
à  n'avoir  que  des  nombres  positifs,  et  il  viendra  :  12—9= 
3...  12+10=22.. .12+8==20...  12+3=15.. .9+10=19 
. . .  9+8=17. . .  9+3=12. . .  10— 8==2. . .  10—3=7. . . 
8—3=1;  mais  3,  5,  7,  12,  15,  17,  19,  22  ne  peuvent 
convenir:  il  n'y  a  que  12+8  et  10 — 8  qui  satbfàssent  à 
la  condition ,  et  l'on  aura  2  systèmes  d'angles  pour  lliO' 
rizontale  choisie  :  ainsi  les  angles  de  la  l.rc  horizontale 
seront  12  et — 8;  la  iJf^  verticale  aura  les  angles  12  et +8,  et 
elle  sera  complétéepar— 2— 7— 1 1;  de  même,  si  les  an^es 
de  rhorizontale  sont  — 8 —  10,  ceux  de  la  verticale  seront 
—  8  +  10 ,  et  les  nombres  intermédiaires ,  +2+  7 — 1 1. 
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On  peut  arranger  comme  suit  le  calcul  précédent. 

noBizonTiLi. 
l2-f9— 10— 8— 3 

DIFFéREIfCBS    DES  DIFFéRENCBS   RESTAUTES. 

20   16  6  2 

VERTICALES. 

12+8— 2— 7—11. ... —8+10— 1 1+2+7 

Ainsi,  l'horizontale  formée ,  et  les  différences  des  diffé- 
rences restantes  étant  trourées  y  on  yoit  de  suite ,  sans  les 
écrire ,  les  différences  de  différences  de  rhoricontale,  qui 
ne  donnent  pas  2,  6, 16  ou  20,  et  l'on  retient  seulement 
celles  qui  conyiennent. 

Cette  méthode  est  directe ,  et  abrège  les  calculs  pour 
les  petites  bordures,  surtout  pour  celle  de  5;  mais  comme 
on  les  forme  d^autant  plus  facilement  qu'elles  ont  plus 
de  termes ,  il  est  préférable  de  recourir  aux  moyens  pré- 
cédemment donnés. 
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Méthodes  de  divers  auteurs  pour  les  carrés 

impairs. 


SYSTEME    DE    LA    HIRE. 

Là  Hiei  propose  d^arranger  7  nombres  non  en  pro- 
gression,  de  manière  à  avoir  un  carré  magique  répété.  U 
s^agit  donc  simplement  de  former  un  tableau  y  comme  on 
Fa  pratiqué  dans  ce  qui  précède.  Les  nombres  choisis 
sont  3,  5,  9,  8,  Il ,  13,  10.  La  2.^  ligne  commence  pu 
le  6.C  terme  de  la  I J^.  On  yerra  ce  carré  (^figure  38 ,  plan' 
che  IX).  On  remarque  que  deux  parallèles  à  l'une  ou  à 
Tautre  des  diagonales,  pnses  de  chaque  côté  d'une  des  dia- 
gonales ,  de  manière  que  le  nombre  de  leurs  termes  smt 
égal  à  celui  de  cette  diagonale ,  donnent  une  même  somme 
que  cette  diagonale ,  et  de  plus,  que  ces  diagonales  paral- 
lèles suivent  Tordre  des  termes  de  celle  à  laquelle  elles 
sont  parallèles ,  en  commençant  par  un  terme  quelconque 
de  cette  diagonale  :  c'est  encore  l'ordre  renversé  des  hori- 
Eontales.  Il  en  est  de  même  des  parallèles  a  la  2.^  diago- 
nale; mais  l'ordre  direct  ou  inverse  des  ^termes  n'existe 
pas.  Le  carré  magique  l'est  donc  encore  sous  ce  rapport. 

Si  l*on  donnait  des  nombres  répétés ,  on  aurait  le  même 
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résultat  y  mais  les  lignes  auraient  des  nombres  répétés ,  et 
s'il  7  a?ait  des  lacunes,  on  les  remplirait  par  0. 

Il  est  évident  que  jdusieurs  carrés  magiques  ajoutés 
terme  à  terme  donnent  encore  un  carré  magique  ;  mab 
il  peut  se  trouver  des  termes  répétés  dans  le  carré  totaL 

On  propose  de  ùire  un  carré  magique  d'une  racine 
donnée,  et  tel  que  la  somme  de  chaque  ligne  soit  égale 
à  un  nombre  donné,  sans  répétition  de  nombres.  La  chose 
sera  possible  toutes  les  fois  que  le  nombre  donné  sera  j^us 
grand  ou  au  moins  égal  A  celui  qui  résulterait,  pour  cha- 
que ligne,  du  carré  £ût  avec  les  nombres  de  la  progres- 
sion des  nombres  naturels  commençant  par  l'unité  jus- 
qu'au carré  de  la  racine  donnée*  Ainsi,  par  exemple ,  soit 
h  racine  5,  et  la  sonmie  donnée  pour  chaque  ligue=8l. 
Gomme  les  lignes  du  carré  de  5,  composé  des  nombres 
de  la  série  naturelle  de  1  à  25,  doivent  avoir  65  pour 
somme ,  et  que  65  est  ^  81 ,  on  peut  prendre ,  pour  for- 
mer le  1.^''  tableau,  les  nombres  1,  2,  3,  4,  5;  et  pour 
le  2fi  tableau,  0 ,  5,  12,  18,  31.  La  somme  des  lignes  du 
K^r  tableau  est  15;  et  celle  des  lignes  du  2m^  tableau,  66; 
or  15+66=381.  Il  faut  aussi  que  le  plus  petit  nombre 
de  oe  2.®  tableau  soit  au  moins  égal  au  plus  grand 
du  l.^r  tableau.  On  excepte  0,  qui  fidt  toujours  partie 
du  2.®  tableau.  Ainsi,  soit  le  1.^  tableau  composé  par  les 
nombres  1,  2,  4,5,  7=::19:on  aura  81— 19=62  pour 
chaque  ligne  du  2.<^.  Mais  les  plus  petits  multiples  de  7 
sont  7, 14,  21 ,  28,  dont  la  somme  est  70>62. 

Si  les  nombres  du  2.^  tableau  comprennent  des  mul- 
tiples répétés,  il  est  clair  qu'il  y  en  aura  dans  le  carré 
total ,  et  il  pourra  y  en  avoir  aussi  s'il  se  trouve  des  nom- 


I 


380  SYSTEKE    DE    LA    UIRE. 

bres  inférieurs  aux  multiples  dans  le  2fi  tableau*  Ainsi, 
soient  les  nombres  de  ce  2.^  tableau  7,  13, 18,  24=62: 
on  aurait  14 ,  20  et  25  répétés  dans  le  carré  totaL 

Soit  111  le  nombre  donné  pour  somme  de  chaque 
ligne  du  carré  magique  à  construire  ;  soient  toujours  1, 2, 
4,  5, 7  =  19  pour  Li  iJ^  ligne  du  1.^  tableau  :  on  aura 
111  -—19=92  pour  valeur  de  celles  du  2.®,  et  Fou  peof 
prendre,  pour  les  former,  0,7,  47,  15,  23.  Que  la  2.^ 
ligne  du  L^i"  tableau  commence  par  4 ,  nombre  du  milieu, 
et  la  2.C  du  2.^  tableau  par  15,  avant-dernier  nombre  :<hi 
aura  le  carré  demandé  {^Jtgure  39 ,  planche  IX  ). 

Si  Ton  exigeait  qu'une  case  déterminée  rentsmiât  un 
nombre  donné,  par  exemple,  que  22  se  trouvât  à  la2.« 
case  de  la  2«c  horizontale  ;  la  progression  étant  oeDe  des 
nombres  naturcb  commençant  par  l'unité,  et  pour  le  carré 
de  5  :  on  diviserait  22  par  5  ;  il  vient  4 ,  et  il  reste  2.  Ce 
reste  se  placera  à  la  case  exigée  du  l.^^*  tableau,  et  la  2.^ 
horizontale  de  ce  tableau  peut  être  à  volonté  3 , 2,  5, 1^  4. 
La  1.1^  ligne  peut  aussi  être  1,  4,  3,  2,  5;  les  autres 
suivent  l'ordre  ordinaire,  et  commencent  par  le  terme 
du  milieu  de  la  précédente.  Maintenant,  4  •  5=20  se  pla- 
cera à  la  2.<^  case  de  la  2.^  horizontale  du  2.»  tableau.  Cette 
horizontale  peut  être  0,  20,  15,  10,  5,  et  la  1.r«horîaon- 
tale  15,  10,  5,  0,  20.  On  aura  soin  de  ne  pas  composer 
cette  l/e comme  la  correspondante  du  \,^  tableau.  On  voit 
ici  que  les  horizontales  commencent  par  le  4.^  terme  de  la 
ligne  qui  précède.  Le  carré  résultant  se  trouve  {fiff^re 
40,  planche  I\). 

On-propose  de  faire  un  carré  tel  que  la  somme  des  nombres 
de  2  cases  placées  semblablement  par  rapport  au  centre , 
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ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  2  cases  symétriques, 
soit  toujours  la  même ,  et  par  conséquent  double  du  moyen. 
n  &ut  que  Ton  ait  progression  arithmétique  :  soit  donc 
1^  2,  3,  4  ,  5,  6,  7  la  série  des  nombres  du  1.®^  tableau. 
La  somme  de  2  cases  sera  2* 4  =  8,  puisque  le  moyen 
est  4.  Soit  ce  moyens  au  centre  du  tableau,  et  que  l'hori- 
zontale du  milieu  soit  faite  d'après  la  combinabon  exigée. 
Quant  au  2.^  tableau,  les  nombres  qui  le  composeront  sont 
multiples  de  7,  et  0, 7,  U,  21 ,  28, 35,  42.  Le  moyen  21  sera 
aussi  au  centre,  et  la  valeur  de  2  cases=2*2l=42.  La 
ligne  horizontale  du  milieu  sera  donc  formée  en  se  con- 
formant à  la  condition  exigée.  Il  &ut  toujours  éviter  de 
construire  les  deux  tablëhux  delà  même  manière.  La  ligne 
centrale  du  1.^^  tableau  est  supposée  3,  7,  2,  4,  6, 1,  5. 
Chaque  horizontale  commence  par  le  4.^  terme  de  la  pré- 
cédente, et  par  conséquent,  en  remontant,  par  le  5.®  de 
l'inférieure.  L'horizontale  du  milieu  du  2.^  tableau  est  sup- 
posée 28,  7,  0,  21 ,  42,  35,  14.  Les  autres  commencent 
par  le  5.^  nombre  de  la  précédente,  et,  en  remontant, 
par  le  4.^  de  l'inférieure ,  on  trouvera  le  carré  demandé 
(figure  41  ,  planche  IX  ). 

Les  tableaux  auraient  pu  se  composer  par  diagonales 
répétées. 

Dans  les  carrés  ainsi  iaits  on  peut  changer  convena- 
blement de  place  des  horizontales  ou  des  verticales ,  et 
même  des  horizontales  en  verticales,  et  réciproquement; 
mais  il  faut  Êiire  ces  changemens  de  manière  que  les  lignes, 
à  égale  distance  de  celle  du  milieu ,  s'y  retrouvent  encore 
après  le  changement  opéré;  ainsi ,  alternant  la  l.re  ligne 
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avec  la  3.^,  il  faudra  que  la  dernière  deTienne  la  Su' ,  et 
celle-ci  la  dernière. 

Il  y  a  d'autres  changemens  qui  peuvent  avoir  lieu.  Ainfli, 
par  exemple,  soit  à  construire  le  carré  de  5 ,  et  que  II 
ij^  diagonale  soit  répétée  dans  le  is^  tableau  ^  et  la  SL> 
diagonale  aussi  répétée  dans  le  2.^  tableau;  que  le  mojei 
f  ne  soit  pas  le  nombre  répété  de  ces  diagonales,  et  que 
les  tableaux  soient  les  suivans  : 

15    0  10  20  5 
0  10  20   5  » 

2.C  TABLEAU J 10  20    5  15    0 


1  .cr  tableau' 


20    5  15   0  10 
5  15    0  10  !ID 

Il  manque  5  à  la  l.i'^  diagonale  du  l.er  tableau,  et  25 
à  la  2.(^  diagonale  du  2.*^  tableau;  mais  si  l'on  met  dans 
chacun  des  tableaux  la  5.^  ligne  au  lieu  de  la  ft.^,  et  ré- 
ciproquement, les  diagonales  auront  la  sonune  nécessaire, 
et  les  tableaux  seront  : 


'25314 

4  2  5  3  1 

1.^' TABLEAU.  <l    4   2  5    3 

5  3  14  2 
3  14  2  5 


15    0  10  »   5 


0  10  20    5  15 

2.C  TABLEAU./ 10  20     5  15    0 

5  15    0  10  20 
20    5  15   0  10 

On  verra  le  carré  résultant  (  figure  42,  planche  TJLy 
Il  faut,  pour  que  ce  genre  de  changement  ait  Kea,  quQ 
puisse  s'effectuer  dans  les  deux  tableaux. 

Cet  exemple  donne  une  nouvelle  forme  de  tableaux  qui 
n'est  pas  entrée  dans  les  calculs  donnés  pour  les  carrés 
simples,  et  il  y  en  a  d'autres  dont  les  tableaux  ne  peuvent 
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se  préroir  :  d'où  il  Êiiit  conclure  que  les  combinaisons 
par  tableaux  ordinaires  donnent  le  plus  grand  nombre 
de  celles  dont  sont  susceptibles  les  carrés  simples,  mab 
ne  les  donnent  pas  toutes. 

Dans  le  carré  ci-dessus  on  peut  opérer  en  borizontale 
et  en  yertîcale    tous  les  cbangemens  qui  laissent  aux 
diagonales  la  sonmie  Toulue  :  ainsi  l'on  alterne  la  ij^  et 
dernière  horizontale,  la  l.^e  et  la  4.^,  la  3.®  et  la  5.^  Il 
en  est  de  même  de  la  2.^  et  4.®  verticale ,  de  la  1  .^  et  der- 
nière^ de  la  2.6  et  4.^,  etc.  H  en  est  souvent  de  même  des 
carrés  construits  par  les  autres  méthodes.  Mais    si  l'on 
xésout  ces  nouveaux  carrés  en  leurs  tableaux,  on  verra 
<[ue  ceux-ci  ne  se  rattachent  plus  aux  tableaux  ordinaires: 
<m  aura  donc  de  nouvelles  combinaisons  comme  celles  ci- 
^lesBUS;  combinaisons  non  prévues  :  car  la  forme  des  ta- 
Heanx  ne  pouvait  pas  l'être. 

La  Hire  donne  une  méthode  pour  faire  les  enceintes 
ou  bordures  des  carrés  impairs,  en  se  dispensant  des  dif. 
férences;  mais  elle  est  très-circonscrite ,  et  ne  donne  qu'un 
carré  central.  On  peut,  il  est  vrai,  augmenter  les  combi- 
naisons ,  comme  dans  le  cas  ci-dessus ,  soit  par  transpo- 
sition des  nombres  du  milieu  compris  entre  les  angles, 
soitpar  renversement  d'enceintes,  transport  de  bandes,  etc^ 
maïs  les  angles  restent  fixes.  Sauf  ce  renversement  d'en- 
ceintes, on  ne  peut  qu'avec  peine  fiiire  passer  des  nom- 
bres d'une  enceinte  dans  une  autre.  €2ette  marche  est 
d'ailleurs  difficile  à  retenir,  et  n'est  pas  directe.  La  voici; 

La  Hire  ùài  un  carré  naturel  en  écriyant  de  suite  les 
nombres  d'une  ligne  à  l'autre  ;  il  sépare  ensuite  les  en- 
ceintes naturelles,  et  les  nombres  qu'elles  comprennent 
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doivent  composer  les  Téritables  bordures  :  on  Toit  qp?û 
n'y  a  qu'un  carré  central.  Il  appelle  1.^^  bordure  les  8 
nombres  (jui  circonscrivent  le  terme  moyen.  Voici  ce  cairé 
naturel  pour  11  de  côté  : 

123456789  10  If 
12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22 
23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  3S 
34  35  36  37  38  39  40  41  42  43  44 
45  46  47  48  49  50  51  52  53  54  55 
56  57  58  59  60  61  62  63  64  65  66 
67  68  69  70  71  72  73  74  75  76  77 
78  79  80  81  82  83  84  85  86  87  8$ 
89  90  91  92  93  94  95  96  97  96  99 
100  101  102  103  104  105  106  107  108  109  110 
lit  112  113  114  115  116  117  118  119  120  12f 

Il  considère  ensuite  8  cases  qu'il  nomme  principale*. 
Ce  sont  les  4  angles  et  les  4  cases  du  milieu  de  chaque 
bordure.  Il  forme  les  bordures  impaires  d'une  Ceiçon,  et 
les  bordures  paires  d'autre  manière ,  en  ne  Êdsant  tou-> 
jours  entrer  dans  chacune  que  les  nombres  du  carré  na- 
turel qui  s'y  trouvent  déjà. 

Pour  les  bordures  impaires  il  avance  d'une  demi- 
bande,  et  dans  le  même  sens ,  les  angles  et  les  cascs^du 
milieu,  de  manière  que  les  uns  prennent  la  place  des  autres 
et  réciproquement  II  alterne  ensuite,  cette  mutation  opé- 
rée, les  cases  du  milieu  avec  leurs  opposées;  il  ne  com- 
plète que  la  l.r<^  horizontale  et  la  \,^^  verticale ,  les  corn- 
plémens  a  122  doivent  achever  la  bordure.  Pour  la  1.^^ 
horizontale  et  la   1.^^  verticale  on  ne  touche  plus  aux 
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angles  ni  aux  cases  du  milieu;  on  laisse  à  leur  place  la 
moitié  des  nombres  re^tans  :  cette  moitié  se  compose  de 
jdombres  pris  2  à  2  à  égale  dbtance  des  anffiea^  l'autre 
sioitié  alterne  avec  ses  opposés*  Ces  premiers  change- 
mens  se  Toient  {figure  43  y  planche  IX  )• 

Quant  aux  bordures  paires ,  les  angles  restent  fixes ,  et 
les  cases  du  milieu  alternent  avec  leurs  opposées.  Quant 
'SLXxx  cases  restantes^  qui  sont  en  nombre  impair  entre 
<:haque  angle  et  le  milieu  des  lignes ,  on  met  à  l'horizon- 
tale supérieure,  et  aux  deux  cases  qui  tiennent  le  milieu 
^Dtre  les  angles  et  le  milieu  de  cette  horizontale,  les  nom- 
X>resdu  même  rang  dans  la  moitié  inférieure  des  verticales; 
et  de  même  dans  la  l.^e  de  celles-ci,  et  dans  les  mêmes 
cases  du  milieu  entre  les  angles  et  le  centre  de  cette  Tcr- 
ticale,  les  nombres  du  même  rang  des  dernières  moitiés 
^ka  horizontales;  enfin  dans  la  moitié  des  cases  restantes 
on  akeme  avec  les  <qpposés  les  nombres  à  égale  distance 
dea    angles.    Ces   changemens    se  Toient   {figure  44, 
planche  IX  ) ,  ainsi  que  le  carré  totaL 

Il  peut  paraître  curieux  de  rechercher,  pour  le  cas  dont 
il  est  ici  question ,  c'est^-dire  lorsque  les  angles  sont  fixes, 
ainsi  que  le  carré  central,  qui  ne  peut  yarier,  quel  serait 
le  nombre  de  combinaisons, en  supposant  toujours  que  les 
bordures  ont  été.  faites  au  moyen  du  carré  naturel,  comme 
il  a  été  dit  Soit  donc  17  seulement  la  racine,  et  que  le 
carré  soit  à  toutes  bordures  :  on  en  aura  !^=:7,  non 
compris  ceUe  de  8  nombres  autour  du  moyen;  or  celle  de 
5  aura  (1,  2,  3  )'  pour  les  yariations  des  3  nombres  du 
miHfiu  de  la  l.re  horizontale  et  de  la  iJ^  yerticale.  La  bor- 
dure de  7  aura  (1,  2,  3,  4,  5)«=(  1, 2, 3) «(4,  5)»;  celle 
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de9sera(1,2,3)«(4,5)*(6,  7y5cene  de  11  aiira(l, 
2,3)«(4,5)H6j7y(8,9)»5  on  aura  pour  celle  de  13 
(1,2,3)•(4,5)H6,7)•(8,9)•(10,ï1)^avie^ld^apa^lr 
celle  de  15  le  produit  (1, 2, 3)H4, 5)«(6, 7y(8, 9^(10, 
11)*(12, 13)*;  enfin,  pour  celle  de  17,  on  obtiendra  le  pro- 
duit (1,2,  3)«(  4, 5)»  (6, 7)»  (8,9)^10, 11  )«(«,  U)* 
(14, 15)*;  et,  multipliant  tous  ces  nombres  Funpar  l'an- 
tre, le  produit  total  est 2". 3**. 4". 5". 6*^.  7*«.8».9«.  lO*. 
11«.n*.13*.14*.15*.  Ce  nombre  =(78,364,164,096) 
(4,096,000,000,000,000)  (130,691,232  )•  (26,273,856)* 
(1,331,000)*  (24,336)*  (210)*;  et,  tout  prodigieux 
qu'il  est,  il  ne  représente  qu'un  seul  cas  parmi  la  grande 
quantité  de  bordures  et  de  carrés  centraux  qn'on  peut 
obtenir;  aucune  bordure  n'a  été  multipliée  par  8,  pui»- 
qu'on  n'a  &it  yarier  que  les  nombres  entre  les  an^es  fixes. 
Mais  ce  nombre  est  peu  de  chose ,  comparé  au  produit 
successif  des  289  premiers  nombres  ;  et,  quoiqu'il  y  ait 
beaucoup  d'autres  mamères  d'obtenir  le  carré  de  17,  il 
7  aurait  plusieurs  milliards  contre  l'unité ,  pour  ne  point 
arriver  à  ce  carré  sans  règles  déterminées. 

On  donne  encore  le  carré  de  41  construit  avec  4  bor- 
dures générales  (/giire  45,  planche  X).  Elles  ont  été 
formées  avec  les  296  premiers  et  les  296  derniers  nombres* 
U  est  resté  33  nombres  à  chaque  ligne ,  et  l'on  a  (ait  9 
carrés  de  1 1  cases.  Il  n'y  a  que  6  formes  pour  le  carré  de 
1 1 ,  savoir  :  le  carré  simple ,  le  carré  avec  une  bordure  sans 
compartiment,  avec  une  bordure  et  compartiment,  avec 
deux,  trois  ou  quatre  bordures. 

En  supposant  les  quatre  bordures  générales  constantes  et 
fixes,  les  9  carrés  composés  des  nombres  de  Fexcmj^e ,  et  ne 
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changeaBt  pas  de  position,  mais  de  forme ,  et  dans  les 
différens  cas ,  les  carrés  conservant  Tarrangement  qu'ils 
ont  dans  chacnne  des  six  fimnes  du  carré  de  la  figure, 
on  peut  désirer  connaître  les  variations  qu'apportent  ces 
formes  dans  le  carré.  Voici  la  manière  de  €oin|>08er  ces  9 
carrés: 

1.*  S%  ont  tousia  même  forme,  il  j  aura  6  sys- 
tèmes de  composition ,  puisqu'fls  auront  tous  l'une 
ou  l'antre  des  six  formes  du  carré  de  11 (G) 

2.^  SU  y  en  a  8  d'une  forme  ,  et  un  d'une  autre 
forme ,  il  y  aura  30  systèmes  pour  composer  ces  car- 
rés  :  car,  ayant  pris  8  carrés  d'une  forme,  le  neuvième 
pourra  avoir  l'une  des  cinq  restantes; -et, œmme  il 
y  a  6  formes ,  on  aura  5*6  variations  :  donc {96) 

3.0  Pour  7   carrés  «d'une  forme ,    et  2  d'une 

autre,  on  aura  encore (90) 

4.0  Pour  7  d'une  forme,  et  2  de  forme  diffé- 
rente, il  vient (60) 

5.<»  6  d'une  forme,  et  3  d'une  autre,  donnent.. .  •  *(60) 
%fi  6  d'une  forme,  2  d'une  autre,  et  un  d'une 

3.C  forme ,  produisent (120) 

7.^  6  d'une  forme,  et  3  de  forme  difKrente. . .  •    (60) 

8.«  5  d'une  forme,  et  4  d'une  autre (30) 

9.«  9  d'une  forme,  3  d'une  autre,  et  1  dHme  3.«.  (120) 
10.*  5  d'une  forme ,  2  d'une  autre ,  et  2  d'une  3.©.  (60) 
1 1.^  5  d'une  forme ,  et  4  de  forme  différente.  •  •  (30) 
12.0  5  d'une  forme ,  2  d'une  autre,  et  2  de  forme 

différente ('80) 

13.*  4  d'une  forme, 4 d'une  autre,  et  1  d'une  8.e.    (60) 
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iHfi  4  d'une  forme,  3  d'une  autre,  et  2  de  fonne 

différente (180) 

iJifi  4  d'une  forme,  3  d'une  autre,  et  2  d'une 

autre 070) 

16.0  4  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3.®, 

et  1  d'une  4.^ (180) 

17.0  /|  d'une  forme,  2d'une  autre ,  et  3  de  fcmne 

différente (120) 

18.0  4  d'une  forme,  5  d'espèce  différente (6) 

19.0  3  d'une  forme ,  3  d'une  autre ,  3  d'une  3.«.  •  (20) 
20.O  3  d'une  forme,  3  d'une  autre ,  2  d'une  3.^» 

eti  d'une  4.e... (90) 

21.0  3  d'une  forme,  3  d'une  autre,  3  de  forme 

différente (60) 

22.0  3  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3.«, 

2  d'une  4.^ (60) 

23.0  3  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3.<^, 

2  d'espèce  différente (180) 

24.0  3  d'une  forme ,  2  d'une  autre,  4  de  forme 
différente , (30) 

25.0  2  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3.», 
4d'une4.e,  1  d'une  5.e (30) 

26.0  2  d'une  forme,  2  d'une  autre,  2  d'une  3.^, 

3  de  fermes  différentes (20) 

1942 

En  tout ,  1942  manières  de  chobir  les  formes  des  carrés 

partieb;  mais  dans  chacun  des  26  cas  ci-dessus  il  J  > 

plusieurs  combinaisons  pour  répartir  ces  formes  ^ans  le 

carré  totaL 
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Le  n.^  1  n'a  qae  ses  six  combinaisons. 6 

Le  n.o2  en  a  9pour  chaque  forme  :  donc  90*9 
=270. 270 

Le  n.o  3  en  a  36  :  car  9  lettres  prises  2  à  2 
donnent  ^  produits  difiTérens  :  donc  36*30 1080 

Le  n.0  4  donne  72  :  car  9  lettres  2  à  2  donnent 
9*8e=72  combinaisons  :  donc  72*60 4320 

Le  n.0  5  aura  84  :  car  9  lettres  3  à  3  ont  <i^ 
produits différens=84  :  donc  84*60 5040 

Le  n.0  6  aura  252  :  car,  d*abord>^les  6  d'une 
forme,  ou  3  d'une  forme,  produiront 84 produits 
différons,  comme  ci-dessus;  et  sur  les  3  places 
restantes,  la  forme  qui  est  seule,  peut  occuper 
l'une  ou  l'autre,  ce  qui  fera  84  «3:=: 252:  ainsi 
252.120 30240 

Le  n.^  7  donne  504  :  car  on  peut  mettre  les 
3  formes  différentes  dans  les  3  places  restantes 
de  6  manières  :  donc  84*6=:504 ,  et  par  consé- 
quent 504*60 ,. 30240 

Le  n«o8  aura  126,  puisque  9  lettres  4  à  4 
donnent  î^î=126  :  donc  126*30. 3780 

Le  n.^  9  donnera  504  :  car  la  forme  seule  peut 
occuper  IHme  des  4  places  restantes,  ce  qui  Êdt 
4*126 ,  et  conséquemment  504  *  120 60480 

Le  n.^  10  aura  756  :  car  on  peut  mettre  dans 
les  4  places  restantes  2  nombres  pareils  de  6  &- 
çons:  ainsi  126*6=756;  et  en  conséquence 
756*60 45360 

A  reporter 180816 
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Report 180616 

Le  n.o  f  f  fournira  3024  :  car  les  4  formes  dif- 
férentes se  combinent  de  9 •  8 «7  •  6  manières  =? 
3024  :  donc  3024.30. 9072D 

Le  n.^  12  aura  1512  :  car  les  2  formes  d'es- 
pèce différente  donnent  9.8=72  sur  les  7  places 
restantes;  les  2  pareilles  donnent  ^  =-21  ;  amsi 
72-21=1512: donc  1512-180 272160 

Le  n.<^  13  donne  630:  car  la  forme  seule  peaf 
se  mettre  dans  les  9  carrés ,  les  4  pareilles  dans 
les  Sautres  donnent  1^=70  :  donc  70*9= 
630,  et  par  conséquent  630-60 37800 

Le  n.o  14  produit  2520  :  car  les  2  formes  difU- 
rentes  auront  9*8=72;  les  trois  pareilles  sur  les 
7  carrés  restans  auront  ^=35  :  donc  72*35= 
2520,  et  2520*180 45SG0O 

Le  n.o  15  donne  1260  :  car  les  2  formes  pa* 
reilles  ont  ^=36;  les  3  formes  pareilles,  sur 
les  7  places  restantes,  auront  j^  =  35  :  ainsi 
36*35=1260,  et  par  conséquent  1260*  120. ..  •     151200 

Le  n.o  1 6  aura  3780  :  car  la  forme  seule  peu! 
occuper  l'une  des  9  places.  Sur  les  8  restantes, 
2  formes  pareilles  auront  ^=28;  et  sur  les  6 
restantes  les  2  autres  pareilles  auront  ^  =  15: 
donc  28*15*9=3780;  donc  3780*180 680400 

Le  n.o  17  fournira  7560  :  car  les  formes  difié- 
rentes  auront  9 *  8  *  7 =504; les  2 pareilles,  sur 
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SM 


1866696 


907200 
90720 


33600 


Report 

1  places  restantes ,  auront  '-^=:t5y  et  50ik«15 
WK):donc  7560.120 

3n.o  18aara15120^=:9*8.7.6*5:donc  6*15120« 
;  n.o  19donne  1680  :  car  3  formes  pareilles 
nt  ^  =  84.  Trois  autres  pareilles,  sur  les  6 
3s  restantes,  ont  f^=20;  il  n'y  a  rien  pour 
rois  autres  pareilles,  dont  la  place  reste  fixée  : 

3  84.20=1680,  et  1680.20= 

d  JW"  20  aura  5040  :  car  la  forme  seule  peut 
ettre  aux  9  places.  Les  2  pareilles  aux  8      ^ 
»s  restantes  auront  Yfj[==t8;  trois  autres  pa- 
îs ,  sur  ies  6  places  restantes ,  ont  g|f|=20  : 

9.20.28=5040 ,  et  par  conséquent  5040.90.    453600 
n.^21  donnel  0080:  caries  3  formes  différentes 
)*8.7=504;  les  3  de  forme  pareille,  sur  les 
iccs  restantes ,  ont  20  :  donc  504*20=1 0080, 

ir  conséquent  10080.60 

i  n.*"  22  aura  7560  :  car  2  pareilles  ont 
luits  différens ,  z=:  36  ;  deux  autres  pareilles , 
[es  7  places  restantes ,  1^^=21;  et  enfin  deux 
3s  pareilles  sur  Ies5  carrés  restans,  i^S=10 : 

36.21.10=7560  :  donc  7560.60 

!  n.*"  23  produit  15120  :  car  les  2  formes  dif- 
itcs  donnent  9.8=72.  Deux  pareilles,  sur 

places  restantes,  '^^=21  ;  deux  autres  pa* 
ts,  sur  les  5  carrés  restans,  ^-^=:10:  donc 
1.10=15120,  et  par  conséquent  15120.180. 


604800 


453600 


2721600 
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Report 7131816 

Le  n.*"  24  aura  30240  :  car  les  4  formes  diffé^ 
rentes  donnent  9*8-7»G=:3024 ;  deux  pareilles, 
sur  les  5  places  restantes,  ^^=10  :  ainsi  3024*10 
=30240:  donc  30240  •  30 907200 

Le  n.**  23  donne  22680  :  car  la  forme  seule  ai>- 
ra  9  :  deux  pareilles,  ^^  =  28  ;  deux  autres  pa- 
reilles, ^=  15 ;  deux  autres  pareilles,  ij'=  6  : 
donc  6«9.15*28=22680;  ainsi  22680-30 680400 

Le  n.^"  26  aura  45360  :  car  les  trois  formes  di^ 
férentes  donnent  9*8»7=304;  deux  pareilles ,  sur 
les  6  places  restantes,  ^-f^  =r  15;  et  deux  autres 
pareilles,  sur  les  4  places  restantes,  4^=6  : 
donc 6.15>504=45360;*ûnsi  45360-20 907200 

Réunissant  toutes  les  combinaisons ,  on  aura  ,  — 
9,626,616 9626616 

On  a  dit  que  la  quadruple  bordure  restait  fixe,  que 
chaque  carré  partiel  de  1 1  conscrrait  ses  nombres  qui 
forment  des  séries  naturelles,  ce  qui  a  permis  de  cons- 
truire le  carré  de  9  par  la  méthjodc  expéditive  à  l'ordinaire  ; 
et  de  plus,  que  les  carrés  qui  prendraient  Fune  des  six 
formes  du  carré  de  1 1 ,  suivraient  l'ordre  des  nombres  de 
celles  qui  entrent  dans  le  carré  de  la  figure  45.  Ainsi ,  dans 
le  cas  que  l'on  considère ,  lequel  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier d'un  autre  cas  particulier,  on  a  9,626,616  manières  de 
distribuer  les  6  formes  dans  le  carré  de  9  carrés  de  1 1. 
Aucun  auteur  ne  s'est  occupé  de  ces  recherches  curieuses. 

Mais  que  sont  ces  combinaisons  de  formes  comparative- 
ment  à  celles  que  présente  le  seul  cas  particulîei:  où  les 
angles  sont  invariables  dans  les  bordures  et  les  formes. 
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suhmt  Pordre  des  nombres  de  celles  de  la  figure?  Les  bor- 
dures ont,  saToir :1a  1.r«,(1,2,3. . . .  39)*; la 2.e,  (i;2. .« . 
37)«5la  3.e,(1 ,2. . .  •  35)«;ella  4.e,(1 ,2. . . .  33)*poar  les 
nombres  intermédiaires  entre  les  an^es.  Les  carrés  partieb 
pour  chaque  distribution  particulière  des  formes,  présent 
tendait  aussi  des  combinaisons  en  nombre  considérable, 
et  il  fimdrait  multiplier  tous  les  produits  les  uns  par  les 
autres»  On  aurait  cependant  porté  son  attention  sur  un 
cas  seulement. 

Retenant  à  Laffire,  on  a  dit qull  ayait  cité  Moscopule, 
qui, dans  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  royale,  donne, 
pour  les  carrés  impairs,  des  méthodes  compliquées ,  mab 
qui  rentrent ,  par  leur  décomposition  en  tableaux,  dans  les 
rè^s  de  formation  données;  et,  conmie  on  a  exposé  la 
méthode  de  LaHire,  et  que  celui-ci  a  employé  ou  mo- 
difié la  manière  de  conq>osition  de  ce  Mdsc<qfHiIe,  il  n'y  a 
pas  lieu  de  s'occuper  de  cet  auteur*. 

s  2' 

METHODE  DE  BACHBT  DE  lÉZÉRIAC. 

* 

Badiel^t  avoir  tu  les  7  carrés  de  3  à  9,  comme  dans 
Agrippa,  mais  sans  rèf^  pour  les  c<mstruire.  Voici  sa 
méthode  pour  les  impairs  :  car  il  ayoue  n'avoir  rien  trouvé 
pour  les  pairs.  On  va  appliquer  au  carré  de  7  cette  mé- 
thode ,  d'ailleurs  très-circonscrite  :  car  eDe  ne  renferme 
qu^un  cas  particulier  sur  la  quantité  dont  un  carré  impair 
est  susceptible. 

On  construit  le  carré  do  7  en  cases  vides ,  à  l'ordinaire  ; 
on  prolonge  d'une  case  en  haut  et  en  bas  la  2.®  et  la  ds 
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▼erticale;  de  2  cases  aussi  haut  et  bas  la  3.®  ci  la  5.^; 
enfin  encore  d'une  case ,  haut  et  bas,  de  plus  qa'à  la 
ligne  précédente ,  et  ainsi  de  suite ,  suivant  les  carrés.  Oa 
agitde  même  pour  les  horizontales  {figure  K^plancheYSSÏ^ 
on  place  ensuite  les  nombres  de  la  progression  aritlmé- 
tique  diagonalement  et  par  ordre,  à  commencer  par  la 
case  la  plus  extérieure,  ce  qui  donne  moyen  de  plaoerloos 
les  nombres  de  la  racine;  on  rerient  a  placer  k  nombre 
suivant  à  la  case  la  plus  extérieure  de  la  2.®  ligne  diago- 
nale, parallèle  à  la  1  J«,  et  ainsi  de  suite.  Cela  hk,  on  ne 
touche  plus  aux  cases  pleines  du  carré,  mais  on  rabat  k» 
nombres  hors  du  carré  sur  les  cases  vides ,  tamnaoatde 
sur  horizontale ,  et  verticale  sur  yerticale ,  en  comptant  7  à 
partir  de  la  case  à  rabattre,  elle  non  comprise ,  et  en  géné- 
ral en  comptant  un  nombre  égal  à  la  racine.  Ici,  par 
exemple,  si  Ton  compte  verticalement  7  à  partir  de  l'asile 
non  comprise,  on  trouve  qu'elle  tombe  sur  la  5.«  casede 
la  4.e  verticale ,  ou  la  4.^  case  do  la  5.®  horiaontak.  De 
même  comptant  7,  à  partir  et  non  compris  13,  ce  der- 
nier nombre  se  trouvera  au  milieu  de  la  l.>^  verticafe  dn 
carré,  et  ainsi  des  autres  nombres  en  dehors  du  carré 
que  Ton  voit  {fiffire  47,  planche  YIU).  Yoici  les  tableaux 
de  composition  résultans  du  carré  construit  par  cette 
méthode. 
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15  2  6  3  7  4  /21  42  14  35    7  28    0 

5  2  6  3  7  4  1  .(  0  21  42  14  35    7  28 

S  \2  6  3  7  4  1  5  §  128    0  21  42  14  35    7 

S /6  374152  q/728    0  2M2  14  35 

^  J3  7  4  1  5  2  6  ^  J35    7  28    0  21  42  14 

7  4  15  2  6  3  ^  f  14  35    7  28    0  21  42 

^4  1526  3  7  \42  14  35    7  28    0  21 

En  examinant  ces  tableaux,  on  Toît  qu'ils  ne  présentent 
qu'nn  cas  des  méthodes  générales  précédemment  expo* 
sées.  Ici  chaque  diagonale  est  répétée ,  savoir  :  l\mc 
dans  un  tableau,  et  Topposée  dans  Tautre  tableau;  de 
plus,  les  nombres  symétriquement  placés  par  rapport  au 
centre,  donnant  une  somme  double  du  moyen,  ce  qui 
constitue  Tune  des  combinaisons  établies  plus  haut.  Ainsi 
les  formules  de  Moscopule,  d^Agrippa  et  de  Bachet  ne 
sont  qu'une  application  très-limitée  des  formules  géné- 
rales.      ^ 

La  construction  précédente  donne  encore  un  moyen 
cxpéditif  de  construction,  et  la  figure  47  suffit  pour  le  faire 
connaître.  On  met  le  1.^^  terme  de  la  progression  sous  le 
moyen,  qui  est  au  centre  du  carré ,  et  Ton  place  les  nombres 
par  ordre  en  diagonale  :  lorsqu'on  sort  par  le  bas ,  on.  met  le 
suiTant  au  dessus  de  la  ligne  suivante;  si  l'on  sort  par  le 
côté,  le  nombre  suivant  est  au  commencement  de  la  ligne 
suivante;  si  l'on  arrive  à  une  case  remplie,  le  nombre  qui 
vient  ensuite  est  placé  dans  la  même  ligne  que  le  précé- 
dent,  mais  à  deux  cases  au  dessous  ;  si  Ton  n'arrivait  pas  a 
une  case  convenable ,  la  ligne  étant  finie ,  on  compterait 
toujours  2  cases;  mais  alors  on  placerait  le  nombre  au 
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zontale,  pourvu  que  le  premier  nombre  soit  plus  grand 
que  36 ,  moyen  des  multiples ,  et  ayant  soin  aussi  qu'elle 
comprenne  tous  les  simples  et  tous  les  multiples.  Ayant 
donc  choisi  Tordre  des  simples ,  4,  3, 1,  7, 8, 9, 2, 6, 5,  il 
n'y  a  de  forcé  que  le  5  de  la  fin.  Les  multiples ,  pour  cette 
ligne ,  peuTent  être  36, 0,  27, 45, 72,  54, 6S,  18,  9.  Il  n'y 
a  de  forcé  que  36,  moyen,  et  premier  multiple.  En  addition- 
nant ces  nombres  par  ordre ,  on  aura  la  1 J®  ligne  du  carré. 
Les  multiples  se  placenta  gauche  de  la  1.^  verticale;  après 
36  viendront,  en  ordre  renversé ,  9, 18, 63, etc. 

On  conçoit  cet  ordre  renversé ,  puisqu'on  commence  la 
2.e  ligne  du  2*^  tableau  par  le  dernier  terme  de  la  1/^,  et 
ainsi  de  suite. 

La  1  je  diagonale  du  carré  se  compose  donc  de  S6  ajouté 
aux  nombres  simples  pris  de  2  en  2  en  commençant  par  4. 
On  conçoit  également  pourquoi  les  simples  sont  ajoutés 
de  2  en  2 ,  pubque  la  2.^  ligne  commence  par  le  2.^  nombre 
de  la  \j^y  et  par  conséquent  la  diagonale  aura  le  3.^ 
nombre,  et  ainsi  des  autres;  die  sera  donc 

30+4  36+1   36+8  36+2  36+5  36+3  36+7  86+9 
30+6, 

Cette  diagonale  formée ,  on  obtient  les  autres  parallèles 
comme  suit  : 

Le  2.C  multiple  s'ajoutera  au  2s  nombre  simple  3,  et  Ton 
aura  la  parallèle  à  la  diagonale  en  ajoutant  ce  multiple  9 
aux  simples  nombres  de  2  en  2.  On  aura  donc  ; 

9+3  9+7  9+9  9+6  9+4  9+1  9+8  9+2 

Le  9.<^  nombre  sera  9+5=1 4 ,  déjà  placé  :  en  effet  il  hni 
que  la  somme  dos  parallèles  à  la  l.re  diagonale  soit  égale  â 
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On  peut  aussi  construire  le  2.®  tableau  comme  le  1.^,  et 
réciproquement. 

n  est  utile  de  considérer  autrement  la  coniection  des 
tablescux* 

Le  1.®'  commençant  par  l'unité,le2.e  terme  delà  l.^e 
horiiontale,  qui  est  la  seule  ligne  que  l'on  considère,  sera 
le  nombre  qui  suit  le  moyen.  Tiennent  ensuite  le  2.® 
nombre  et  le  2.^  après  le  moyen  ;  puis  le  3.^,  et  le  3.®  après 
le  moyen,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  moyen,  qui  est  le 
dernier. 

-Quant  au  2.«  tableau,  après  avoir  placé  d'abord  le 
moyen,  le  2.®  terme  est  le  dernier  multiple,  et  le  3.®  cdui 
qui  précède  le  moyen;  ensuite  l'ayant-demier,  et  celui  qui 
précède  de  deux  rangs  le  moyen.  On  continue  aimii  jus- 
qu'à ce  qu'on  ait  employé  tous  les  multiples.  On  Toit  que 
ce  tableau  n'est  que  l'inyerse  du  précédent. 

Cette  dernière  manière  de  considérer  les  tableaux  est 
plus  aisée  à  retenir,  et  la  seule  conyenaMe  lorsque  les 
progressions  sont  interrompues. 

Soient,  par  exemple,  pour  le  carré  de  7, les  progres- 
sions. 

«•7-10.13.16*19*22....27«30«33-36.39»42.45... 
dO*  53*56. 59. 62*65. 68...73. 76  •79«82. 85. 88*91... 
96.99.102.105.108.111.114....  119.122.125.128 
131*134.137....  142.145.148.151.154.157. 160. 

Les  nombres  du  1.^  tableau  par  ordre  sont  ceux  de  la 
1.^  progression  ci-dessus ,  et  seront  distribués  dans  la  l.^e 
horizontale  comme  suit  : 


*398  KJÉTHODE 

4  16  7  19  10  22  13 

La  2.^  ligne  commence  par  le  2.^  terme. 

Quant  anx  multiples  du  2.^  tableau  par  ordre ,  is  sont 
0,23,  4G,G9,  92, 115, 138,  et  la  l.re  horizontale  défi» 
dra  G9,  138,46,  115,  23,  92,  0; la  2.^  ligne  commence 
par  le  dernier  terme  de  la  1.^^  Si  Ton  renTersait  cetle 
ligne,  elle  présenterait  FinTerse  de  llioriiontale  do  U^ 
tableau.  Il  suffit  donc  de  retenir  cette  ligne;  on  Mto  auH 
des  additions  et  des  soustractions. 

Si  Ton  ne  Tcut  pas  se  serrir  de  tableaux,  les cairés  ne 
sont  pas  plus  difficiles  que  pour  le  cas  de  progression 
continue  commençant  par  l'unité.  Yoir  Texemple  sur  le 
carré  de  7,  avec  les  progressions  ci-dessus  {planche  UJl^ 
Jtgur^  fil  ter). 

La  construction  des  carrés  magiques  avec  onceîale 
était  un  problème  célèbre  du  temps  de  Frénîcle;  le  père 
Prestot  avait  rendu  plus  facile  et  plus  claire  TancienDe  mé- 
thode; mab  celle  de  La  Hire  est  plus  expéditire,  et  ceDe 
parles  différences  est  la  plus  générale,  quoi  qu'ait  pu  faire 
plus  tard  Sauveur. 

§  3. 

MÉTHODE    DE    POIGIfAKD. 

Poignard  ayant  composé  ses  carrés  impairs  parla  mé- 
thode expéditivc,  il  n'y  a  plus  lieu  de  s'en  occuper;  mais 
La  Hire  a  démontré  que  la  méthode  de  Poignard  n'est  pas 
générale  lorsque  la  racine  n'est  pas  un  nombre  premier,  et 
il  relève  l'erreur  de  Poignard  relativement  au  carré  de  9* 
Ce  dernier  ayant  traité  particulièrement  des  carrés  pairs. 
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dn  j  reviendra  lorsqu'on  s'occtipenf  de  ce  genre  de 
carrés. 

S  4. 

HÉTHODE    DE   FRÉNIGLB. 

Frénicle  s'est  particolièrement  occupé  des  cBfférentes 
manières  de  former  les  carrés  de  5  et  de  4  de  racine ,  mais 
il  en  a  oublié  un  grand  nombre*  Ce  qu'il  y  a  de  plus  re* 
marquable  dans  son  ouvrage,  c'est  ce  qu'O  appelle  atta-* 
chôment  de  figure,  et  qui  consiste  à  Ëdre  telle  ou  telle 
bordure  exacte,  et  telle  autre  défectueuse,  de  manière 
cependant  que  le  carré  total  soit  magique,  ainsi  que  ceux 
dont  la  bordure  n'est  pas  on  défiiut,  tandb  que  ceux  dont 
la  bordure  n'est  pas  exacte  ne  sont  pas  magiques.  On  ren- 
verra ce  qu'il  dit  sur  cette  matière, dans  la  troisième  partie 
de  ce  traité. 

s  5. 
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Cet  auteur,  le  plus  obscur  de  tous,  sera  ici  analjsé  briè« 
vement.  U  ne  donne  point  de  démonstrations;  ses  méthodes 
sont  entortillées,  et  son  ouvrage  fourmille  de  fautes.  Cepen- 
dant il  est  le  premier  qui  ait^parlé  des  croix ,  châssis  et 
cubes  magiques  ;  mais  il  ne  ùii  que  les  indiquer,  sans  en- 
trer en  matière.  Quels  que  soient,  au  reste,  les  moyens  qu'il 
adopte,  l'apparence  de  généralité  qu'il  semble  présenter, 
se  réduit,  en  définitif,  à  la  formation  des  tableaux  tdis 
qu'on  les  a  donnés ,  et  les  lettres  qu'il  emploie  n'apportent 
ni  plus  de  simplicité ,  ni  plus  de  clarté  dans  ses  cons- 
tructions. 
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zontale^  pourvu  que  le  premier  nombre  soit  plus  grand 
que  3G ,  moyen  des  multiples ,  et  ayant  soin  aussi  qu'elle 
comprenne  tous  les  simples  et  tous  les  multiples.  Ayant 
donc  choisi  Tordre  des  simples  ,A,  3,1,7, 899)2,6,5,il 
n  Y  a  de  forcé  que  le  5  de  la  un.  Les  multiples ,  pour  cette 
ligne,  peuvent  être  36, 0,  27, 45, 72,  54, 68, 18,  9.  U  n'y 
a  de  forcé  que  36,  moyen,  et  premier  multiple.  En  additicm- 
nant  ces  nombres  par  ordre ,  on  aura  la  1 J®  ligne  du  carré. 
Les  multiples  se  placent  à  gauche  de  la  1  .>^  verticale;  après 
36  viendront,  en  ordre  renversé,  9, 18, 63, etc. 

On  conçoit  cet  ordre  renversé  ,  puisqu'on  commence  la 
2.®  ligne  du  2.«  tableau  par  le  dernier  terme  de  la  1/^,  et 
ainsi  de  suite. 

La  1  .re  diagonale  du  carré  se  compose  donc  de  36  ajouté 
aux  nombres  simples  pris  de  2  en  2  en  commençant  par  4. 
On  conçoit  également  pourquoi  les  simples  sont  ijoutés 
de  2  en  2 ,  puisque  la  2.^  ligne  commence  par  le  2.^  nombre 
de  la  Ij^,  et  par  conséquent  la  diagonale  aura  le  3.^ 
nombre,  et  ainsi  des  autres;  elle  sera  donc 

3G+4  36+1   36+8  36+2  36+5  36+3  36+7  36+9 
36+6. 

Cette  diagonale  formée ,  on  obtient  les  autres  parallèles 
comme  suit  : 

Le  2.^  multiple  s'ajoutera  au  2.^  nombre  simple  3,  et  Ton 
aura  la  parallèle  à  la  diagonale  en  ajoutant  ce  multiple  9 
aux  simples  nombres  de  2  en  2.  On  aura  donc  : 

9+3  9+7  9+9  9+6  9+4  9+1  9+8  9+2 

Le  9.^  nombre  sera  9+5z=:1 4 ,  déjà  placé  :  en  etki  0  frut 
que  la  somme  des  parallèles  à  la  l.^e  diagonale  soit  égale â 
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ceDe  des  nombres  simples,  plus  à  9  répété  9  fois;  et, 
comme  Ton  n'avait  que  8  nombres  à  sa  première  paraUèle , 
il  bllait  encore  prendre  celle  qui  n'en  contenait  qa\m  seul, 
et  c'est  la  dernière  case  de  la  1  .f»  ligne  déjà  remplie. 

Les  parallèles  suivantes  doivent  ensemble  contenir  9 
nombres.  On  prendra  le  3.®  multiple  18,  que  l'on  ajoutera 
au  3.0  simple  choisi;  et  ensuite  18  avec  les  autres  simples 
par  ordre  de  2  en  2,  donnera 

18+1  18+8  18+2  18+5  18+3  18+7  18+9  18+6 
18+4. 

On  aura  (en  suivant  la  marche  ci-dessus,  où  l'on  voit 
que  la  i.^^  parallèle  s'arrête  à  18+9,  et  qu'il  but  encore 
2  termes  par  la  parallèle  complémentaire  18+6,  18+ik), 
les  autres  paraUèles  complémentaires  : 

6S+7  63+9  63+6  63+4  63+t  63+8  63+2  63+5  63+3 
Sl+S  54+2  54+5  54+1  54+7  54+9  54+6  64+4  54+1 
72+9  72+6  72+4  72+1  72+8  72+2  72+5  72+3  72+7 
45+2  45+5  45+3  45+7  45+9  45+6  45+4  45+<  45+8 
27+6  27+4  27+1  27+8  27+2  27+5  27+3  27+7  27+9 
0+5     0+3     0+7     0+9     0+6     (4-4     0+1     0+8     0+2 

Le  carré  est  terminé,  et  au  moyen  des  simides  et  des 
multiples  placés  au  dessus  et  à  côté  du  carré  vide  on 
peut  le  remplir  sans  le  secours  des  tableaux,  dont  les 
petits  et  les  grands  nombres  tiennent  la  place.  C'est  tou- 
jours la  méthode  donnée  ailleurs  ;  on  a  supprimé  les  lettres, 
parce  qu'elles  devenaient  inutiles  :  on  peut  toujours^  les 
suf^rimer  lorsqu'on  opère  par  diagonales  répétées. 

On  donne  encore  ici  le  carré  de  1 3  par  le  même  pro- 
cédé {figure  51 ,  planche  XI  ).  Ici  le  moyen  des  nombres 
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zontale^  pourvu  que  le  premier  nombre  soit  plus  grand 
que  3G ,  moyen  des  multiples ,  et  ayant  soin  aussi  quelle 
comprenne  tous  les  simples  et  tous  les  multiples.  Ayant 
donc  choisi  Tordre  des  simples,  A,  3, 1,  7, 8,  9, 2,  6, 5,  il 
n'y  a  de  forcé  que  le  5  de  la  un.  Les  multiples ,  pour  cette 
ligne,  peuvent  être  36, 0,  27, 45, 72,  54, 68, 18,  9.  Il  n'y 
a  de  forcé  que  36,  moyen,  et  premier  multiple.  En  additioD- 
nant  ces  nombres  par  ordre ,  on  aura  la  1 J®  ligne  du  carré. 
Les  multiples  se  placent  à  gauche  de  la  1  .^^  verticale;  après 
36  viendront,  en  ordre  renversé ,  9, 18 ,  63,  etc. 

On  conçoit  cet  ordre  renversé ,  puisqu'on  commence  la 
2.e  ligne  du  2.^  tableau  par  le  dernier  terme  de  la  1«^,  et 
ainsi  de  suite. 

La  1  .re  diagonale  du  carré  se  compose  donc  de  36  aîooté 
aux  nombres  simples  pris  de  2  en  2  en  commençant  par  4. 
On  conçoit  également  pourquoi  les  simples  sont  i^utés 
de  2  en  2 ,  puisque  la  2.«  ligne  commence  par  le  2.^  nombre 
de  la  l.re,  et  par  conséquent  la  diagonale  aura  le  3-« 
nombre,  et  ainsi  des  autres;  elle  sera  donc 

3G+4  36+1   36+8  36+2  36+5  36+3  36+7  36+9 
36+6. 

Cette  diagonale  formée ,  on  obtient  les  autres  parallèles 
comme  suit  : 

Le  2.e  multiple  s'ajoutera  au  2s  nombre  simple  3,  et  Von 
aura  la  parallèle  à  la  diagonale  en  ajoutant  ce  multiple  9 
aux  simples  nombres  de  2  en  2.  On  aura  donc  : 

9+3  9+7  9+9  9+6  9+4  9+1  9+8  9+2 

Le  9.^  nombre  sera  9+5=1 4 ,  déjà  placé  :  en  efki  il  frut 
que  la  somme  des  parallèles  à  la  l.^e  diagonale  soit  ^;ale  à 
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ceDe  des  nombres  simples ,  plus  à  9  répété  9  fois;  et, 
comme  Ton  n'avait  que  8  nombres  à  sa  première  parallèle, 
il  fiiUait  encore  prendre  celle  qai  n'en  contenait  quHm  seul, 
et  c'est  la  dernière  case  de  la  1  .f»  ligne  déjà  remplie. 

Les  parallèles  suivantes  doivent  ensemble  contenir  9 
nombres.  On  prendra  le  3.®  multiple  18,  q[ue  l'on  ajoutera 
au  3.0  simple  choisi;  et  ensuite  18  avec  les  autres  simples 
par  ordre  de  2  en  2,  donnera 

18+1   18+8  18+2  18+5  18+3  18+7  18+9  18+6 
18+4. 

On  aura  (en  suivant  la  marche  ci-dessus,  où  l'on  voit 
q[ue  la  ij^  parallèle  s'arrête  à  18+9,  et  qu'il  but  encore 
3  termes  par  la  parallèle  complémentaire  18+6,  18+ik), 
les  autres  parallèles  complémentaires  : 

«S+7  63+9  63+6  63+4  63+t  63+S  63+2  63+6  63+3 
€1+6  54+2  54+5  54+3  54+7  54+9  54+6  54+4  54+1 
72+9  72+6  72+4  72+1  72+8  72+2  72+5  72+3  72+7 
45+2  45+5  45+3  45+7  45+9  45+6  45+4  45+<  45+8 
27+6  27+4  27+1  27+8  27+2  27+5  27+3  27+7  27+9 
0+5     0+3     0+7     0+9     0+6     0+4     0+1     0+8     0+2 

Le  carré  est  terminé,  et  au  moyen  des  simides  et  des 
multiples  placés  au  dessus  et  à  côté  du  carré  vide  on 
peut  le  remplir  sans  le  secours  des  tableaux,  dont  les 
petits  el  les  grands  nombres  tiennent  la  place.  C'est  tou- 
jours la  méthode  donnée  ailleurs  ;  on  a  supprimé  les  lettres, 
parce  qu'elles  devenaient  inutiles  :  on  peut  toujours^  les 
suf^rimer  lorsqu'on  opère  par  diagonales  répétées. 

On  donne  encore  ici  le  carré  de  1 3  par  le  même  pro- 
cédé {figure  51 ,  planche  XI  ).  Ici  le  moyen  des  nombres 
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simples  est  à  la  1/^  diagonale;  celui  78  des  multiples  est 
à  la  seconde*  La  colonne  yerticale  est  à  droite ,  et  ce  sont 
les  parallèles  à  cette  seconde  diagonale  qae  l'on  forme  pour 
avoir  le  carré.  On  a  choisi ,  pour  l'ordre  des  simples  de  h 
première  ligne,  7,  6, 1,13,8,  9,9,5,3,  10,  2,4,  If, 
12,  dont  il  n'y  a  que  le  moyen  7  qui  soit  à  place  for- 
cée; les  multiples  sont  78,  39,  65, 13, 156,  0,  26,  91, 
52,  U3, 130,  104,117;  U  n'y  a  que  78  dont  la  position 
soit  forcée  ;  les  autres  multiples  se  placent  à  Tolonté»  La 
première  ligne  se  construit  en  ajoutant  les  multiples  dans 
l'ordre  renversé ,  avec  les  simples ,  à  conmiencer  par  le 
premier,  78,  qui  est  fixe,  puis  par  117,  104,  etc.,  et  en 
allant  de  gauche  à  droite ,  ou  en  commençant  par  le  2.^ 
multiple  ajouté  au  premier  simple,  qui  est  le  moyen ,  et  en 
continuant  par  ordre. 

La  2.®  diagonale  s'obtient  en  ajoutant  78  aux  nombres 
simples  de  2 en 2:  ainsi  78  +  12,  78+4,  78  +  10,etc; 
on  aura  ensuite  39+11,  39+2,  39+3,  etc.;  puis  65+4, 
G5+10,  65+5,  etc.,  et  Ton  achèvera  facilement  le 
carré  au  moyen  des  parallèles  complémentaires  à  la  2.^ 
diagonale. 

Sauveur  donne  une  autre  méthode  qu'il  nomme  mé- 
thode par  indices.  On  voit  le  carré  de  7  {Jiq,  49,  pL  VIII  ) 
construit  par  ce  moyen. 

Les  nombres  placés  au  dessus  delà  l.rc  horizontale  sont 
0 , 1 ,  2,  3,  4 , 5 ,  6. . . .  r —  1  ;  et  cei  nombres  sont  les  in- 
dices des  deux  espèces  de  lettres  qui  se  trouvent  dans  la 
1  .^^  horizontale,  laquelle  se  compose  à  volonté. Tenant  aux 
indices  de  gauche,  on  en  place  2  devant  chaque  case 
de  la  l.re  yerticale.  La  \J^  colonne  a  0  pour  l.er  indice; 
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cdni  delà  2.^  case  ne  sera  ni  0,  ni  1,  ni  r— -l^nialiqaoie, 
ni  multiple  d'aliquote  de  la  racine.  Cette  colonne  aura 
donc  pour  indices  les  multiples  des  nombres  supérieurs, 
ayant  soin  de  retrancher  la'  racine  ou  ses  multiples  des 
nombres  qui  excèderaientcetteracine.IlsserontdoncO,  2, 
ft ,  6,  1,  3, 5.  Quant  à  la  2.®  colonne,  on  met  encore  0  pour 
premier  indice;  les  autres  sont  toujours  les  multiples  des 
nombres  supérieurs  pris  en  ordre  inyerse,  0, 5,  3, 1^  6,  4, 
2;  ib  serrent  pour  les  petit  s  nombres,  comme  les  premiers 
pour  les  grands.  Une  fois  q[ue  le  premier  grand  nombre  et 
le  premier  petit  choisb  sont  placés  à  la  première  case  de 
chaque  horizontale ,  les  autres  suivent  par  ordre,  comme 
à  la  l.i'c  horizontale.  Ainsi,  par  exemple >  à  la  5.®  horizon- 
tale y  pubquo  1  est  le  premier  indice ,  la  grande  lettre  sera 
B,  qui  a  cet  indice  supérieur; et,  le  2fi  indice  étant  G^qui 
est  supérieur  à  i;,  la  l.r®  case  de  la  5.<>  horizontale  sera 
Jl¥^  et  Ton  suivra  l'ordre  des  lettres  comme  à  cette  1  «^  ho- 
zontale  :  ainsi  pour  la  5.«  les  grandes  lettres  seront  B,  G , 
D,  E,  F,  G,  A;  et  les  petites,  *o^  />,  f ,  r,  Sy  t,  u  :  elle  sera 
donc  JU^,  G/7,  D^,  Er,  Fj,  Gt,  Abu 

On  voit  que  cette  méthode  est  encore  ceHe  connue  au 
moyen  des  tableaux.  Ici  celui  des  multiples  commence  à 
la  2.® ligne  parle  3.®  terme  de  la  l.'^',  et  ainsi  des  autres; 
le  tableau  des  nombres  de  la  racine  commence  ^  au  con- 
traire, par  le  6.^.  G'est  pour  ne  point  avoir  de  nombres 
répétés,  qu'on  ne  prend  pour  indices  de  la  f  .^^  case  de  la 
2.^  horizontale  ni  0,  ni  1,  ni  r-— 1  :  car,  d'après  ces  in- 
dices supérieurs,  on  commencerait  cette  ligne  par  A  si 
l'on  mettait  0  en  indice,  ce  qui  est  impossible;  ou  par  le 
2.e  nombre  de  la  première ,  et  alors  la  2.«  diagonale  serait 


406         KÉTHODES  DE  SAUVEUR. 

• 

répétée;  oa  par  le  dernier,  et  ce  serait  la  1.^^  diagonab 
qui  serait  répétée ,  et  l'on  retomberait  sur  un  des  cas  de 
construction  déjà  donnés.  Ainsi  ces  lettres  et  indices  eom^ 
pliquent  la  construction  des  carrés ,  loin  de  la  simplilia^ 
42uant  aux  nombres  qui  seraient  aliquotes  ou  moltqilai 
d'aliquotes  de  la  racine ,  cela  ne  peut  avoir  lieu  pour  les 
racines  impaires  à  nombres  premiers ,  puisqu'ils  ne  penvent 
avoir  de  semblables  parties. 

Si  n  est  l'indice  de  la  1.'®  ou  2.^  lettre  de  la  3.«  eaas 
de  la  1.'«  Tcrticale,  il  Êmt,  i.^  que  n  marque  la  iiSéremoe 
des  lettres  initiales  de  chaque  horisontale;  que  m+ 1  Êoii 
celle  des  indices  de  la  l.re  diagonale,  et  n-— 1  edk  des 
indices  de  la  2.®  diagonale;  2.o  que  n  ne  soit  ni  afiquote , 
ni  multiple  d'aliquote  de  la  racine;  que  it— -1  ne  k  soit 
pas  de  n4- 1;  que  la  différence  des  deuxindicesà  cette 3L* 
case  ne  soit  pas  de  r,  qui  est  la  racine  :  d'où  il  suit  qnVm 
ne  peut  &ire  de  carrés  magiques  pairs  par  indices^  S.*  que 
kon  p  se  trouTent  seuls  dans  la  ij^  diagonale,  si  ii-f-f= 
r ,  ou  dans  la  2.<^  diagonale,  si  n—  1  =0  :  le  carré  sera 
alors  construit  par  diagonale  ou  méthode  mixte;  4.**  enfin 
qu'il  j  ait  des  lettres  répétées  en  iJ^  diagonale  si  it-f  t 
est  aliquote  ou  multiple  d'aliquote  de  r;  et  de  même  en 
2.^  diagonale  an — 1  est  aliquote  ou  multî(de  d'aliquote 
de  r.  Tout  cela  est  connu. 

S'il  j  a  des  lettres  répétées,  ce  qui  arrive  lorsque  la  racine 
est  composée ,  il  &ut ,  comme  on  l'a  dit  ailleurs ,  qu'elles 
vaillent  ensemble  le  terme  moyen  répété  autant  de  fois  qu'il 
J  a  de  lettres  à  la  période.  En  voici  un  exemple  pour  le 
carré  de  15,  tiré  de  Sauveur  {fig.  52,  pi.  XI.) 

Ayant  composé  la  1  •■'«  horisontale  de  toutes  les  grandes 
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et  petites  lettres  à  T<rfoDté,  on  place  les  indices  supérieurs 
0,1,  2,  S,  etc.,  jusqu'à  1ik=:r-«1;  quant  à  ceux  qui  sont 
placés  à  cAté  des  cases  de  la  verticale,  on  double  ceux  cw 
dessus ,  ajant  soin  de  retrancher  la  racine  r,  qui  est  ici=: 
15,  lorsque  ce  double  excède  r,  et  il  rient  pour  la  l.i^  co- 
lonne 0,  2, 4 , 6,  etc.  Quant  à  la  2.®  colonne,  SauTeur  a 
doublé  les  précédens,  en  retranchant  toujours  la  racine 
lorsqu'il  est  nécessaire,  et  elle  est  devenue  0, 4, 8,  etc.  On 
voit  d'après  cela  que  A,  D,  G,  K,  N  sont  répétés;  îl  frut 
donc  que  les  1.»^%  4.e,  7.®,  10.®  et  13.«  grands  nombres  de 
la  1.>«  horûsontalc  donnent  une  somme  =5 «105 =525, 
puisque  105  est  le  moyen*  Il  &ut  de  plus  que  parmi  les 
petites  lettres,  puisque  a,/*,  f,  sont  répétés,  leur  somme 
soit  =  3*8 = 24,  puisque  8  est  le  moyen  des  petits  nombres; 
enfin  p^  c  ,f,  i,  m ,  étant  répétés  à  la  2.®  diagonaloi  il  tmt 
encore  que  leur  somme  soit  5*8=:40;  et,  puisque  /*est 
répété  dans  chaque  diagonale,  il  sera  au  milieu  du  carré, 
n  est  facile  de  fiedre  le  carré  de  la  figure,  ou  plutdt  son 
tableau,  aussitôt  qu'on  aura  la  1.^^  horizontale  et  la  l.'c 
case  de  la  2.^  horizontale  :  car  les  grandes  et  petites  lettres 
se  suivent  dans  toutes  les  lignes ,  lorsque  l'on  a  la  1  .^^^  case, 
et  cette  L^®  case  ne  dépend  elle-même  que  de  la  1.^  de  k 
2.^  horizontale.  Il  est  donc  inutQe  de  placer  des  indices  : 
car,  la  1  .(^  horizontale  formée,  si  l'on  commence  la  2.^  ligne 
par  un  terme  de  rang  quelconque  de  cette  première,  les 
autres  se  forment  de  même  de  la  précédente,soit  en  grandes, 
soit  en  petites  lettres  :  on  aura  la  précaution  de  ne  pas 
choisir  pour  tes  grandes  lettres  le  même  rang  que  pour  les 
petites,  ou  leurs  midtiples,  et  réciproquement.  Ainsi,  les 
grandes  lettres  de  la  1 J^  horizontale  étant  A ,  B ,  G ,  D,  etc., 
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si  la  2.6  ligne  commence  par  G ,  qui  est  la  3.^  grande  lettre, 
chaque  autre  horizontale  aura  sa  iJ^  grande  lettre  coi^- 
nue  :  car  elles  se  succéderont  de  2  en  2,  et  seront  A,  G, 
E,  G,  etc.;  la  1 J®  diagonale  aura  D  pour  2.»  grande  lettre, 
et  D  est  la  4.^  de  la  ij^  horisontale  :  donc  elles  se  succé- 
deront de  3  en  3;  et,  comme  3  est  aliquote  de  15,il  est  dair 
que  les  nombres  ou  les  lettres  se  répéteront  de  5  en  5^  De 
même,  si  la  2.®  ligne  a  pour  première  petite  lettre  e ,  qui  est 
la  5.0  de  la  1.'<^  h<HÎ2ontale>  ces  horizontales  auront  pour 
1  je* cases  a^e^iy  n,  h,  etc«,  et  se  succéderont  de  4  en  4 ; 
mais  la  Ij®  diagonale  aura  a,/,  Z,  a,  etc.,  qui  se  succès 
dent  de5  en  5  :  donc  il  j  aura  période  de  3.  ({uantàla2.® 
diagonale ,  les  grandes  lettres  étant  P,  A ,  B,  etc. ,  il  n'y  aura 
pas  de  répétition  de  grandes  lettres;  mab  les  petites  étant 
Py  Cjf,  etc. ,  qui  procèdent  de  3  en  3,  il  y  aura  période  de 
5.  Le  reste  du  carré  se  déduit  de  ce  qui  précède,  et  l'on 
peut  le  construire  par  diagonale  si  l'on  juge  à  propos  ;nMis 
il  est  plus  &cile  de  former  immédiatement  les  horiaon- 
tales. 

Puisque  A,D,  G,R,  Ni=525,  on  peut  foire  ces  lettres, 
savoir  :  A=75. . . D=105. . .  G=0. . .  K=:2I0. . .  N= 
l35;quantaui:letlresrestantes,soientB=30. . .  G=45. . . 
E=:15. . .  Fz=60. . .  H=90. . .  1=1  M.. .  L=120. . .  M= 
165. . .  0=180. . .  P=  195  :  ce  sont  tous  les  multiples  de 
15.  De  même, puisque  a4-/+^=24,soienta=12. .  ./= 
2. . .  /=  10.  Enfin ,  puisque  p  +  c  -f-y+  »  +  m=40,  soient 
p=3..  .c=1/il. .  .1=8. . .  m  =  13  ety*=2,  comme  des- 
sus :  on  peut  donner  aux  lettres  restantes  les  valeurs  A=1 
. . .  d:=zli. . .  e=5. .  .g=6. . .  7*  =7. . .  A:=9. . .  n=n 
...0=15. 
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Les  multijdes  de  l'horizontale  sont  donc 
75,30,45,105,15,60,0,90,150,210,120,165,135,180,1955 

Les  petits  nombres  de  la  même  ligne , 

12,  1,14,    4,  5,  2,6,  7,    8,    9,  10,  13,  11,  15,     3. 

La  1.^  horizontale  se  forme  de  l'addition  des  nombres 
ci-dessos  par  ordre. 

La  2.®  commence  par  45,  grand  nombre,  et  par  5,  petit 
nombre,  ce  qui  fait  50;  ensuite  1 05  -f-  2, 1 5  4-  6,  604-7,eta, 
continuant,  lorsqu'une  des  deux  lignes  ci-dessus  est  épui- 
sée, par  le  l.^r  nombre  de  cette  ligne;  et  l'on  tombe  de 
nouveau  sur  45  -|-  5. 

La  3.C  horizontale  commence  par  15,  grand  nombre,  et 
8,  petit  nombre:  on  aura  donc  15  +  8,604-9,0+10, 
904-13, 150  + 11 ,  etc.  :  car  les  grands  nombres  com- 
mencent les  horizontales  en  prenant  ces  nombres  de  2  en 
2 ,  et  les  petits  de  4  en  4.  OuToit  donc  que  cet  écha&udage 
d'indices  est  très-inutile,  et  qu'on  peut  même  supprimer 
les  tableaux  au  moyen  des  observations  précédentes.  Tout 
cela  rentre  dans  les  méthodes  de  formation  connues.  Voir 
(Jg.  53,  pi.  XI). 

Sauveur  donne  encore  la  méthode  qu'il  appelle  mixte. 
Pour  cela  les  grandes  lettres  sont  en  diagonale,  et  paral- 
lèles à  la  diagonale.  Cette  diagonale  et  les  parallèles  sont 
donc  composées  de  lettres  répétées,  et  celles  de  la  diago- 
nale sont  le  moyen;  il  met  alors  des  indices  qui  ne  servent 
que  pour  les  petites  lettres  (^«54,  pL  XI).  Les  indices 
latéraux  sont  les  supérieurs  de  3  en  3,  c'estp-a-dire  qu'il 
commence  le  1.<^r  tableau,  à  la  2.^  ligne,  par  le  4.^  terme 
delà  l.re. 
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Si  l'on  iait  A=^10=:le  moyen. . .  6=0. . .  e =5. . .  D=s 

15. . .  E=20. 9=:1. . .  9=2. . .  r=33. .  •  szmH . . . 

t=:5:  on  aura  le  carré  Çfig*  55,  pL  XI).  C'est  eùcorevoe 
construction  qui  rentre  dans  celles  données  ailleurs. 

Quanta  la  méthode  désordonnée ,  comme  l'appdle  San- 
veur,  c'est  une  complication  obscure  et  impossible  à  re- 
tenir :  car  cet  auteur  ne  se  pique  pas  de  lucidité.  Il  suffit 
de  savoir  qu'elle  rentre  toujours,  comme  les  précédentes, 
dans  la  formation  de  carrés  par  tableaux. 

§   6. 

KÉTHODB   DE    d'ONS   EN    BEAT. 

D'Ons  en  Bray  ne  s'étant  occupé  que  de  carrés  pairs ,  on 
reyiendra  sur  sa  méthode  dans  la  seconde  partie  de  oe 
traité. 

S   7. 

■  ÉTHODE    DE    RALLIER    DES    OURHES. 

Cet  auteur  considère  cinq  cases  qu'il  appelle  le  noyau  : 
celle  du  centre,  où  se  trouve  le  moyen;  celle  au  dessous 
du  centre,  où  est  l'unité;  et  celle  à  gauche  du  centre,  où 
se  place  la  racine  ;  les  complémens  sont  dans  les  cases  op* 
posées,  autour  du  centre*  Voici ,  pour  le  cairé  de  7,  sa 
manière  d'opérer  {fig.  56,  pi.  XI). 

Après  avoir  placé  comme  est  dit  les  inis  nombres, 
qui  sont  le  premier  ou  l'unité,  le  moyen  et  la  racine ,  et  les 
complémens ,  0  complète  l'horizontale  et  la  vertioale  d« 
milieu.  Pour  cela  il  considère  le  moyen  comme  le  premier 
terme  d'une  progression  décroissante  dont  la  raison  est  r-f  1 , 
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rétantla  racine;  icilaraison=±:7+ 1=^8;  et  il  met  25— 
8=:17  aa  dessus  de  ft9,  complément  de  l'miité.  Ce  nombre 
4i9  est  aoBsi  considéré  comme  premier  terme  de  la  même 
progression  :  donc  49*— 8=:41  se  met  au  dessus  de  17,  et 
ainsi  de  2  en  2;  quant  au  moyen  et  à  l'unité,  ils  sont  aussi 
regardés  comme  premiers  termes  d'une  progression ,  mais 
croissante,  dont  la  raison  est  la  même  que  pour  la  précé- 
dente; ainsi  25+8=33  se  met  sous  1,  et  1  -{-  8=9  sous 
33,  en  continuant  ainsi  de  2  en  2.  Pour  lliorizontale  la 
différence  de  progression  est  r — 1  =;6  du  côté  de  la  ra- 
cine, et  —  6  du  côté  opposé  :  donc  234-6=31  se  met 
après  7,  puis  7-1-  6=13,  toujours  de  2  en  2;  de  même 
25—6=19  se  place  après  43,  et  43—6=37,  après  19. 
Gela  fait,  on  opère  par  diagonales;  les  différences  sont  en 
moins  pour  la  partie  supérieure  de  lliorizontale  du  milieu, 
savoir  :  —  I  pour  la  partie  à  gauche  de  la  verticale ,  et 
— 7  pour  la  partie  à  droite  :  ainsi  17 — 1  =  16. . .  17 — 
7=10. . .  49—1  =48. . .  48—1=47. . .  25—1=24. . . 
24— 1=23...  23— 1=22...  49— 7=42...  42— 7= 
35. .  .25— 7=18. . .  18—7=11. . .  11—7=4.  Quant  à 
la  partie  inférieure  de  l'horizontale ,  les  différences  sont  en 
plus,  savoir  :  +  1  pour  la  droite  de  la  verticale,  et  +7 
pour  la  gauche: ainsi 85+7=32. . .  32+7=39. . .  39+7 

=46. ...  1  +7=8 8+ 7=15, etc.;  25  +  1=26. . . . 

26  +  1=27.  . .  1  + 1  =2 . . .  2+ 1  =3,  etc.;  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  ]^us  simple,  lorsque  la  partie  supérieure  est 
remplie ,  de  mettre  lescompléinens  aux  cases  symétriques  : 
ainsi  3  répond  symétriquement  à  47  :  car  47+  3=50= 
un  couple.  42  répond  à  8,  et  ainsi  du  reste.  {Figure  57, 
planche  XI). 
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On  doit  remarquer  que  ce  carré  est  le  même  que  cdm 
de  la  figure  47 ,  construit  d'après  la  figure  46 ,  et  par  cou» 
séquent  n'est  que  le  procédé  de  Bachet  de  Mésériac,  et 
ne  donne  qu'une  manière  très-bornée  de  construction. 

On  Terra  encore  (/%.  58,  pL  XI)  le  carré  de  9  cons- 
truit d'après  le  procédé  de  Rallier  des  Ourmes. 

Pour  les  enceintes  des  carrés  impairs  il  se  sert,  comme 
La  Hire,  des  nombres  du  carré  naturel  :  ainsi  rien  de  nou- 
veau dans  sa  méthode. 

S   8. 

■  éTHODE    DU    PERE    KIRGHER. 

Dans  l'Œdipe  égyptien  imprimé  à  Rome  en  latin  le 
père  Kircher  ne  donne  que  les  carrés  planétaires  de  3  à  9 
de  racine.  Ces  carrés,  nommés  merveilleux,  avaient  été 
consacrés  aux  sept  dieux  des  Egyptiens;  mais,  comme  ils 
rentrent  dans  les  formules  générales  qui  sont  ou  seront 
données ,  il  n'en  sera  pas  fait  ici  mention  particulière. 

§   9. 

MÉTHODE    DE    MEERMAN. 

Si  l'on  Êdt  mention  de  Meerman  {Miscellanea^  chap.  5 
et  6, à  la  suite  du  Spécimen^  ouvrage  imprimé  à  Leyde  en 
1742)^  c'est  uniquement  parce  qu'il  est  recommandé  par 
Montucla. 

Voici  le  tableau  présenté  par  Meerman  pour  le  carré 
de  7,  le  seul  impair  qu'il  ait  donné. 

La  progression  arithmétique  est  /y«p-f  ^  •;?-)- 2^,  etc.; 
le  nombre  de  cases  de  chaque  ligne  est  n ,  le  nombre  des 
termes  est  n'. 
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Si  l'on  ne  veut  que  le  carré  de  3,  on  ne  prend  q[ae les  9 
termes  du  milieu;  si  l'on  forme  le  carré  de  5,  ce  seront 
les  25  termes  du  milieu. 

Que  la  progression  soit  celle  des  nombres  natnreb  :  alors 
p=1. ..  qz=h  ..  n==:7. . .  n'=49,  et  les  tableaux  se- 
raient ,  ainsi  que  le  carré  : 

1S^  TABLEAU.  2.°^®  TÀIULIÀU. 

15  2  6  3  7  4  21  /Ï2  U  35    7  28    0 

5  2  6  3  7  4  1  0  21  42  14  35    7  28 

2637415  280  2142  14  357 

637415  2  7280  214214  35 

3741526  357280  21  42  14 

7415263  14  357280  2142 

4152637  42  14  35    728021 

CÂRRi    RisULTllfT. 

23  47  16  41  10  35  4 
5  23  48  17  42  11  29 
30  6  24  40  18  36  12 
13  31  7  25  43  19  37 
38  14  32  1  26  44  20 
21  39  8  33  2  27  45 
46  15  40    9  34    3  28 

On  voit  par  les  tableaux  et  le  carré  résultant  que  la  for^ 
mule  de  Heerman  ne  présente  qu'une  seule  combinaison 
pour  le  cas  le  plus  simple ,  qui  est  celui  des  diagonales  ré- 
pétées :  encore  faut-il  que  la  progression  ne  soit  pas  inter- 
rompue.  Cette  formule  a  donc  été  faite  d'après  le  carré  ; 
or,  celui'-ci  pouvant  être  très-différent,  on  aurait  autant  de 
formules  que  de  carrés  :  d'où  il  suit  que  les  lettres  qui  dé- 
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signent  le  1.^  tome  de  la  progresnon,  le  quotient  et  la 
racine,  n'apportent  pas  plus  de  généralité,  et  que  le  ta- 
bleau par  lettres  complique  au  contraire  l'opération.  Il  faut 
cependant  faire  attention  à  la  fimnation  des  tableaux  or- 
dinaires ci-dessus  :  le  premier  se  compose  comme  suit;  la 
l.fc  borizontale  a  les  nombres  dans  l'ordre  suivant. 

Le  moyen  termine  la  ligne;  le  1.®^  terme  est  le  1.®'' 
nombre,  ensuite  le  1*®^  après  le  moyen;  puis  le  2.^,  et  le 
2.®  après  le  moyen;  le  3.^,  et  le  3.^  après  le  moyen;  les 
autres  horizontales  se  composent  à  l'ordinaire. 
*  Quant  au  2.^  tableau,  il  est  le  l.®''  renversé ,  c'est-à-dire 
que  la  1.^  horizontale  commence  par  le  moyen;  le  dernier 
terme  est  le  1  .^^  nombre  ou  0;  puis  le  1.®<'  après  le  moyen; 
ensuite  le  2.%  et  le  2.®  après  le  moyen,  etc. :  ainsi  Heerman 
n'a  rien  donné  de  nouveau. 

n  a  encore  fourni  un  tableau  en  lettres  pour  le  carré 
de  8  :  le  développement  fournit  un  carré  à  deux  bordures, 
n  est  inutile  d'entrer  dans  aucun  détail  à  ce  sujet  :  c'est  un 
cas  très-simple  des  méthodes  que  nous  donnons;  oh  voit 
une  formule  tirée  d'un  carré  construit ,  et  cette  formule  n'a 
pas  plus  de  généralité  que  celle  du  carré  de  7. 
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QUATRIÈME   SECTION. 


Tableaux  irrégiiliers  pour  les  carréii 

impairs. 


>^ 


Quoiqu'on  ait  donné  des  méthodes  générales  pour  cons- 
truire les  carrés  simples,  les  carrés  à  bordmes,  à  corn- 
partimens^  il  ne  faut  pas  croire  qu'il  n'y  ait  pas  d'autres 
formes  de  tableaux  qui  puissent  fournir  des  carrés  ma- 
giques. Ainsi  l'on  a  déjà  vu  un  exemple  de  tableaux  dans 
lequel  les  diagonales  avaient  des  nombres  répétés  autres 
que  le  terme  moyen. 

Yoici,  pour  le  carré  de  5 ,  des  tableaux  tek  que  l*oiie 
des  diagonales ,  dans  l'un ,  pèche  par  défaut ,  et  que  la  dia* 
gonale  contraire  pèche  par  excès  dans  l'autre.  On  suppose 
les  diagonales  répétées  :  ainsi  le  nombre  répété  est  ^us 
petit  que  le  moyen  dans  l'un ,  et  plus  grand  que  le  moyen 
dans  l'autre* 

253ia  /520  10    0  15 

4  2  5  3  1  (20  10    0  15    5 

l.erTABLEAU.d    4   2   5   3  2.6 TABLEAU.)  10      0   15      5  20 

31425  |0  15    520  10 

5  3  14  2  \15    5  20  10    0 

Le  U^^  tableau  n'a  que  10  en  diagonale  >  au  lieu  de  15  : 
il  manque  donc  5.  Le  2.^ ,  au  contraire ,  a  75  au  lieu  de 
50  :  il  a  donc  25  de  trop.  Mais  si  Ton  alterne  les  deux 
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dernières  horizontales  ^  la  2.^  diagonale  du  l.®'  tableau 
aura  S-f  3  au  lieu  de  5-f1 ,  et  n'aura  pas  augmenté;  la 
l.re,  an  oontraire,  aura  4 -{-5  au  lieu  de  2  +  2,  et  aura 
augmenté  de  5  :  elle  aura  donc  ce  qui  lui  manquait.  Fai- 
sant le  même  changement  aux  deux  dernières  horizon- 
tales du  2.e  tableau,  la  l.^e  diagonale  aura  10-flO  au  lieu 
de  20+0|  et  par  conséquent  aura  la  même  somme;  mais 
la  2.®  aura  5-f  0  au  lieu  de  15+15  :  donc  elle  perdra  25 
qu'elle  avait  de  trop.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  &ire  les 
mêmes  cbangemens  dans  les  deux  tableaux ,  et  ils  doivent 
s'effectuer  sur  les  mêmes  lignes.  Voici  les  tableaux  rec- 
tVés  : 

25314  ^520  10    0  15 

42531  ^120  10    0  15    5 

14  2  5  3  |/  10    0  15    5  20 

53142  ^115    520  10    0 

3  14  2  5  es'  (    0  15    5  20  10 

On  trouvera  le  carré  résultant  {,fig^re^9^  planche  XI). 
On  pourrait  changer  d'autres  lignes  verticales  ou  hori«' 
aoBtaleSy  si  les  diagonales  avaient  la  sonune  voulue.  Par 
exemple,  qu'on  alterne  les  première  et  dernière  horizon- 
tales du  carré  de  la  figure,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
les  premières  et  dernières  horizontales  des  deux  derniers 
tableaux  :  la  2.^  diagonalt  du  1.^^  aura  5-{-2  au  lieu  de 
4 4- S,  et  par  conséquent  la  même  sonmie;  mais  la  \j^ 
aura  34-4  au  lieu  de  2+5 ,  et  par  conséquent  toujours 
même  somme;  quant  au  2.^  tableau,  il  en  sera  encore 
comme  du  l.^^^,  et  l'on  obtient 
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Î  31425  /OI5    520IO 

42531  ^120  10    0  15    5 

14253  S]l0    0  15    520 

53142  Î^]l5    520  10    0 

25314  <^<l520  10    0  15 

Voila  bien  encore  une  forme  de  tableaux  que  Ton  ne 
pouTait  prévoir. 

Que  Ton  alterne  les  première  et  dernière  verticales  de 
ces  derniers  tableaux;  on  aura: 

;•(  5  1  4  2  3 

2)12534  a 

3<  3  4  2  5  1  5 

ë)  2  3  1  4  5  r 

'^(45312  ^ 

et  les  carrés  faits  avec  ces  tableaux  seront  encore  magiques» 
Voici ,  pour  le  carré  de  7,  des  tableaux  fauti6  : 


10  15 

520    0 

^  5 

10 

0  15  20 

20 

0 

15    5  10 

0 

5 

20  10  15 

15 

20  10    0    5 

u 


3  7  112  5  6 

/    0  42  14  35  21     7  28 

6  3  7  4  12  5 

•  1 

42  14  35  21     7  28    0 

5  6  3  7  112 

^  1 

14  35  21     7  28    0  42 

2  5  6  3  7  11 

m  J 

35  21     7  28    0  42  14 

12  5  6  3  7  4 

H 

21     7  28    0  42  14  35 

4 12  5  6  3  7 

es  [ 

7  28    0  42  14  35  21 

7  4  12  5  6  3 

\ 

28    0  42  14  35  21     7 

Ces  tableaux  sont  formés  d'après  les  principes  pour 
los  diagonales  répiUécs  ;  mais  le  moyen  ne  compose  pas 
ces  diagonales.  La  l.'^e  du  1.^^  tableau  a  7  de  moins ,  et 
la  2.*^  du  2/*  49  de  plus  qu'elles  ne  doivent  avoir.  Mainte- 
nant ,  si  l'on  allerne  dans  chaque  tableau  les  deux  der- 
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nières  horizontales ,  comme  dans  le  l.^*',  on  aura  44-4  au 
lieu  de  7-{-1  ;  la2.c  diagonale  conservera  la  même  somme; 
mais  7+6=13  sera  au  lieu  de  3+3=6  :  donc  la  I*'®  dia- 
gonale aura  augmenté  de  7  qui  lui  manquaient  ;  de  même, 
dans  le  2*^  tableau,  il  viendra  àhiiJ^  diagonale  21+21 
=:42  au  lieu  de  35+7  :  ainsi  la  iJ^  diagonale  aura  tou- 
jours la  même  somme;  mais  la  2.^  aura  0+7=7,  au  lieu 
de  28+28=56  :  donc  elle  perdra  49  qu'elle  avait  de  trop , 
et  il  viendra  le  carré  {figure  60,  planche  XI  )• 

H  est  indifférent  que ,  dans  les  tableaux,  les  ^agonales 
aient  Tune  et  Tautre  plus  ou  moins  que  la  somme  voulue , 
ou  Fune  plus  et  Tautre  moins. 

On  peut,  lorsque  la  racine  est  un  peu  élevée, changer 
plusieurs  lignes  dans  les  deux  tableaux,  de  manière  â  avoir 
des  diagonales  exactes.  H  faut  toujours  que  ces  changemens 
puissent  se  faire  sur  les  deux  tableaux. 

Toici  un  exemple  sur  les  tableaux  pour  le  carré  de  9, 
et  les  tableaux  rectifiés. 

^613597482  /  0  27  72  18  54  63  36   9  45 

2  6  13  5  9  7  4  8  |  27  72  18  54  63  36   9  45   0 

^826135974  . 1 72 18  54  63  36   9  45   0  27 

S  14  8  2  6  1  3  5  9  7  §  \l8  54  63  36  9  45    0  27  72 


3/748261359   •;/546336   945   0277218 
"^  S  7  4  8  2  6  1  3  5  r  163  36   9  45   0  27  72  t8  54 


5  9  7  4  8  2  6  1  3  <^  136  9  45  0  27  72  18  54  63 
3  597  4  826  1  [945  027  7218  54  63  36 
1  3  5  9  7  4  8  2  6       \45   0  27  72  18  54  63  36  9 

Od  voit  qu'on  peut  alterner,  dans  chaqne  tableau,  les 
deux  dernières  horizontales ,  et  que  les  diagonales  ont  les 
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sommes  voulues.  Ici  les  deux  tableaux  ont  leurs  diagonales 
répétées  en  excès. 

Soient  les  tableaux  les  suivons  : 

3  7  4  19  6  2  5  8  /27  18   9  45  63  72  36   0  5» 

8  3  7  4  19  6  2  5  1 18    9  45  63  72  36   0  54  27 

^  \5  8  3  7  4  1  9  6  2  . 1  9  45  63  72  36   0  54  27  18 

3  12  5  8  3  7  4  19  6  2  1/^5  63  72  36   0  54  27  18  9 


M 


5(625837419    «  ^63  72  36  0  54  27  18   9  45 
962583741    ri72  36  0  54  27  18   945  63 


0» 


1  96258374  ^136  0  54  27  18  9  45  63  72 
419625837  1  0  54  27  18  9  45  637236 
7  4  19  6  2  5  8  3       \54127  18   9  45  63  72  36  0 

La  diagonale  du  1  .«^  tableau  a  1 8  de  moins  qnll  ne  faut; 
celle  du  2.^  a  1 62  de  plus.  Si  l'on  alterne  les  deux  dernières 
horizontales  du  l.^r  tableau,  puisque  7+1  =4+4,  la  2.« 
diagonale  conservera  sa  i*^^  somme,  et  la  1.'*^  aura  7+8 
=:15,  au  lieu  de  3+3=6.  La  différence  est  9  :  donc  la  i.'^ 
diagonale  n^aura  plus  que  9  de  moins;  mab  si  Ton  alterne 
les  2  premières  horizontales,  comme  5+5=58+2,  la  2.* 
diagonale  aura  toujours  sa  première  somme,  et  la  1.'^ 
aura  8+7,  au  lieu  de  3+3,  encore  9  de  différence  :  donc 
elle  aura ,  par  la  double  opération ,  1 8  do  plus  qu^au  ta- 
bleau ,  et  par  conséquent  la  somme  exigée.  Reste  à  voir 
si  le  2.<^  tableau  se  prête  aux  mômes  mutations.  Si  Ton 
alterne  les  2  dernières  horizontales,  la  1.'^*  diagonale  aura 
36+36=72+0;  mais  la  2.*^  aura  27+0,  au  lieu  de  54+ 
5 '(=108:  elle  aura  donc  diminué  de  108—27=81  ;  et  si 
l'on  alterne  les  deux  premières ,  la  I  J<*  diagonale  aura  18+ 
18=:27+9  :  elle  ne  changera  donc  pas  sa  somme;  mais  la 


i 


ta 
M 
M 

M 
M 
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2.^ aura  encore 0+27  au  lieo  àe5i+^^yei  elle  diminuera 
de  81  :  donc,  au  moyen  de  la  double  mutation,  elle  aura 
obtenu  la  somme  nécessaire.  Voici  les  nouyeaux  ta- 
bleaux: 

8  3  7  4  19  6  2  5      /18    72  36   09  345  6  54  27 

3  7  4  19  6  2  5  8      1 27  18   9  45  63  72  36   0  54 
5  8  3  7  4  19  6  2     .  \  9  45  63  72  36   0  54  27  18 

2  12  5  8  3  7  4  1  9  6  5  1^5  63  72  36   0  54  27  18   9 

5  <6  2  5  8  3  7  4  1  9  «  <63  72  36    0  54  27  18  9  45 

9  6  2  5  8  3  7  4  1  ^   72  36    0  54  27  18   9  45  63 
^  f  1  9  6  2  5  8  3  7  4  ^  i36   0  54  27  18   9  45  63  72 

7  4  19  6  2  5  8  3      [54  27  18   9  45  63  72  36  0 

4  19  6  2  5  8  3  7      V  0  54  27  18   9  45  63  72  36 

On  Toit  assez  qu'on  ne  pouvait  prévoir  cette  combinai- 
son de  diagonales,  et  ce  qu^îl  j  aurait  à  faire  dans  tous  les 
autres  cas.  Toici  le  carré  résultant  des  tableaux  : 

26  12  52  67  73  45  6  56  32 
30  25  13  46  72  78  38  5  62 
•  14  53  66  79  40  1  63  33  20 
47  68  80  39  7  58  28  27  15 
69  74  41  8  57  34  22  10  54 
81  42  2  59  35  21  16  49  64 
37  9  60  29  23  17  48  70  76 
61  31  19  18  51  65  77  44  3 
4  55  36  2li  11  50  71  75  43 

On  peut  donc  varier  les  tableaux  de  manière  à  rendrjB 
possible  tel  ou  tel  changement,  et  par  suite  à  rectifier  les 
diagonales  fautives.  Ainsi,  quoiqu'on  ait  présenté  toutes 
les  méthodes  connues  pour  arriver  à  la  construction  des 
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carrés  magiques,  et  les  combinaisons  qui  résnHent  de  ces 
méthodes,  on  ne  peut  affirmer  qu^il  n'y  ait  pas  encore 
d'autres  moyens  d'arriver  à  la  formation  des  carrés.  Les 
exemples  ci -dessus  donnés  sont  une  preuve  que  les  ta* 
bleaux  peuvent  avoir  des  formes  différentes  de  celles  qu'on 
a  exposées.  H  s'en  trouve  sans  doute  qui  ont  échappé  aux 
recherches ,  et  il  est  difficile  de  s'assurer  qu'on  a  épuisé 
toutes  les  combinaisons.  On  a  au  moins  la  certitude  d'à-  1 
voir  obtenu  la  majeure  partie  de  ces  combinaisons  :  car 
celles  qui  pourraient  donner  d'autres  tableaux  seraient 
à  ajouter  seulement,  mais  n'auraient  point  de  £icteurs 
pour  les  multiplier.  Elles  ne  roulent  guère,  au  reste, que 
sur  la  diversité  des  diagonales ,  et  sur  les  autres  procédés 
que  l'on  exposera  à  la  3.®  partie  du  traité. 

Les  auteurs  qui  ont  travaillé  sur  ce  sujet  sont  loin  d'a- 
voir approché  du  but ,  comme  on  l'a  fait  dans  tout  ce  qui 
précède  :  ils  ont  omb  les  formules  les  plus  essentielles,  ont 
erré  dans  le  calcul  de  combinaisons  pour  les  cas  parti- 
culiers de  construction.  Aucun  n'est  entré  dans  le  détail 
des  croix ,  châssis;  et  l'on  n'a  vu  nulle  part  qu'il  soit  ques- 
tion des  bandes,  équerres,  etc.  On  peut  donc  affirmer  que 
le  Traité  qu'on  offre  au  public  est  le  seul  où  les  carrés 
magiques  aient  été  considérés  sous  toutes  les  (aces;  et,  si 
l'on  ne  peut  donner  toutes  les  formules ,  on  y  trouve  au 
moins  les  moyens  de  les  calculer  :  ainsi ,  par  exemple ,  les 
dernières  formes  qui  viennent  d'être  exposées  mettent  sur 
la  voie  pour  arriver  à  celles  qui  peuvent  en  dériver,  en 
Élisant  les  suppositions  propres  à  éviter  les  répétitions  de 
nombres  dans  le  carré  magique. 

J 
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;t  ce  que  l'on  avait  à  dire  sur  les  carrés 
airs,  saafàdonnerdaiisla  troisième  partie  les  formes 
reDes  dont  ils  sont  encore  susceptibles,  formes  qui  ne 
rent  plus  s'obtenir  par  le  mojen  de  tableaux,  et  qai 
.  pins  ou  moins  iirégulières.  Ce  sont  des  particularités 
imunes  à  tous  les  carrés,  et  qui  ne  pouvaient  entrer 
I  cette  promièrc  partie  consacrée  uniquement  aus 
-es  impairs. 


•  \ 


DEUXIÉUE  PABTIE. 

CARRÉS  MAGIQUES 

PAIRS. 


Pldsiivks  auteurs  ont  divisé  les  Dombres  pairs  on  trois 
classes,  saroir  :  les  pairemeot  pairs ,  oa  ceux  cpii  se  divisent 
par  2,  jusqu'à Tunité  :  leur  forme  est  2",n  étant >l;  les 
impaîremcnt  pairs,  ou  ceux  dont  la  divisioii  peut  se  bire 
par  une  puissance  de  2  an  moins  égale  à  2,  sans  que 
celte  division  aille  jusqu'à  l'onilé  :  leur  forme  est  2"*, 
i  étant  un  nombre  impair;  enfin  les  pairement  impairs,  qui 
ne  se  divisent  que  par  2i  leur  forme  est  2i.  Dans  la  1j' 
classe  il  but  ranger  4,  8,  16,  32,  etc.  ;  dans  ta  2.^  classe, 
12, 20, 24, 28, 36,  40,  hH,  48, 52, 5C,  60, 68,  etc.,  c'est-à-dire 
tous  les  nombres  divisibles  par  H  non  compris  dans  la  pre- 
mière classe;  la  3.'  comprend  ceux  des  nombres  qui  ne  se  di- 
visent que  par2,  comme  6, 1 0, 1 4, 1 8, 22, 26,  etc. ,  de  4  en  4. 

On  ne  considérera  dans  cette  2.*'  partie  que  deux  espèces 
de  nombres  pairs,  savoir  :  ceux  qui  se  divisent  par  4,  et 
ceux  qui  ne  se  divisent  que  par  2. 
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La  racine  se  divise  par  4. 

CHAPITRE   PREMIER. 

CARRis   SINS    BORDURE. 


§     1." 
CARRÉ    DE    4. 

CoMMB  le  carré  de  4  est  le  plus  petit  des  carrés  pairs,  é 
qu*il  sert  à  la  formation  d'une  partie  des  antres  carrés, i 
est  naturel  de  conunencer  la  discussion  des  carrés  pair 
par  lui ,  et  de  rechercher  les  différentes  manières  de  1 
composer;  mab  ce  carré,  quoique  formé  par  16  nombre 
seulement,  ne  présente  pas  moins  un  grand  nombre  d 
combinaisons ,  et  ceux  qui  les  ont  analysées  sont  loin  d'; 
aroir  réussi,  et  particulièrement  Frénicle ,  qui  n^en  a  Itout 
que  880. 

Il  suffit  de  considérer  les  IG  premiers  nombres.  Si  la  prc 
gression  ou  les  progressions  ont  d'autres  différences  qu 
Tunité ,  cela  n'apportera  pas  plus  de  difficulté. 


=] 
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ARTICLE  PREMIER. 

IL  rV  à  POINT  DI  NOMBRES  lipiTBS  DANS  VNB  mAmE  LIGNE. 

n  n'y  a  que  deux  manières  de  former  les  tableaux  lors- 
qu'on ne  répète  aucun  nombre;  les  voici  : 

12  3  4 
4^  ,4321 

1.^  FORME.    \    n   A    I.    o  2.«  FORME. 

3  4  12 

La  2.^  forme  n'est  que  la  l.**^,  dans  laquelle  la  dernière 
horizontale  devient  la  2.^;  et  l'on  peut  encore  considérer 
la  2.^  forme  comme  étant  la  même  chose  que  la  1  .<'%  lors- 
qu'on opère  par  verticale  au  lieu  d'horizontale  :  ainsi  il  n'y 
aurait  à  la  rigueur  qu'one  seule  forme. 

Gomme  la  i.^^  horizontale  donne  24  combinaisons,  et 
que  la  2.^  en  donne  autant ,  si  l'une  représente  un  tableau, 
l'autre  représentera  le  2.^  tableau  :  il  viendrait  donc  24'; 
mais  en  Élisant  abstraction  du  changement  de  position  du 
carré  quant  à  la  première  ligne  horizontale,  il  y  aurait 
toujours  2  carrés  semblables  :  il  faudrait  donc  diviser  24* 
par  2;  d'un  autre  côté  le  2.®  tableau  peut  prendre  les  com- 
binaisons du  l.cr,  et  réciproquement  :  d'où  il  si)it  qu'il 

Caudrait  doubler  V  *  RÎ^^^  ^  totalité  des  combinaiaoïis  se 
réduira  toujours  à  24'==576 [  576] 
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ARTICLE  IL 

IL   n'y   à    point   de   nombres   Repérés   KN   DlàGONÀU. 

Soient  les  tableaux: 

,    -   -  -   -        ^  .     0  12  4  8 

l.crTlBUBAU.    <    «  ^    ^    ^  2.<^  TABLEAU. 


12    08t 
12    OSft 

Le  2.®  tableau  n'est  que  le  1  .e^,  dans  lequel  les  hùrkon" 
taies  sont  en  Terticale;  par  conséquent  si  le  1»^  avait  la 
forme  du  2.^,  et  celui-ci  celle  du  L^^*,  on  retombenôl  sur 
les  mêmes  combinaisons,  sauf  changement  de  posttiMMi;  or 
chaque  tableau  n'a  que  8  Tàriations  d'après  sa  oonstmo- 
tion  :  il  viendrait  donc  8'  ;  mais,  d'après  robserration  pré- 
cédente, il  y  en  aura*  moitié  qui  seront  les  mêmes  :  il  res- 
tera donc  32  combinaisons  différentes (32) 

Les  tableaux  sont: 

0  12    0  12 
4  ,^^..        ^  i84a4 

1.^'  TABLEAU.    <    «   ^   ^    ^  2.P  TABLEAU.    '     |0      rt   12      0 

4    8    4    8 

Chaque  tableau  aura  encore  8  combinaisons  à  la  1.^ 
ligne  :  il  Tiendrait  donc  8*=64  ;  et  si  les  tableaux  prenneni 
la  forme  l'un  de  l'autre,  on  obtiendrait  encore  64;  mais  fl 
y  aurait  2  carrés  semblables,  sauf  la  position  :  donc  ^ 
combinabons  différentes  :  ainsi  l'on  aurait  à  porter  seu- 
lement  (64) 

Les  tableaux  sont: 
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»  1  4  4  /    0  12  12    0 

3  3  2  2  \  12    0    0  12 

On  aura  encore  6^  carrés  diffërens (64) 

Les  tableaux  sont: 

I  2  4  1  3 

a  2  3  1 

3  322 

Les  formes  étant  différentes^  c'est-à-dire  Tune  n'é- 
int  pas  la  ycrticale  de  lliorizontale  de  l'autre,  on  aura 
)ujours  64  combinaisons. ' (64) 

Les  tableaux  sont  : 

0  4  8  12 
—  —  12  8  4    0 

.er  TABLEAU.    ^^11^  2.»  TABLEAU.    <     jo  8  4      0 

0  4  8  12 

L'un  des  tableaux  ayant  pour  horizontale  la  yerticale  de 
'autre,  l'on  n'aura  que  ^  =  32  combinaisons (32) 

Les  tableaux  sont  : 

1  a  1  4  A     0  12  12    0 

,2323        „  Jft88/l 

.er  m«A..    i    ^^^^  2.e  TA.L.A..  g     4      4      g 

3  2  3  2                           (  12    0    0  12 
On  aura  donc  encore  61  combinaisons (64) 
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Soient  les  tableaux  : 

1234  (048 12 

,2323        ^^  j  12  12    0  0 

l.er  TABLEAU.  <    ^^    ^^  2.e  TABLEAU.  /     g      g     ^     , 

3412  140  12  g 

Les  premières  lignes  de  ces  tableaux  pouiraient  afoir 
cbacune  24  combinaisons;  mais  les  autres  dépendent  de 
ces  premières ,  et  il  faut  que  les  premier  et  denûer  nom- 
bres donnent  même  somme  que  ceux  du  miliea,  qui 
forment  la  2.®  ligne  du  1.<^f  tableau,  comme  les  extrêmes 
forment  la  2.^  du  2.^  tableau  :  il  n'y  aura  donc  que  8  Ta- 
riations  possibles  à  la  1.*®  ligne;  et ,  conune  il  y  a  deux 
carrés  semblables,  on  n'aura  que  32  combinaisons,  fà 
autant  si  les  tableaux  se  changent  l'un  dans  Taotre  :  en 
tout  64,  ci (M; 

TABLEAUX. 


l.er  TABLEAU.C     ..    ^    ,.    ^  2.^    TABLEAU.^ 


8  12  4    0 

4    0  8  12 

8  12  4    0 

4    0  8  12 

•Gomme  le  2.^  tableau  est  le  même  que  le  premier,  saul 
le  chxmgement  de  verticale  en  horizontale, et  réciproque^ 
ment,  on  n'aura  que  32  combinaisons (^32 

Réunissant  les  nombres  entre  parenthèses,  on  aura,pou] 
le  cas  où  il  n'y  aura  pas  de  nombres  répétés  en  diago- 
nale, mab  bien  dans  d'autres  lignes  des  tableaux,  et  san2 
comprendre  les  combinaisons  qui  ne  diflèrent  qne  pai 
position ,  416  combinaisons [4i6' 


0 

4 

8  12 

12 

8 

ft    0 

12 

8 

4    0 

0 

4 

8  12 
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ARTICLE  IIL 

IL  T  À  DlUX  NOMBRES  RéPÉTés  IN  DIA60RÀLB. 

Il  est  bon  d'examiner  d'abord  les  tableaux  dans  l'un 
desquels  seulement  les  diagon^es  ont  deux  nombres  ré- 
pétés. 

Soient  les  tableaux: 

12  3  4 
/  2  4  1  3        ^  ' 

4    3   2   1 

n  paraîtrait  que  chaque  première  horizontale  deyrait 
âToir  24  variations  ;  mab ,  comme  il  faut ,  d'après  la  cons- 
truction des  tableaux,  que  la  somme  des  extrêmes  soit 
égale  à  celle  des  moyens,  il  n'y  aura  réellement  que  8- 
yariations  possibles:  ainsi,  en  réunissant  celles  qui  résul- 
teraient si  les  tableaux  prenaient  la  forme  l'un  de  l'autre, 
il  viendra  64  combinaisons (G4) 

Le  premier  tableau  restant  le  même,  le  second  peut 
avoir  ses  horizontales  en  verticale,  et  réciproquement, 
ce  qui  donne  les  tableaux  : 


l.^r  T1BLBAU.<     «...«.  2.PTlBLBAir.< 


0  12  12 

0 

4    8    8 

4 

8    4    4 

8 

12    0    0  12 

Cela  donnerait  encore  64  carrés;  mais  cette  forme 
rentre  dans  la  précédente ,  et  l'on  obtiendrait  les  mêmes 
carrés ,  à  la  position  près. 
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TÀBLBAUX. 

12  4  3  r    0  12    0  12 

,3421        ^^  J48»8 

l.or  TABLEAU.^    ^    3   1    2  ^.^  TABLEAU./    ^^      Q  12    0 

2134  (848« 

Comme  les  diagonales  doivent  être  complètes,  il  faA 
que  1,4,  ainsi  que  2,  3 ,  alternent  à  la  i.^  ligue da  1." 
tableau  :  ainsi  il  n'aura  que  8  variations;  le  second  ne  peut 
en  avoir  davantage  :  ainsi  encore  icL (64) 

TABLEAUX. 

14  2  3  r    0    0  t2  12 

,4132        ^^  1  1212    0   0 

l.erxABLEAU-/    32  4   1  ^.^ '^^'«^'•<      «     ft     8     8 

2314  (8844 

La  forme  de  ces  tableaux  n'offre  encore  que  64  coml»- 
naisons (6t) 

Si  Ton  passe  aux  tableaux  dans  lesqods  les  diagonales 
ont  deux  nombres  répétés  dans  l'un  et  l'autre,  on  aura: 

TABLEAUX. 

14  2  3 
4  13  2 

1  .<*»•  TABLEAU./     q  O   A    1  ^^  TABLEAU. 

2  3  14 
11  viendra  encore  64  combinaisons.  .  • 
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TABLEAUX. 

1423  r048  12 

,,4132       ^  J8«04 

2314                         (12    840 
'oujours  64  combinaisons * (64) 

TABLEAUX* 

12  3  4  r    0    4  12    8 

,r  ,3412       ^^  j    8  12    4    0 

-  TABLEAU.^  2  14  3       ^'  ''"""n  12    8    0    4 

4321  (408  12 

In  aura  encore  64  combinaisons. .  » (64) 

insi ,  pour  te  cas  où  il  y  aura  deux  nombres  répétés 
diagonale,  soit  dans  un  seulement,  soit  dans  les  deux 
eaux,  on  aura  384  combinaisons 1384] 

ARTICLE  IT. 

[L  T   A  UN  l^OMBRE   TROIS  FOIS   tlviri  EN  DlAGONALt. 

oient  les  tableaux  : 

14  3  2  /    0  12    0  12 

-4321        ^.  \4848 

r  TABL.Ar.tJ    ^    2   3  4  2.e  TABLEAU-      ,3     0   12     0 

4123  \8484 
e  1.^  tableau  n'aura  que  4  Tariations ,  et  le  2.^  8  : 
l'aura  donc  que  32  combinaisons  :  car,  si  les  tableaux 
rent  l'un  dans  l'autre,  on  aurait  encore  32  combi-- 
ons  ;  mais  on  aurait  2  carrés  semblables  à  la  position 
I  :  donc  en  tout  32 (32) 

r.  I.  28 
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TABLEAUX. 

0    0  12  12 
/  -  «-  -        o«  .    4  12    0    8 

l.erïABLEAU.<     .    ^   ^    .  2.^  TABLEAU. <   .«      ^      ^     a 

12    4    8    0 
8    8    4    t 

Toujours  4  variations  au  1.^^  tableau,  qui  est  le  même 
que  le  précédent,  et  8  au  2.®  tableau,  et  en  tout  32  corn- 
bbaisons : (32) 

Les  tableaux  sont: 

0    0  12  12 
12  12    0    0 


1.^rTj^BLEÀU*<     ^    ^   ^   ^  2.^  TABLEAU.^      k      k      R     R 

8    8    4    4 

Encore  32  combinaisons (32) 

n  est  facile  de  voir  qu^on  ne  pourrait  avoir  3  nombres 
répétés  dans  chaque  tableau  en  diagonale  :  car  le  carré 
aurait  des  nombres  répétés. 

TABLEAUX. 


I.^r  TABLEAU.?     ..    ^    ^    ,  2.^  TABLEAU. 


Encore  32  combinaisons (32) 

U  viendra  donc ,  pour  le  cas  de  3  nombres  égaux  en 
diagonale,  128  combinaisons:  ces  nombres  ne  peuvent 
élre  que  1  ,  3,  3,  3....  2,2,2,  4 [128] 


j 
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ARTICLE  y. 

DIAGONALES  INCOMPLÂTES  ,  DBUZ   NOMBRES   RipiTis* 

Indépendamment  des  carrés  constmits  au  moyen  de 
diagonales  complètes,  c'est-à-dire  ayant  somme  égak  à 
celle  des  nombres  de  la  racine ,  ou  de  ses  multiples ,  on 
peut  encore  obtenir  un  carré  par  des  diagonales  incom- 
plètes. Mais  il  couTient  d'examiner  ce  «pii  est  possible  de  ce 
qui  doit  être  rejeté,pourne  pas  Cadre  de  fousses  suppositions. 
Or  chaque  ligne  du  carré  de  4  vaut  34.  D'abord  la  diago- 
nale du  1  n^  tableau  ne  peut  être  impaire  :  car,  les  multiples 
augmentant  de  4  en  4 ,  la  somme  sera  toi^ours  paire ,  et 
ne  peut  donner  un  nombre  pair  étant  ajoutée  à  un  impair. 
Soit  donc  4  la  somme  d'une  diagonale  du  1.^'  tableau  :  il 
Êiudrait  encore  30,  qu'on  ne  peut  obtenir  avec  des  mul- 
tiples de  ft.  Que  cette  diagonale  soit  6:  il  Ceiut  encore  28,  ce 
qA  est  possible.  Si  la  diagonale  est  8^  il  fiiudrait  26,  ce  qu'on 
ne  peut  Cèdre  avec  les  multiples.  Si  elle  est  10,  il  firat  24 , 
et  c'est  le  cas  ordinaire  :  les  diagonales  sont  alors  complètes. 
Qu'elle  soit  12,  il  £aut  22,  ce  qu'on  ne  peut  iaire.  Si  elle  est 
14,  il  faut  encore  20,  ce  qui  se  peut.  Elle  ne  sera  pas  16  : 
car  19 ne  s'obtient  pas  ayec  les  multiples;  et  elle  ne  peut 
surpasser  16,  puisque  16  est  déjà  composé  du  plus  grand 
nombre  de  la  racine  répété  4  fois  :  elle  ne  peut  donc  être 
que  de  6, 10  et  14,  ou  plutôt  que  de  6  ou  14,  c'est-à-dire 
de  t  en  plus  ou  en  moins  de  la  somme  des  nombres  de  la 
radne.  Il  n'y  a  que  le  cas  où  elle  est  6  qull  soit  nécessaire 
de  £scuter  :  car  si  l'une  des  diagonales  est  6 ,  l'autre  sera 
14,  et  réciproquement.  Puisqu'on  ne  répète  que  deux 


436  GARKÉ    DE    4* 

nombres  en  diagonale  (et  Ton  ne  peut  faire  6  sans  nombrei 
répétés),  il  n'y  a  que  1, 1, 2,2quisatbiassenU  On  obtieni 
encore  6  par  1, 1, 1, 3,  ce  qu'on  examinera  plus  bas.  Il  faut 
alors  28  dans  la  diagonale  correspondante  du  2.^  tableau: 
et  l'on  ne  peut  avoir  28quc  par  4, 8, 4, 12...  0, 12, 12,4... 
0,  8»  8, 12,  et  4 ,  8,  8;  8;  mais  si  l'on  a  deux  nombres 
répétés  au  1  .^^  tableau ,  on  ne  peut  en  avoir  trob  à  la  dia- 
gonale correspondante  du  2fi  :  car  il  y  aurait  au  m<Hns  uo 
nombre  du  carré  qui  serait  répété  :  ainsi  l'on  ne  peut  prendre 
que  0,4, 12, 12... 0,8, 8, 12,  et  4,4,8,12. 

Soient  les  tableaux  : 

0    0  12  12 
i^r  /   —  -  -      «  .12  12    0    0 

1.«»rTABLBAU.  <    A    o  o   4         2.*  TABllAU.  <    Q      *      g      * 

4    8    4    8 

U  n'y  a  point  ici  de  réciprocité ,  c'est-à-dire  que  l'un  des 
tableaux  ne  peut  prendre  la  forme  de  l'autre  :  car  il  fiio- 
drait  que  le  1.^' eut  14  en  diagonale, et  le  2.^  seulement 
20.  Or  14  ne  s'obtient  que  par  trob  nombres  répétés,  on 
par  4,  3,  3,  4,  qui  est  précisément  la  2.e  diagonale. Mais 
4,  3, 3, 4,  est  composé  de  deux  non^>res  'répétés  Ton  cl 
l'autre,  et  l'on  ne  peut  faire  20  avec  deux  nosibies  répé- 
tés tous  les  deux.  Maintenant,  le  L^i*  tableau  peut  aToir  4 
variations;  le  2.^  en  aurait  aussi  4;  mab  il  est  fiicile  de 
voir,  d'après  sa  construction,  que  les  carrés rentrerûent 
les  uns  dans  les  autres,  puisque  les  deux  dernières  lignes 
du  I.CT  tableau  ne  sont  que  la  première  renversée  :  il  n'y 
aura  donc  réellement  que  4  combinabons (4) 

Gomme  il  n'y  aura  pas  de  réciprocité  tant  qu'une 
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"onaleaiira  1, 1,  2,2  pour  somme,  ilsuflSt  de  le  lairere- 
aarquer,  pour  éviter  de  finisses  suppositions. 

1  .^  TABLI11T.  2A*  TABLlAinC. 

132  4  0  12    0  12  0    8    4  12 

1  2  3  41  12    8    4    0  12  12    0    0 

4821  80  12    4  8484 

4231  44    8    8  40  12    8 

On  ne  met  qu'un  premier  tableau,  et  deux  grands  qui 

e  combinent  arec  lui  :  cbacun  d'eux  donnera  ayecle  1.^ 

combinaisons,  et  pour  le  tout (8) 

I.^TÀBLBIU.  2.d>  TABLEAUX. 

12  3  4  0    0  12  12  0    4    8  12 
423  1.  8  12    04  8844 

13  2  4  12    4    8    0  12    0  12    0 
4321  4848  4  12    08 

Encore,  pour  le  tout,  8  combinaisons (8) 

1  .^  TABLBAV.  2.^  TABLBAUX. 

13  2  4  0  12    0  12  0    8    4  12 

4231  8844  8  12    04 

13  2  4  12    0  12    0  12    4    8    0 

4231  4488  40  12    8 

Toujours,  pour  le  tout,  8  combinaisons (8) 

TABLEAUX. 


1 ."  TABLEAU.  <    ^   «    .     ^       2.«  TABLEAU. 


4  12    0    8 

12    8    4    0 

0    0  12  12 

8    4    8    4 
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Dans  ce  genre  de  tableaux  aucun  nombre  ne  peut  [al- 
terner avec  un  autre;  mais  le  2.^  tableau  peut  être  ren- 
versé, et  commencer  par  le  dernier  nombre  de  la  dernière 
horizontale;  de  son  côté,  le  1.^^  pourrait  être  renversé  de 
la  même  manière  :  on  aurait  donc  2  •  2.  Mais  il  y  aura 
encore  deux  carrés  qui  rentreront  Tun  dans  l'autre;  et ,  en 
définitif,  il  ne  viendra  que  2  combinaisons  différentes. .  (2) 

1.CT  TABLEAU.  .     2.d8  TABLEAUX. 

1243  4  12  08  4848 
12  4  3  0  8  4  12  0  12  0  12 
4  3  12  12  0  12  0  8  0  12  4 
4312  8484  12  480 
N'obtenant  que  2  combinaisons  pour  chaque  gnmd  ta- 
bleau ajouté  au  petit,  on  n'en  aura  que  4  en  tout (4) 

l.errASLBltr.  2.<t>  TABLBIVX. 

1423  40  12    8  4488 

4  13  2  12  12    0    0  8  12    0    4 

14  2  3  0    4    8  12  0    0  12  12 

4132  8844  12    840 

Encore  4  combinaisons (4) 

TABLEArX. 

4    0  12    8 

0  12    0  12 

12    4    8    0 

8    8    4    4 

On  a  ici  seulement  2  combinaisons (2) 

Il  viendra  donc  en  tout ,  pour  le  cas  de  deux  nombres 


1."TABI.EAi;.<     „    ^    „   ,       2.«TABLBÀD. 
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répétés  aux  diagonales  du  1.^^  tableau,  44  combinai- 
sons  [44] 

ARTICLE  YL 

DUCOHALBS  IRCOM PLiTBS  ,  UN   HOMBRB   RiP^I  TROIS  POIS. 

11  ne  peut  pas  j  avoir  ici  de  réciprocité,  pas  plus  qu'à 
I  artide  précédent,  entre  les  deux  tableaux;  le  premier  ne 
peut  avoir  en  diagonale  que  1,  1>  1,  3. 

1  .^r  TÀBLBAV*  2.^'  TABLRAUX. 


1  3  2  « 

0    4    8  12 

4    8    4    8 

3  14  2 

12    8    4    0 

0  12    0  12 

2  2  3  3 

12    4    8    0 

8    0  12    4 

4  4  11 

0    8    4  12 

12    4    8    0 

En  tout,  pour 

les  deux  grands  tableaux. 

l.ei'TABUAU. 

2.^*  lABLUVX. 

1  3  2  « 

0    4    8  12 

4    8    4    8 

2  14  3 

12    8    4    0 

8  12    0    4 

3  23  2 

12    4    8    0 

0    0  12  12 

4  4  11 

0    8    4  12 

12    4    8    0 

Encore  4  oomt 

>inaisons 

(4) 


(«) 


1.^'  TABLBIV. 
14    14 

3  14  2 
22  3  3 

4  3  2  1 


2.ds  TABLIAOX. 


0  8  4  12 

12  8  4    0 

12  4  8    0 

6  4  8  12 


4    4    8    8 

0  12    0  12 

8    0  12    4 

12    8    4    0 


En  tout  4  combinaisons. 


w 
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i.fTÀMtBXt. 

2A*  TABLBICX. 

1  4  t  4 

0    8    4  12          4    4 

8    8 

2  14  3 

12    8    4    0           8  12 

0    4 

3  2  3  2 

12    4    8    0          0    0  12  12 

4  321 

0    4    8  12         12    8 

4    0 

Toujours  4  cooabinaisoiia. 

(4) 

i.^TÂMXkV^ 

2.^  TÀBUAUX. 

123  4 

8  12    0    4         12    8 

4    0 

3  14  2 

4    0  12    8           8    4 

8    4 

4  4  1  t 

8    0  12    4           4  12 

0   8 

2  32  3 

4  12    0    8          0    0  t2  12 

Encore  4  combinaisons. 

(4) 

f  .^  TIBUAC. 

2.AS  TABUlUX. 

13  24 

8  12    0    4          12    0 

12    0 

3  14  2 

4    0  12    8           8    4 

8    4 

4  4  11 

8    0  12    4           4  12 

0    8 

2  2  3  3 

4  12    0    8           0    8 

4  12 

Toujours  4  combinaisons 

(4) 

l.^l'TABLUir. 

2,**  TABLEAUX. 

12  3  4 

8  12    0    4         12    8 

4    0 

4  14  1 

8    0  12    4           4    4 

8    8 

3  4  12 

4    0  12    8           8  12 

0    4 

2  3  2  3 

4  12    0    8          0    0  12  12 

Même  nombre  de  combinaisons 

0) 
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L'^TlSLUO. 

2.<1*  TABtUDX. 

13  2  4 

8  12    0    4 

12    0  12    0 

4  14  1 

8    0  12    4 

4    4    8    8 

3  4  12 

4    0  12    4 

8  12    0    4 

223  3 

4  12    0    8 

0    8    4  12 

Encore  4  combinaisoas 
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(4) 

En  tout,  pour  le  cas  où  les  diagonales  du  1.^  tableau 
ont  un  nombre  trois  fois  répété,  32  combinaisons. . .  [32] 

La  totalité  des  carrés  de  4  de  côté  sera  donc  1580,  sans 
avoir  égard  à  leur  position.  Frénicle  en  avait  trouvé  880. 
Ainsi  on  en  a  700  de  plus  ;  mais  le  plus  souvent  le  carré 
de  4  fait  partie  de  £ompartimens ,  ou  est  entouré  de  bor- 
dures, etc.  n  faut  alors  avoir  égard  à  la  position,  ou  mul- 
tiplier 1580  par  8  pour  obtenir  toutes  les  positions  de  ces 
carrés.  Ce  qui  donnera  12640  carrés  dans  les  cas  dont  fl 
s^agit. 

On  a  vu  que  le  carré  de  3  étail  unique ,  et  qu'il  n'avait 
que  8  positions  :  celui  dé  4  en  a  donc  1580  fois  autant* 

On  vient  de  donner  tous  les  carrés  de  4  que  l'on  a  pu 
trouver.  On  y  est  arrivé  par  différons  moyens,  afin  d'en 
assurer  la  vérification;  on  ne  pourrait  cependant  affirmer 
qu'on  n'en  ait  échappé  aucun  :  car  il  j  a  beaucoup  de  pre- 
miers tableaux  exacts ,  pour  lesquels  on  n'a  pu  obtenir  de 
grands  tableaux.  Pour  d'autres,  on  n'en  a  eu  qu'un ,  et  il 
est  possible  qu'il  y  en  ait  plusieurs.  Par  exemple ,  les  pre- 
miers tableaux  suivans 
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3412  3322  1243  1234 

3124  4141  4132  2143 

2431  1234  1423  4321 

2143  2413  4312  3412 

n'oDt  point  de  second  tableau ,  ou  du  moins  on  n'en  a 
pas  trouvé  :  car  il  faut  que  le  carré  n^ait  pas  de  nombres 
répétés*  Au  reste ,  comme  les  carrés  oubliés  ne  résulteraient 
que  de  premiers  tableaux  présentant  un  petit  nombre  de 
combinaisons,  ainsi  qu'on  l'a  tu  plus  haut,  la  somme  1580 
ne  serait  que  très-peu  augmentée. 

Pour  s'assurer  qu'un  tableau  convient  à  un  autre ,  il  suffit 
que  les  4  nombres  qui  le  composent  puissent  correspondre 
chacun  aux  quatre  de  l'autre  tableau*  Toutes  les  lois  que 
cette  propriété  aura  lieu,  l'on  sera  assuré  que  le  carré  ré- 
sultant n'aura  pas  de  nombres  répétés  ;  dans  le  cas  cmh 
traire  le  tableau  doit  être  rejeté. 

On  renvoie  à  la  3.®  partie  pour  l'examen  des  change- 
mens  qui  peuvent  s'opérer  sur  un  carré  donné  de  4.  On 
se  contente  d'observer  ici  qu'il  y  a  des  carrés  de  4 ,  lesquds, 
indépendamment  de  la  propriété  d'avoir  même  sonmie  à 
chaque  ligne  horizontale,  verticale  et  diagonale,  ont  encore 
cette  même  somme  en  ajoutant  certaines  cases  du  carré. 
Par  exemple,  ayant  les  tableaux  ci-dessous ,  on  en  tire  le 
carré  suivant. 

l.^'l'TlBLBiU.       2.<^  TABLEAU.  CARaL 

12  3  4  0  4  8  12  1  G  11  1G 

4  3  2  1  8  12  0  4  12  15  2  5 

4  3  2  1  4  0  12  8  8  3  14  9 

12  3  4  12  8  4  0  13  10  7  4 
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Les  différences  donneraient  encore  le  même  carré  par 

+  7,5  +  2,5  —  2,5  —  7,5 
_  3,5  —  6,5  +  6,5  +  3,5 
+  0,5  +  5,5  —  5jS  —  0,5 
-4,5  —  1,5  +  1,5  +  4,5 
On  voit  qn'il  j  a  deux  différences  en  plus  et  en  moins 
dans  chaque  horiiontale  :  d'où  il  suit  qu'on  aura  autant 
de  fob  34  que  Ton  aura  de  sommes  de  différences  =0. 
Ainsi  4  nombres  pris  carrément ,  et  même  en  parallélo- 
gramme, donnent  34  pour  somme  :  comme  1, 12, 15, 6. .  • 
2,  5, 11, 16. ..  8, 3, 10, 13. . .  4,7,14, 9. . . 2, 3, 14, 15. . . 
1,8, 11, 14. . .  3,6,9, 16. .  .2,  7, 12, 13. . .  4, 5,10, 15. . . 
2,  6, 11,  15. . .  3, 7, 10, 14. . .  1,  4, 13,  16, 3  n'y  a  que  les 
deux  carrés  formés  par  les  moitiés  des  deux  horiiontales 
du  milieu,  dont  la  somme  soit  plus  forte  ou  plus  faible  que 
34.  Indépendamment  des  carrés  ci-dessus  on  a  encore  les 
paraflélogrammes  3,6, 11, 14. . .  2,7,10, 15.. .  6,7, 10, 11... 
5,9,8, 12. . .  1,  5, 12, 16.  ..1,8,  9, 16. . .  4,  5,  12,  13. . . 
4,8,  9,  13,  lesquels  jouissent  de  la  même  propriété. 
Mais  tous  les  carrés  de  4  sont  loin  de  donner  autant  de 
quadrilles. 

On  Toit  sur  le  champ  la  possibilité  d'avoir  des  quadrilles 
et  leur  nombre,  lorsqu'on  représente  un  carré  par  ses  dif- 
férences. 

Soient  les  tableaux  et  le  carré  résultant ,  ainsi  que 
cdoi  des  différences: 


l.^l'TABLSÂU. 


12  3  4 

f  8 

4 

8 

4 

12  3  4 
A  3  2  1 

2.« 

'TiBLBlir.< 

1* 

8    4    8 
0  12  12 

4  321 

(12  12 

0 

0 
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9    6  11    8      — 0,5  +  2^  — îyî  +  O^Î 

5  10    7  12      +3,5  — 1,5+i;i  — 3^ 

tiRiiÉ.<  ^    3  n  13      +4^  +  5,5  —  5,5  —  4,5 

16  15  2  1  —7,5  —  6,5  +  6,5  +  7,5 
Puisque  les  deux  différences  du  milieu  des  horizontales 
sont  égales  et  de  signe  contraire,  il  j  aura  6  quadrilles 
formés  par  ces  différences  :  ib  seront  donc  dans  le  carré 
magique  6,7,  10, 11...  3,  6, 11, 14.. .  2,  6,  11,  15... 
3,  7,  10, 14. . .  2, 7, 10, 15.  ..2,3, 14, 15.  Par  la  même 
raison  on  aura  5,  8,  9, 12. . .  4,  8,  9,  13.  •  •  If  8,  9, 16. . . 
4,5, 12,13. ..  1,5, 12»  16. .  .1,4, 13, 16,  puisque  les  extré- 
mités des  horizontales  ont  aussi  les  mêmes  différences  aTec 
signe  contraire.  On  obtient  8  quadrilles  de  moins  que  dans 
le  précédent  carré. 

MÉTHODES    DE    LA    H  I R  E. 


ARTICLE  PREMIER. 

PREMlinZ  METHODE. 

La  Hire  ne  considère  que  les  nombres  divisibles  par  4 , 
et  ceux  qui  le  sont  par  2  seulement ,  sans  faire  de  distinc- 
tion pour  les  impairement  pairs.  U  établit  comme  suit  les 
tableaux.  Il  représente  les  multiples  par  les  premiers  nom-* 
bres ,  dont  0  fait  toujours  partie.  Ces  nombres  expriment 
quel  multiple  on  emploie  :  cette  manière  est  plus  expéd»- 
tive.  U  met  à  la  première  horizontale  du  1  .^i*  tableau  un 
nombre  répété  |fois,  r  étant  la  racine,  et  autant  de  Ibis 
son  complément;  la  ligne  suivante  est  la  1.^^  renver- 
sée ;  la  3.^*  comprend  un  autre  nombre  répété  autant  de 
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S,  et  son  complément;  on  continue  de  cette  manière 
qu'à  la  fin.  Le  second  tableau  n'est  que  le  premier  ren- 
rsé.  Yoici  ces  tableaux  pour  12  de  racine.  Un  nombre 
son  complément  valent  124-1=13,  et  pour  les  mul- 
les  11-{-0=:11. 

I.er  TÀBIIÀV. 

444444999999 

9999994    44    444 

12  12  12  12  12  12    1     1     1     1     1     1 

1  1     1     1     1     1  12  12  12  12  12  12 

5  8    8    8    8    8    8 
8    5    5    5    5    5    5 

6  7    7    7    7    7    7 

7  6    6    6    6    6    6 
3  10  10  10  10  10  10 

10  10  10  10  10  10    3    3    3    3    3    3 

2  2    2    2    2    2  11  11  11  11  11  11 

11  11  11  ,11  11  11    2    2    2    2    2    2 

2.e   TÀBLBIV. 

650  11     291  10  3874 

650  1129110  387    4 

650  11    291  10  3874 

650  11    291  10  3874 

650  11    291  10  3874 

650  11    291  10  3874 

5    6  11    0    9    2  10    1  8    3    4    7 

56  11    092  10    1  8347 

56  11    092  10    1  8347 

56  11092  10    1  8    347 
56  11    092  10    18347 

56  11     092  10    1  8347 


5 

5 

5 

5 

5 

8 

8 

8 

8 

8 

6 

6 

6 

6 

6 

7 

7 

7 

7 

7 

3 

3 

3 

3 

3 
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n  n'y  a  qu'à  ajouter  par  ordre,  ayant  soin,  pour  le  2.^ 
tableau,  de  multiplier  par  12  les  nombres  qui  le  com- 
posent :  ainsi  4  + 6  est  4+6-12=4+72=76... 4  +  5 
=:4+60=:64 ,  et  ainsi  des  autres. 

Au  moyen  de  cette  méthode,  et  avec  un  peu  d'atten- 
tion, on  peut  se  dispenser  d'écrire  les  tableaux  :  le 
premier  se  retient  facilement;  le  second  a  la  moitié  des 
horizontales  d'une  manière ,  et  l'autre  moitié  aussi  d'une 
manière  :  de  sorte  que  la  7«^  comprend  les  oomplémens 
des  nombres  supérieurs  de  la  6«®,  et  que  la  1/^  horiion- 
taie  se  compose  d'un  nombre  et  de  son  complément  qui 
le  suit  immédiatement.  On  Terra  le  carré  résuHanl  de  ces 
tableaux  (Ji^ire  61,  planche  XII  )• 

ARTICLE    IL 

DSUXlàMB     MÉTROBX. 

On  peut  partager  l'horizontale  du  1  .^■'  tableau  de  ma- 
nière à  mettre  les  complémens  au  milieu  sans  interrup- 
tion ,  et  les  nombres  par  moitié  au  commencement  et  à  la 
un ,  comme  on  le  Toit  ici  pour  le  carré  de  8. 

55444455  /07436I25 

44555544  [07436125 

5I22777722  5170341652 

S177222277  3170341652 

^111888811  S]70341652 

88111188  ^170341652 

33666633  107436125 

66333366  \07436125 

Le  carré  résultant  se  trouve  (  figure  62,  planche  XII). 


0) 
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n  frut  obsenrer  que  cette  méthode  ne  peut  être  em- 
ployée si  le  quotient  de  la  racine  divisée  par  4  est  mi 
nombre  impair  :  ainsi  elle  ne  réussit  pas  ponr  12,  puis- 
que ^=3,  nombre  impair.  Mais,  quoique  24  ne  soit  pas 
un  nombre  pairement  pair,  comme  le  quotient  V=^6> 
nombre  pair ,  on  peut  employer  la  méthode. 


ARTICLE   III. 

TEOISlàMl     aÉTHODS. 

Au  lieu  d'avoir  les  horizontales  comprenant  deux  à  deux 
un  nombre  et  son  complément ,  comme  aux  deux  pre- 
mières méthodes,  on  peut  dans  la  moitié  de  ces  hori- 
zontales mettre  différens nombres, de  manière  cependant 
que  chacune  des  horizontales  contienne  les  comjdémens; 
quant  à  l'autre  moitié ,  elle  aura  les  mêmes  nombres  et  leurs 
complémens,  en  ordre  renversé,  comme  on  le  voit  ci- 
après  pour  le  carré  de  8. 


ta 

S 


s 


56444455 
22777722 
11888811 
33666633 
66333366 
88111188 
77222277 
44555544 


H 


0  4  12  5  6  3  7 

0  4  12  5  6  3  7 

7  3  6  521  40 

7  3  6  521  40 

7  3  6521  40 

7  3  6  5  2  1  4  0 

04  125637 

0  4  1 25637 


On  Terra  le  carré  (^figure  63 ,  planche  XII  ). 

La  Hire  donne  encore  d'antres  méthodes  :  en  général , 
tontes  les  fob  qne  les  nombres  du  2.»  tableau  penrent  se 
lier  avec  ceux  du  1.*^,  de  manière  qn'fl  n'y  ait  pas  de  ré- 
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pétition,  ce  qui  se  voit  sur  le  champ ,  le  carré  n'aura  pas 
de  nombres  répétés.  II  est  inutile  de  faàre  obserrer  qu'il 
ne  faut  pas  considérer  comme  répétition  deux  nombres  qui 
seraient  les  mêmes,  mais  dont  l'un  serait  multiple,  et 
l'autre  simple  :  ainsi  4,  3  et  3,  4 ,  si  le  1*^  est  simple , 
ne  donnent  pas  répétition:  car  les  simples  et  les  mult^ikf 
sont  différeus. 

ARTICLE   lY. 

QVATaiiMB    MÉTHODE. 

Cette  méthode  est  la  plus  usitée  de  toutes;  die  se  re- 
tient facilement.  La  première  horizontale  se  compose  de 
manière  que  les  nombres  à  égale  distance  des  extrêmes 
lassent  un  couple  :  ainsi  1  +12=5+8=224-11 ,  etc.,  dans 
le  carré  de  12.  Il  importe  peu  que  le  plus  petit  nombro 
soit  le  premier  placé,  ou  le  second.  La  2.^  ligne  est  Tinr 
verse  de  la  première  ;  puis  la  première  répétée ,  ensuite 
la  seconde ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  moitié  des  hori* 
zontales.  La  première  ligne  de  la  2.^  moitié  est.  égale  à  la 
dernière  de  cette  première  moitié,  et  l'on  suit  l'ordre  de  la 
première  partie  jusqu'à  la  un.  D'où  il  suit  que  toutes  les 
horizontales ,  à  égale  distance  de  la  première  et  de  la  der- 
nière ,  sont  les  mêmes ,  et  par  conséquent  aussi  cette  pre- 
mière et  cette  dernière.  Quant*  au  2.^  tableau'^  il  n'est  en- 
core que  le  premier,  dans  lequel  les  horizontales  de- 
Tiennent  les  verticales ,  et  réciproquement. 

On  trouve  le  carré  résultant  (^gure  G4,  planche  XII). 
U  est  remarquable  en  ce  que  les  nombres ,  symétrique- 
ment placés,  donnent  une  somme  égale  à  un  couple;  ici 
cette  somme  est  144  -}- 1  =145.  Voici  les  tableaux  : 
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l.*'   TIBLBAV. 

1 

5 

2 

4    6    3  10 

7 

9  11 

8  12 

12 

8  11 

9    7  10    3 

6 

4    2 

5    1 

1 

5 

2 

4    6    3  10 

7 

9  11 

8  12 

12 

8  11 

9    7  10    3 

6 

4    2 

5    1 

1 

5 

2 

4    6    3  10 

7 

9  11 

8  12 

12 

8  11 

9    7  10    3 

6 

4    2 

5    1 

12 

8  11 

9    7  10    3 

6 

4    2 

5    1 

K 

5 

2 

4    6    3  10 

7 

9  11 

8  12 

12 

8  11 

9    7  10    3 

6 

4    2 

5    1 

1 

5 

2 

4    6    3  10 

7 

9  11 

8  12 

12 

8  11 

9    7  10    3 

6 

4    2 

5    1 

1 

5 

2 

4    6    3  10 

7 

9  11 

8  12 

2.6  TABLBAV; 

0  11 

0  11    0  11  11 

0  11    0  11    0 

3 

S 

3 

8    3    8    8 

3 

8    3 

8    3 

6 

5 

6 

5    6    5    5 

6 

5    6 

5    6 

1 

10 

1 

10    1  10  10 

1 

10    1 

10    1 

4 

7 

U 

7    4    7    7 

4 

7    4 

7    4 

2 

9 

2 

9    2    9    9 

2 

9    2 

9    2 

9 

2 

9 

2    9    2    2 

9 

2    9 

2    9 

7 

4 

7 

4    7    4    4 

7 

4    7 

4    7 

• 

10 

1 

10 

1  10    1     1 

10 

1  10 

1  10 

5 

6 

5 

6    5    6    6 

5 

6    5 

6    5 

8 

3 

8 

3    8    3    3 

8 

3    8 

3    8 

11 

0  11 

0  11     0    0  11 

0  11 

0  11 

1  peut  donc 

se  dispenser  d'écrire  les  tableaux:  il  suffit 

a  l.)^»  horizontale  du  l.^r  tableau 

pour 

construire  le 

S,  puisqu'on 

suit  toujours  cette  horizontale  directe  ou 

'  ' 

I. 
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renversée.  Le  2s  tableau  est  encore  plus  facfle  à  retenir 
étant  composé  à  chaque  ligne  d'un  nombre  et  complé 
ment,  celui-ci  répété  au  milieu  de  chaque  horizontale 
la  seconde  moitié  dépend  de  la  première ,  en  mettant  li 
nombre  au  lieu  du  complément ,  et  réciproquemenl 
On  commence  cette  seconde  moitié  par  la  dernière  Ugn< 
de  la  première  moitié,  et  Ton  suit  en  remontant.  Ce  se- 
cond tableau  n'est  que  le  premier  renyersé. 


ARTICLE   V. 

CINQUIÈME    MirnoDE. 

n  n'est  pas  indispensable  que  les  deux  tableaux  suirenl 
le  môme  ordre  renversé,  Fun  en  horizontale,  l'autre  en 
verticale.  Yoici  un  exemple  pour  le  carré  de  8  : 


8  3  2  5  4  7  6  1 

16  7  4  5  2  3  8 

8  3  2  5  4  7  6  1 

16  7  4  5  2  3  8 

1  6  7  4  5  2  3  8 

8  3  2  5  4  7  6  1 

16  7  4  5  2  3  8 

8  3  2  5  4  7  6  I 


56  0  0  0  0  56  56  5G 
8  48  8  48  8  8  48  48 
40  40  40  16  16  40  16  16 
32  24  24  24  24  32  32  32 
24  32  32  32  32  24  2»  2ï 
16  16  16  40  40  16  40  40 
48  8  48  8  48  48  8  8 


0  56  56  56  56  0  0  0 

On  voit  le  carré  résultant  de  ces  tableaux  {,  figure  65, 
planche  XII). 

Pourvu  que  Tun  des  tableaux  ait  la  forme  de  ceux  de 
la  4.<^  méthode,  l'autre  peut  en  avoir  une  très-di&érente, 
avec  Tattention ,  1 .°  que  les  li<[ncs  qui  ont  des  nombres 
répétés  en  horizontale ,  par  exemple ,  dans  Fun  des  \Mf 
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bleaux ,  les  aient  en  yerticale  dans  l^aatrc ,  et  réciproque- 
ment ;  S.""  que  les  diagonales  niaient  pas  de  nombres  ré- 
pétés; ce  qa'on  évite  en  ne  suirant  pas  le  même  ordre 
dans  les  lignes  du  tableau  qui  n'est  pas  construit  par  la 
4.0  méthode. 

fly  aurait  encore  bien  d''autres  combinaisons  que  celles 
ci-dessus,  si  l'un  des  tableaux  conserve  la  construction  de 
cette  4.e  méthode  ;  et  La  Hire ,  en  donnant  plusieurs  moyens 
de  former  les  carrés  à  racine  divisible  par  4 ,  est  loin  d'a- 
voir présenté  toutes  les  manières  d'y  parvenir.  On  est  sur 
la  voie ,  et  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  une  foule  de  ta- 
bleaux qui  peuvent  convenir  :  ainsi  les  suivans  seraient  de 
ce  nombre  pour  le  carré  de  8* 

56    0    0  56  56    0    0  56 

8  48  48  8  48  8  48  8 
16  16  40  40  16  40  40  16 
24  32  24  32  32  24  32  24 
32  24  32  24  24  32  24  32 
40  40  16  16  40  16  16  40 
48  8  8  48  8  48  8  48 

0  56  56  0  0  56  56  0 

Le  1.<^  tableau  est  construit  d'après  la  4.<^  méthode;  les 
verticales  on t  les  nombres  répétés.  L'on  a  mis  ici  les  nombres 
simples  au  lieu  des  multiples  au  second  des  grands  tableaux. 

On  peut  désirer  connaître  le  nombre  de  combinaisons 
résultantes  de  Tun  des  systèmes,  par  exemple,  de  celui 
où  les  deux  tableaux  sont  construits  par  la  4.<'  méthode. 
Or,  pubque  les  nombres  à  égale  distance  des  extrêmes,  à 
la  1."^  horizontale,  sont  complémens  Tun  de  l'autre,  il 


00707770 
22255525 
34344343 
16  6  6  6  111 
6  11116  6  6 
43433434 
55522252 
77070007 
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t^leau  :    donc     en  tout  (64  •  720)*z=:  (46080)*  = 
2,123,366,400  combinaisons  pour  ce  seul  cas* 

On  peut  Êûre  souvent  subir  à  un  carré  plusieurs  chan- 
gemens.  Ainsi  dans  le  carré  de  la  figure  65 ,  si  l'on  met 
14,55  au  lieu  de  54,15,  et  réciproquement,  on  n'aura 
altéré  que  les  diagonales ,  puisque  les  Tcrticales  sont  les 
mêmes,  et  qu«  les  horizontales  ont  la  même  somme,  at- 
tendu que  1 4  -f  55  =  54  -f  1 5.  Ainsi  la  1  .'c  diagonale , 
ayant  à  sa  2.^  case  14  au  lieu  de  54 ,  sera  diminuée  de 
40;  et  la  2/^  diagonale ,  ayant  54  au  lieu  de  14 ,  sera  aug- 
mentée aussi  de  40  ;  mab  si  l'on  substitue  50 , 1 1  au  lieu 
de  10,51,  elles  auront  la  somme  voulue*  Les  tableaux, 
dans  ce  cas ,  seraient  : 


■ 

M 

n 

H 


8  3  2  5  4  7  6  1 
16  7  4  5  2  3  8 
8  3  2  5  4  7  6  1 
16  7  4  5238 
16745238 
8  3  2  5  4  7  6  1 
16  7  4  5  2  3  8 
8  3  2  5  4  7  6  1 


M 

mi 

M 
H 


ci 


7  0.0  0  0  7  7  7 
116  6  16  16 
55522522 
43333444 
34444333 
22255255 
6  6  116  16t. 
07777000 


On  voit  que  ce  changement  n'en  a  pas  apporté  au  l.^' 
tableau, -qui  est  encore  celui  donné  à  la  5.^  méthode,  et  qui 
est  construit  d'après  la  4.^;  mais  le  %^  tableau  est  d'une 
forme  différente  de  celles  proposées. 

n  y  a  une  foule  d'autres  changemens  qui  se  présentent , 
et  qui  donnent  lieu  à  de  nouveaux  tableaux  :  ainsi  18,45, 
substitués  à  42,  21,  et  44 ,  23  à  20, 47,  et  réciproquement, 
rétablissent  les  diagonales,  et  il  viendra  42  et  23  en  2.«  dia- 
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gonalc=G5  au  lieu  de  47+18=65;  et  18+47=65  ai 
lieu  de  42  +  23=G5  en  première  diagonale. 


ARTICLE  VI. 

SIXlÂm    MÉTHODE. 

On  peut  encore  disposer  Tun  des  tableaux  comme  b 
premier  delà  ^.^  méthode  ,  et  l'autre  comme  le  premier  d< 
la  2.C  ou  de  la  ZS;  ou  bien  encore  l'un  comme  le  2.<^  dt 
la  4.<^  méthode ,  et  Fautre  comme  le  2.^  de  la  2.^  od  de 
b  3.e. 

ARTICLE   YIL 

PROGRESSIONS   INTERROMPUES   d'apRÀS   LES    FRÊGÊDERTES 

MÉTHODES* 

Si  la  pro(jrcssion  est  interrompue  par  la  moitié,  comme 

l»2«3. . .  32 40*41. . .  71,^  difTérence  entre  33,  qui 

dcTrait  faire  suite  à  32,  et  40, =7  :  ainsi  dans  le  carré  de 
8  on  ajoutera  7  A  tous  les  nombres  qm  escèdent  32,  a 
qui  peut  se  faire  immédiatement,  et  sans  construire  le 
carré  pour  y  substituer  le  corrigé. 

Si  la  profjression  est  divisée  en  4  parties,  comme  t*2* 

3<  •  - 16 22*23*24. . .  37 41  •42. . .  56. 

62  •  63. . .  77 ,  on  peut  former  le  carré  sans  progression  in- 
terrompue ,  si  Ion  craint  de  se  tromper  ;  et,  comme  23r— 17 
=5 ,  on  ajoutera  5  à  tous  les  nombres^  de  17  indus  i  S2 
aussi  inclusivement.  De  m^me  41—33=8:  mnsi  8  sers 
ajouté  aux  nombres  de  33  inclus  à  48  aussi  inclus;  enfin, 
comme  62— 49=1 3 ,  ce  dernier  nombre  sera  ajouté  i  tons 
les,rcstans ,  depuis  49  inclus  jusq[u'à  64.  Il  ùkui,  pour  ces 
4  progressions,  que  les  différences  de  chacune   soiml 


■ÉrnODES    DE    LA    HIHB. 


455 


égales,  et,  en  second  lieu,  que  les  interralles  entre  la' 
l.re  et  la  2*®,  et  entre  la  3.^  et  la  4.®,  soient  les  mêmes; 
quant  à  celui  qui  existe  entre  la  2.^  et  la  3.^ ,  et  en  gé- 
néral entre  les  progressions  du  milieu ,  il  est  arbitraire. 

Il  peut  y  avoir  8  progressions  pour  le  carré  de  8,  et 
(général  autant  de  progressions  qu'il  j  a  d'unités  dans 
la  racine  d*un  carré.  Par  exemple ,  et  pour  8  de  racine ,  on 
peut  ayoir 

1.2...  8      10.11. ..17      20.21. ..27      29.30.. .36 
91 .52. ..  58      60.61.. .  07      70-71 ...  77      79.80. . .  86 

Dans  ce  cas  les  différences  de  chaque  progression  doiyent 
tooiaars  être  les  mêmes.  Quant  aux  intervalles ,  celui  du  mi- 
lieu est  arbitraire.  Celui  qui  sépare  les  quarts  peut  être  diffé- 
rent de  celuidu  milieu,  mais  doit  être  le  mftme  pour  chaque 
quart;  et  ceux  qui  se  trouvent  entre  chaque  couple  de 
progression  aussi  les  mêmes,  quoique  différons  des  pré- 
cédens.  Ici ,  entre  8  et  10,  entre  27  et  29,  entre  58  et  60, 
et  77,  79,  la  différence  est  2;  entre  17  et  20 ,  67  et  70 , 
elle  est  3;  et  enfin  entre  36  et  51 ,  elle  est  15.  Il  en  est  de 
même  des  autres  racines. 

n  n'est  donc  pas  difficile  do  former  ces  progressions  à 
volonté,  et  l'on  ne  sera  pas  embarrassé  pour  arranger  ma- 
giquement un  carré  avec  des  progressions  interrompues. 

On  peut  encore  avoir  des  progressions  telles  que  les 
intervalles  soient  différons  entre  chaque  progression  jus- 
qu'à la  moitié,  les  mêmes  intervalles  revenant  pour  l'autre 
moitié,  et  à  égale  dbtance  des  progressions  extrêmes. 

Enfin  on  pourrait  prendre  teb  intervalles  que  l'on  vou- 
drait, mais  on  n'aurait  que  les  diagonales  et  les  verticales 
magiques  ;  les  horizontales  ne  le  seraient  pas. 


. 
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§    3. 

AUTRES  MÉTHODES. 


ARTICLE    PREMIER.  ^. 

LÀ  RlGIllE  EST  2". 

Toicî  une  méthode  facile  à  retenir  lorsque  la  racine 
est  une  puissance  de  2.  Soit  le  cacré  de  16  à  former.  La 
1.''^  ligne  se  compose  à  yolonté  avec  les  16  nombres  de 
la  racine;  les  sulTantcs,  jusqu'à  la  8.^  inclosÎTcment , 
commencent  par  les  deux  derniers  nombres  de  Li  pré- 
cédente :  la  S.*"  sf?a  donc  5, 6,  1, 2,  8, 9, 10,  7, 11, 13, 14, 
16, 12,  15,  3,  4,  (en  supposant  la  1.^<'3,  H,  5,  6, 1,  2,8, 
9,  10,  7, 1 1,  13, 14, 16, 12, 15).  Quant  à  ceUe  qui  vient 
après  la  iJ^  moitié  des  lignes  (  ici  la  9.<^),  elle  commence 
par  le  nombre  qui  termine  la  i,^^  moitié  de  la  précé- 
dente, et  en  rétrogradant  :  ainsi  elle  sera  7, 10,  9,  8,2, 1, 
6,  5,  4,  3;  15, 12, 16,  14, 13,  11.  Les  suivantes  se  forment 
comme  dans  la  1 J^  moitié ,  en  commençant  par  les  deux 
derniers  nombres  de  la  précédente.  Ainsi  la  2,^  horizon- 
tale et  les  suivantes  étant  12, 15. . .  14,  16 14, 16. . . 

11,13 11,13.  ..  10,  7 10,7...   8,9 

8,  9. . .  1,2 1  ,  2. . .  5 ,  6  ,  on  aura  pour  la  10.** 

et  suivantes,  13,  II. ..  16, 14 10, 14. . .  15,12 

15,  12.. .  4, 3 4,  3. . .  6, 5 6, 5. . .  2, 1 

2,1...  9,  8 9,8...  7,10. 

Quant  au  2.^  tableau ,  la  1 J^  ligne  peut  se   composer 
d^un  nombre  et  de  son  complément  alternativement,  et 
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de  même  ponr  la  2.e,  3.^  et  A.^.  Les  4  suivantes  sont  les 
premières  renversées»  La  seconde  moitié  des  lignes  se 
forme,  comme  la  première  moitié,  avec  les  nombres  res- 
tans  et  leurs  complémens  :  ainsi  on  peut  faire  ces  lignes , 
par  exemple, 

0, 240,0.. . .  240 128, 112, 128.. . .  112 

144, 96, 144. . .  96 208,  32, 208. . .  32, 

pour  les  quatre  premières  lignes.  Les  quatre  suivantes 
seront 

240,  0,  240. . .  0 112,  128, 112. . .  128 

96, 144, 96.. .  144 32, 208,  32. .  •  208; 

La  9."  et  les  o  suivantes , 
192,  48,  192...  48 224,  16,  224...  16 

17«,64,176...  64 80,  160,  80...  160; 

Et  pour  les  4  dernières, 
48, 192,  48. . .  192 16,  224,  16. . .  224 

64,  t76,  64. . .  176 160,  80, 160. . .  80. 

La  composition  de  ces  tableaux  est  très-différente ,  et 
on  peut  les  changer  l'un  dans  l'autre.  Pour  avoir  les  com- 
binaisons propres  à  ce  cas ,  on  agirait  comme  suit  : 

Le  l.ertableau aura,  si  sa  racine  =2". . .  (  1  •  2 •  3. . .  2" 
combinabons  )• 

Le  2.C  tableau  aura,  de  son  côté,  moitié  des  nombres 
de  la  racine  en  couples  ;  il  y  aura  donc  Ç  ;  et,  comme  cha- 
que couple  s'arrange  de  deux  manières,  il  viendra  2"  com- 
bmaisons  pour  la  i.^^  ligne.  Quant  à  la  2.o,  les  couples 
rcstans  sont  ^  —  1  =  <-^,  qu'on  peut  arranger  de  deux 
manières  :  donc  2" — 2  pour  cette  2s  ligne.  Ensuite  T — 
4. . .  2^*^-6,  jusqu^au  quart  des  lignes.  Le  second  quart, 
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étant  l'inverse  du  premier,  ne  donne  rien.  Quant  au  3.< 
quart ,  les  combinaisons  continuent  de  diminuer  de  2  en 
2  jusqu'à  la  dernière  y  qui  ne  sera  plus  que  2.  Ainsi  Tod 
aura  (2  •  4 •  6. . .  2"  )  pour  ce  second  tableau  :  donc ,  en 
multipliant  ces  combinabons  et  le  produit  par  2,  puis- 
qu'on peut  donner  aux  tableaux  la  forme  l'un  de  Tautre, 
2  (2.a.6...2")(1.2.3...2")=2.5040.720.132.l8î 
24048*80*IG8«1G9  nombre  prodigieux  pour  un  seul  cas. 
Il  y  aurait  a  diviser  ce  nombre  par  8  si  l'on  ne  voulait 
que  les  combinaisons  réellement  différentes,  et  si  ie  carré 
est  seul  :  car,  s'il  fait'partie  d'autres  carrés ,  on  doit  tout 
retenir.         • 

Voici  un  autre  mode  de  composition  pour  la  racine  7. 
Le  premier  tableau  se  compose  en  commençant  la  2.^ 
ligne  et  les  suivantes,  jusqu'à  la  moitié  des  lignes,  par  le3.< 
nombre  de  la  précédente;  l'autre  moitié  commence  parle 
nombre  qui  termine  la  moitié  de  la  ligne  précédente,  et  en 
rétrogradant;  les  suivantes  suivent  Tordre  de  la  jat- 
mière  moitié. 

Le  second  tableau  se  forme  d'après  la  méthode  précé- 
dente. Pour  le  carré  de  8  les  deux  premières  lignes  onl 
un  nombre  et  son  complément  altemativemenl;lesdeiii 
suivantes ,  les  mômes  nombres  renversés  ;  la  5«®  et  la  &*,  un 
autre  nombre  et  son  complément  ;  les  deux  dermères  sont 
les  précédentes  renversées.  Yoici  ces  tableaux  : 
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1.«'  TABUAC. 

2.*  TABLEAV. 

5  7  18  4  2  3  6 

056    0  56    056    056 

1  8  4  2  3  G  5  7 

16  40  16  40  16  40  16  40 

4  2  3  45  7  1  8 
3  6  5  7  î  8  4  2 

56    0  56    0  56    0  56    0 

40  16  40  16  40  16  40  16 

7  5  6  3  2  4  8  1 

8  48    8  48    8  48    8  48 

6  3  2  4  8  1  7  5 

24  32  24  32  24  32  24  32 

2  4  8  1  7  5  6  3 

48    8  43    8  48    8  48    8 

8  17  5  6  3  2  4 

32  24  32  24  32  24  32  24 

Le  carré  se  trouve  {Ji^re  66,  planche  XII), 

ARTICLE    IL 

LES   P&0GEE8SI0NS   NI   SUITBIIT   FÀS   l'orDRB   NÀTUmBU 

Si  la  progression  ne  suit  pas  Tordre  naturel,  et  ne 
commence  pas  par  Tunité,  on  formera  toujours  la  1/^ 
ligne  par  les  premiers  nombres  de  la  progression ,  et  le 
L^i*  tableau  par  Funo  des  méthodes  données  précédem- 
ment* Celui  des  multiples  comprendra  ceux  du  produit  de 
la  racine  par  la  différence  de  la  progression  :  ainsi ,  pour 
le  carré  de  8,  ayant  3,8,  13,  18,  etc. ,  le  dernier  terme 
sera  3-f  5«63=:3I8.  Les  multiples  seront  ceux  de  5*8.=:/ll0. 
Chaque  ligne  vaudra  ^^f^*  =  32l  .4  =  128/1;  et  ceci 
a  lieu  pour  tous  les  carrés  pairs  ou  impairs  :  il  faut  seule- 
ment composer  les  tableaux,  pour  chaque  espèce  de  ra- 
cine ,  diaprés  ce  qui  a  été  dit*  Ici ,  pour  8  de  racine ,  soit 
la  première  ligne  à  volonté  13,  38, 18,  28,  3,  33,  8,  23: 
on  arrangerait  le  L^^*  tableau  d'après  Tune  des  méthodes 
cî-dessus ,  ou  toute  autre;  le  2.^  se  construira  de  manière 
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à  S'accorder  ayec  celle  du  premier.  On  peut  fiiire  ces  ta- 
bleaux coDune  suit  : 

l.^r   TABLEAU. 

13  38  18  28    3  33    8  23 

8  23  13  38  18  28    3  33 

3  33  8  23  13  38  18  28 
18  28  3  33  8  23  13  38 
33  3  28  18  38  13  23  8 
23  8  33  3  28  18  38  13 
38  13  23  8  33  3  28  18 
28  18  38  13  23    8  33    3 

2.6  TABLEAU. 

aO  2/ÏO  UO  2a0  aO  2/ÏO  ho  240 
200  80  200  80  200  80  200  80 
240    40  240    40  240    40  240    40 

80  200  80  200  80  200  80  200 
280  0  280  0  280  0  280  0 
120  160  120  160  120  160  120  160 

t)  28*  0  280  0  280  0  280 
160  120  160  120  160  120  160  120 

Le  carré  se  trouve  {Jlgure  69 ,  planche  XIII  ). 

Les  tableaux  sont  construits  d'après  la  1.^^  méthode  de 
Farticle  l.^""  ci-dessus. 

I 
ARTICLE  IIL 

PROGRESSIONS     INTERROMPUES. 

On  revient  sur  ce  genre  de  progressions ,  qu'il  est  im- 
portant de  bien  connaître,  pubqu'elles  se  présentent  le 
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plus  sonT€nt  dans  les  carrés  à  compartimens,  à  bor- 
dures ,  etc. 

Il  y  a  distinction  à  faire  entre  les  racines  paires  et 
les  racines  impaires.  Dans  celles-ci  les  intervalles  à 
égale  distance  de  la  ligne  du  milieu  doivent  être  égaux , 
et  dans  les  carrés  pairs  ce  sont  ceux  à  égale  distance 
du  milieu  des  progressions.  Dans  les  deux  cas  les  mul- 
tiples sont  ceux  des  intervalles.  Ainsi ,  soit  le  carré  de  5 , 
par  exemple,  à  faire  avec  les  progressions  1  «2  •  3*4  «5. .  • 
7.8.9.10.11. . .  20.21.22  .23.24. . .  33.34.35.36.37. . . 
39*40.41 .42.43  :  on  voit  qu'entre  1  et  7  la  différence 
est  6  ;  ainsi  Pun  des  multiples  sera  6.  De  1  à  20  la  dif- 
férence est  19;  ce  sera  un  autre  multiple.  De  1  à  33 
la  différence  étant  32 ,  ce  dernier  nombre  sera  aussi 
multiple.  Enfin  de  1  à  39  la  différence  est  38 ,  <pii  sera 
le  dernier  multiple  :  ils  deviendront  donc  0,  6, 19,  32,  38. 
On  remarque  que  de  0  à  6  et  de  32  à  38  l'intervalle  6  est 
le  même,  et  que  celui  de  6  à  19  et  celui  de  19  à  32  est 
aussi  le  même ,  =:  1 3.  U  est  aisé  de  former  les  tableaux 
lorsque  ces  multiples  sont  connus. 

Si  la  racine  est  paire ,  on  peut ,  pour  la  première  moi- 
tié des  progressions,  avoir  les  intervalles  par  couple, si 
l'on  veut  ;  mais  la  2.^  moitié  aura  les  mêmes  intervalles  que 
\aij%  à  égale  distance  des  extrêmes  progressions,  ou  du 
milieu  de  toutes  ces  progressions  ;  quant  à  l'intervalle  qui 
sépare  les  deux  moitiés,  il  est  absolument  arbitraire.  Ainsi, 
pour  8  de  racine ,  soient  les  progressions 

1  .      2  .       3...       8  11  .  12.    13...    18 

51  .    52  .     53...     58  61  .  02.  63...  68 

141  .  142.  143...    148  151  .152  .  153. ..  158 

191  .192.   193...   198  201  .202.203.. .208 
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On  voit  que  de  8  à  11  rintervalle  est  3,  comme  entre 
1 98  et  201  ;  de  même  de  1 8  à  5 1  rintervalle  est  33 ,  comme 
celui  de  158  à  191  ;  de  même  entre  58  et  61  on  a  lo  même 
intervalle  qu'entre  148  et  151.  Quant  à  celai  du  miliea, 
il  est  141  — 68=73.  Les  multiples  seront  donc  0. . .  1 1— 
1=10. .  .  51—1  =50. . .  61  —1 =60. .  •  141—1  =140. . . 
151— 1=150...  191— 1=190...  201— 1=200;  et  les  ré- 
unissant, 0,  10,50, 60, 140, 150, 190, 200.  Les  couples 
sont  208+1=209;  chaque  ligne  vaudra  209.4=836. 

Voici  de  nouvelles  formes  de  tableaus  dont  Fun  n*est 
que  le  renversement  de  Fautre.  Dans  le  premier  les  4 
premiers  nombres  ont  leurs  complémens  dans  les  4  smr 
vans  à  la  première  ligne.  La  seconde  est  la  même  que  la 
première,  sauf  les  extrêmes,  qui  alternent;  la  3.®  est  la 
2.<^  renversée  ;  la  4.<^  est  la  1  .^e  aussi  renversée  ;  les  suivantes 
sont  les  mêmes  que  les  premières.  On  doit  faire  atten- 
tion que ,  pour  la  2.^  ligne  et  les  trois  suivantes  les  deux 
nombres  du  milieu  sont  renverses  dans  le  1.<*>^ableau,et 
qu'ils  sont  rétablis  dans  les  3  dernières  lignes  comme  â  la 
première.  Dans  le  2.^  tableau ,  au  contraire ,  les  deux  hO' 
rizontales  du  milieu  ont  4  nombres  qui  se  suivent ,  ainsi 
que  dans  toutes  les  lignes,  excepté  b  première  et  la  dernière. 
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10  190  10  190  190  fO  f90  «0 

0   0  200  300  200  300   0   0 

150  150  50  50  50  50  150  150 

60  60  140  140  140  140  60  61 

UO  140  60  60  60  60  140  140 

50  50  150  150  150  150  50  50 

200  300   0   0  0   0  150  150 

190  10  190  10  10  190  10  190 


Le  carré  se  trouve  (^figure  70 ,  planche  XIII  ). 
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n  n'y  aurait  pas  plus  de  difficulté  si  la  première  pro- 
gression ne  commençait  pas  par  l'unité,  et  si  la  différence 
de  chaque  progression  était  autre  que  l'unité. 

ARTICLE  IV. 

MÉTHODE   BXPÉDITn'B   POUR  LES   CARRÉS   k   RlGIllB   DIVISIBLE 

PAR   4. 

On  forme  un  carré  naturel  séparé  en  quatre  parties  par 
les  lignes  du  milieu ,  en  horizontale  et  en  verticale;  les 
diagonales  restent  fixes.  On  substitue  ensuite,  de  deux  en 
deux,  les  complémens  aux  nombres,  ayec  la  seule  atten- 
tion de  changer  ou  laisser  sans  changement ,  et  alterna- 
tivement ,  )es  deux  nombres  qui  sont  de  chaque  côté  de 
ces  lignes  du  milieu  du  carré.  On  verra  pour  12  un 
exemple  (Jigure  67,  planche  XII). 

Les  changemens  sont  au  bas  des  nombres  du  carré 
naturel,  et  en  plus  gros  caractères.  Ici  un  couple  vaut 
145;  et  Ton  peut  remplacer  de  suite  les  nombres  par  leurs 
complémens ,  sans  écrire  ceux  qui  doivent  supporter  ce 
remplacement;  il  suffit  de  fiedre  attention  à  la  première 
horizontale  :  ainsi,  après  avoir  changé  6,  il  faut  aussi  chan- 
ger 7,  qui  est  de  Tautre  coté  de  la  verticale.  Lorsqu'on 
arrive  à  une  autre  ligne ,  les  nombres  fixes  sont  ceux  qui 
sont  sous  une  case  qui  a  subi*un  changement.  Lorsqu'on 
est  arrivé  à  moitié  du  carré,  les  cases  de  l'autre  côté  de 
la  ligne  horizontale  du  milieu  changent  comme  les  cases 
supérieures,  et  Ton  agit  ensuite  comme  pour  la  première 
moitié;  il  suit  qu'il  y  aura  A  nombres  tous  fixes,  ou  tous 
changés,  au  milieu  du  carré.  On  serait  libre  de  commen- 
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cer  les  changemcns  par  la  1  ."^  case  du  carré  ;  mais  cela 
ne  ferait  que  donner  une  position  différente  à  ce  carré, 
et  tout  serait  dans  le  même  ordre*  Yoilà  pourquoi  les 
diagonales  restent  fixes. 

On  verra  encore  le  carré  de  16  construit  par  ce  moyen 
{figure  68^  planche  XII).  On  n'a  pas  fini  le  tableau  natu- 
rel; les  complémens  ont  été  substitués  immédiatement 
Chaque  couple  vaut  2564-1=^^7  :  ainsi  au  lieu  de  2  on 
a  écrit  257— 2=255,  et  ainsi  des  autres  nombres  â  chan- 
gemens.  Les  substitutions  sont  feciles  :  par  exemple,  après 
255  on  écrira  253,  251 ,  249,  de  2  en  2;  et, comme  249 
est  à  coté  de  la  Tcrticale ,  on  écrira  248  au  lieu  9 ,  et  en- 
suite 246 ,  244 ,  242  :  on  yoit  donc  que  rien  n^est  plus  la- 
cile  que  d'opérer  ces  substitutions. 

Cette  marche  est  la  plus  facile  de  toutes  pour  fiûre  sur 
le  cliamp  un  carré  magique  pair  dont  la  racine  est  di- 
visible par  4. 

On  peut  désirer  connaître  la  composition  des  tableaux 
qui  donnent  lieu  à  cette  formation.  Elle  résulte  des  ta- 
bleaux de  la  4.^  méthode  :  ainsi  le  carré  de  la  figure  67 , 
qui  est  celui  de  12,  a  pour  horizontale  première  I ,  II, 
3,  9, 5, 7,  6,  8,  4 ,  10, 2, 12,  dans  laqueUe  les  nombres 
à  égale  distance  des  extrêmes  donnent  1 3  pour  un  coople* 
La  première  verticale  est  1 ,  12,  1 ,  12, 1 ,  12, 12,  1 ,  12, 
1 ,  12,1.  Comme  le  %^  tableau  n'^est  que  le  premier  ren- 
versé, la  première  horizontale  est  0, 132,0,  132,  0, 132, 
132,0,  132,  0, 132,  0,  et  la  l.re  verticale, 0, 120,  24,96, 
48,  72, 60,  84 ,  36, 108,  12, 132. 

C'est  aussi  la  méthcfde  expéditive  du  carré  de  4.  On 
écrit  les  nombres  du  carré  naturel  qui  garnissent  les  dia- 


II 


MÉTHODES    DITERSES.  465 

gonales;  on  recommence  par  la  fin  de  la  l/«  diagonale, 
et  l'on  compte  à  rebonrs  en  remontant ,  lorsqu'on  est  à  la 
fin  d'une  ligne  :  on  remplit  alors  les  Tides,  et  le  carré  est 
fini.  Voici  les  détaib: 

i    .     .     a  .  15  14  .  1  15  14  4 

.67.  12  .  .  9  12  6  7  9 

.  10  11  .  8  .  .  5  8  10  11  5 

13  .  .  16  .  3  2  .  13  3  2  16 

U  est  indispensable  de  retenir  cette  formation,  dont 
on  fiât  mi  firéquent  usage. 

C'est  la  Traie  méthode  expéditive  pour  les  carrés  pairs 
à  racine  divisible  par  4.  On  place  d'abord  les  nombres 
qui  doivent  rester,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut*  On 
recommence  à  compter,  en  commençant  par  le  bas  à 
droite,  et  l'on  agit  comme  on  a  fait  pour  le  carré  de 4.  Gela 
dispense  de  s'occuper  des  changemens  à  Êdre  pour  les 
complémens.  On  va  encore  donner  le  carré  de  8  construit 
par  cette  méthode. 

1—   3 6—   8  _63  —  6160  —  58  — 

—  10  —  12  13  —  15—         56  —  54 51  —  49 

17—19 22  —  24  _  47  —  45  44  —  42  — 

—  26  —  2829  —  31—         40  —  38 35  —  33 

—  34  —  36  37  —  39—         32  —  30 27  —  25 

41—43 46  —  48  —  23  —  21  20  —  18  — 

—  50  —  5253—55—         16  —  14 11—   9 

57  —  59 62  —  64  —   7—   5   4—   2  — 


TOM.    I.  30 


I  ■ 

•  J 

:i 
I 


î  •»    J  'îf  «    <  %    S 
>iî  t«  »  i:î  RI  31  13  19 

m  X  3^  S  3  S  31  S 
S  41  »  «  37  Z*  »  S 
Il  S  U  3  »  1«  »  « 
tt>40  U  32»  Il  33  9 
57    -  »    3    »  e    2  « 

•^ne  Tm  9ido*>#  ^  cam  vid?  Avioê  €■  I  parties  pour  ITio- 
rTanrHif,Tfc»  .jïc  h,  «enraie  *ài  aSe^  ToSà  jOfa^fOfiA  il  7  a 
UnÎHvn  2  oaa»  €omîi^mà  «mi  plàKS  ou  tides,  knnqiie 
F'»  imiipce  p*Hir  Ja.  pmiîae  iiîs  Ai  laiil  en  bas. 

K  j  A  besmiiNip  Cintres  aoBièics  de  former  ks  U- 
!>^«Ex.et  2i  jtfTMii  iMovenabis  toales  les  fois  que  du- 
•pe  maltxpfe  pt>fim  «'jftmter  À  tons  les  nombres  de  h 
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ARTICLE   PIEMIER. 

r.lRKÉ     BI     8     A    HOMBEBS     EiPBTis. 

Poi,^nanl  s'occupe  irabord  des  carrés  magiques  k  nom- 
hrf:-i  répéU:5j  mais  dont  la  répétition  ne  se  tronre  pas 
Hari«(  h»%  iic^cs  du  carré;  et  il  commence  par  les  deux  ma- 
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12  3  4 

3  4  12 

4  3  2  1 
2  14  3 


nières  de  taire  le  carré  de  4  sans  nombres  répétés,  et 
que  l'on  connaît ,  saToir  : 

12  3  4      • 
4  3  2  1 

2  14  3 

3  4  12 

La  composition  de  la  l.''^  ligne  est  arbitraire  :  3  suffit 
qa'eUe  contienne  les  quatre  nombres  1,2,  3,  4  de  la  ra« 
cine. 

Passant  au  carré  de  8 ,  la  première  Hgne  se  forme  à 
volonté  avec  les  8  nombres  de  la  racine.  La  2fi  commence 
par  la  2 fi  moitié  de  la  1.'»  ligne ,  et  finit  par  biJ^  moi- 
tié; la  3."  est  la  2.e  renversée)  et  la  Hfi,  la  1  J'ausn  ren- 
versée. 

La  cinquième,  qui  est  la  jNremière  de  la  seconde  moi- 
tié du  carré,  se  tire  de  la  Hfi  ligne ,  en  alternant  les  nom- 
bres de  2  en  2;  les  autres  lignes  de  cette  seconde  moitié 
suivent,  par  report  à  la  5fi,  l'ordre  des  2fi,  3.°  et  4.« 
par  rapport  à  la  i."^.  Voici  cette  composition. 

12  3  4  5  6  7  8 
5  6  781234 
4  3218765 
87654321 
78563412 
3  4  127  856 
65872143 
2  14  3  6  5  87 
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ARTICLE  IL 

CÀRRé    Dl    16    A    «OVBRBS    nifilts. 

La  racine  16  se  partage  en  U  parties.  Chacnne  d'eOes 
donne  un  carré  comprenant  ft  nombres.  Ceux-ci  seront 
considérés  comme  un  seul  nombre ,  et  les  16  carrés  dis- 
tribués d'après  l'une  des  méthodes  données  pour  le  carré 
de  4.  Il  est  indifférent  que  les  nombres  choisis  pour  chaque 
carré  partiel  soient  ou  non  en  progression.  L'on  a  choisi 
pour  le  l.er  carré  1,7f8,  15 j  pour  le  2.c...  4,  6,3/9; 
pour  le  3.^1  2,  5,  16,  10;  et  pour  le  4.S  11, 12, 13, 14. 
Les  quatre  carrés ,  composés  de  nombres  répétés ,  se  sont 
formés  d'après  la  construction 

14  3  2 

3  2  14 
2  3  4  1 

4  12  3 

Les  nombres  de  ce  dernier  carré  désignent  les  4  car- 
rés ci-dessus,  dans  lesquels  a  été  décomposé  le  carré 
total. 

Ce  carré  de  16  se  voit  {figure  71,  planche  XSII). 

On  donne  encore  le  carré  de  32=2*  :  mais  on  se  dis- 
pensera de  présenter  la  figure  :  il  suflSt  d'indiquer  la  marche 
à  suivre. 

ARTICLE   IIL 

CARRÉ    DE     32    A    NOMBRES    KiviTÛS. 

On  peut  partager  32  en  8  parties,  qui  donneront  autant 
de  carrés  de  4  de  racine,  et  arranger  les  64  carrés  par  la 
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méthode  du  carré  de  8,  ou  bien  encore  diiiser  32  en  4 
parties,  former  les  carrés  partiels  de  8  d'après  les  mé- 
thodes connues,  et  les  distribuer  dans  le  carré  total  d'a- 
près l'une  des  formes  du  carré  de  4.  Il  importe  toujours 
peu  que  les  nombres  répétés  dans  les  carrés  partiels  soient 
ou  ne  soient  pas  en  progression. 

Yoici  encore  un  exemple  pour  une  racine  qui  n'est 
pas  2?. 

ARTICLE  IV. 

CÂREÉ    DB    12    ▲    HOMBRBS    EÉPÉTÉS. 

La  marche  suiyie  pour  le  carré  de  12  guidera  pour 
toutes  les  racines  impairemeùt  paires.  La  racine  est  en- 
core divisible  %n  ft  parties ,  et  l'on  aura  16  carrés  de  9 , 
lesquels  seront  arrangés  d'après  l'une  des  méthodes  pour 
le  carré  de  4  à  nombres  répétés.  La  seule  attention  est  de  ne 
pas  mettre  en  diagonale  dans  le  carré  total  une  diagonale 
répétée  d'un  carré  partiel.  On  yoit  que  les  carrés  partieb 
ont  bien  les  horizontales  et  yerticales  régulières,  c'est'4- 
dire  composées  des  trois  nombres  qui  constituent  ces 
carrés,  mais  qu'il  j  a  nécessairement  une  diagonale  ré- 
pétée :  ce  qui  est  indiflférent  pour  les  verticales  et  hori- 
■ontales ,  mais  ne  l'est  pas  pour  les  diagonales  totales,  qui 
ne  doivent  pas  avoir  de  nombres  répétés»  Le  carré  se 
trouve  {planche  ILBl^  figure  72). 

On  ne  pourrait  pas  prendre  9  carrés  de  16  cases  :  car 
les  diagonales  du  carré  total  ne  contiendraient  pas  tous 
les  nombres,  puisque  l'une  d'elles  aurait  trois  carrés  par- 
tieb comprenant  les  mêmes  nombres ,  ce  qui  n'est  pas  le 
but  qu'on  se  propose. 
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n  n'en  serait  pas  de  même  si  les  carrés  partiels  ayaient 
l^us  de  3  nombres  à  la  racine  :  ainsi  poor  20  de  raduie 
on  peut  ayoir  5  carrés  de  4  de  côté ,  et  ils  seront  distribués 
par  la  méthode  relative  aux  racines  impaires*  On  peot 
prendre  aussi  4  carrés  de  5  de  côté,  arrangés  par  la  mé- 
thode du  carré  de  4  :  ainsi  point  de  difficulté*  Les  carrés 
patiiels  peuvent  ne  pas  être  magi<pies,  et  ne  le  sont  pas 
en  effet  si  les  nombres  qui  les  composent  ne  sont  pas  en 
progression. 

Comme  la  méthode  de  Poignard  pour  les  carrés  divi- 
sibles par  4  à  la  racine ,  et  sans  nombres  répétés,  est  la 
même  que  celle  des  figures  67  et  68 ,  il  est  inutile  de  s'en 
occuper, 

S   5- 

MÉTHODES  DE  d'oNS  EN  BRÀY  ET  DE  RALLIER  DBS  OURMES* 

D'Ons  en  Braj  partage  en  2  parlies  les  nombres  qui 
composent  les  carrés  pairement  pairs  :  il  écrit  d^abord  la 
première  moitié,  et  met  dessous  la  seconde  moitié  ren- 
versée ,  ce  qui  revient  à  écrire  l'un  sous  Tautre  un  nombre 
et  son  complément.  U compose  4  carrés  égaux,  qu'on  peut 
joindre  comme  on  voudra.  On  entend  par  carrés  égaux  des 
carrés  dont  chaque  ligne  renferme  même  somme.  Si  les 
parties  de  la  division  peuvent  encore  se  partager  en  4  par- 
ties, chaque  carré  partiel  primitif  se  compose  lui-même 
de  4  autres  carrés,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  ne  peutphis 
diviser  en  4  parties ,  il  fait  des  enceintes ,  en  partant  tou- 
jours du  carré  de  4  :  c'est  ce  qui  arrive  pour  les  racines 
impaircment  paires, comme  12,  20,  etc.  Cette  méthode 
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n'est  <pi'un  cas  particulier  des  carrés  à  compartimens , 
dont  on  va  bientôt  s'occuper.  Cet  auteur  n'a  traité  que  des 
racines  paires;  on  y  rcTiendra  lorsqu'on  examinera  celles 
qui  sont  pairement  impaires ,  conmie  6,  10, 14 ^  etc. 

Quant  à  Rallier  des  Ourmes ,  sa  méthode  pour  les  en- 
ceintes des  carrés  pairs  est  la  même  que  celle  de  d'Ons  en 
Braj.  Sa  formation  des  carrés  impairement  pairs  rentre 
dans  celle  donnée  précédemment ,  et  qui  consiste  à  par-* 
tager  le  carré  naturel  en  4  parties ,  et  à  substituer  aux 
nombres  leurs  complémens.  Sa  méthode  pour  les  carrés 
pairement  impairs  est  longue  et  entortillée*  Il  j  a  des 
procédés  simples  et  clairs  que  l'on  fera  connaître.  H  se 
sert  aussi  du  carré  naturel  pour  obtenir  les  bordures; 
mais  on  a  fidt  voir  que  ce  cas  particulier  rentre  dans 
les  méthodes  générales  pour  la  formation  des  bordures. 
Ce  qu'il  appelle  quadriHe  dans  le  carré  naturel,  n'est 
autre  chose  que  quatre  nombres  dont  deux  sont  pris 
dans  une  môme  bande ,  à  égale  distance  des  extrêmes , 
et  les  deux  autres  leurs  correspondans.  Ces  quatre  nom- 
bres sont  en  proportion  :  ainsi ,  dans  le  carré  naturel  de  8 , 
si  Ton  ch<Msit  3  et  6  dans  la  l.re  bande,  leurs  correspon- 
dans  62  et  59,  qui  sont  leurs  complémens  dans  la  dernière 
bande,  forment  avec  3  et  6  une  proportion,  et  donnent 
un  quadrille;  mais  toute  cette  théorie  des  quadrilles  est 
inutDe ,  et,  on  le  répète ,  le  carré  naturel  ne  donne  qu'un 
petit  nombre  des  bordures  dont  un  carré  est  susceptible. 
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S   6. 

CARRÉS    A    COMPARTlMEIfS. 


ARTICLE  PREMIER. 

GAEai    BS    8. 

Gomme  le  carré  de  8==:6S  =  4*16,  on  peaf  £iire  4 
carrés  de  16  cases:  or,  pour  qu'ils  paissent  s'arranger 
magiquement ,  il  Êiut  qu'ils  soient  égaux ,  et  il  y  a  beau- 
coup de  manières  d'obtenir  cette  égalité  :  on  peut  prendre 
les  8  premiers  et  8  derniers  nombres,  les  8  sui^ans  et  les 
8  ayant-derniers,  et  ainsi  de  suite.  On  ra  choisir  des  pro* 
gressions  différentes ,  pour  donner  une  idée  plus  oomjJète 
de  la  méthode;  mais  il  faut  toujours  qu'un  carré  partiel 
contienne  les  complémens  des  8  nombres  choisis.  Soient 
donc  les  progressions  : 

1.  2.  3.  a  C  8.10.12  5.  7.  9.11  25.26.27.28 

13.I/Ï.15.16  17.19.21.23  18.20.22.2/11  29.30.31.32 

49.50.51.52  42-44.46.48  41.43.45.47  33-34.35.36 

61.62.63.64  53.55-57.59  54.56.58*60  37.38.39.40 

On  Toit  des  progressions  qui  n'ont  pas  la  même  diffé- 
rence que  celles  d'un  autre  groupe.  Il  j  en  a  de  continues 
et  d'interrompues  ;  mab  chaque  groupe  contient  8  couples: 
elles  ont  donc  la  seule  condition  exigée  indispensaUe*  On 
peut  alors  placer  les  carrés  partiels  à  fantaisie.  L'on  aura 
pour  chacun  d'eux  12640  combinaisons,  y  compris  les 
positions  différentes,  dont  il  £iut  tenir  compte,  et  en  sup- 
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posant  que  l'on  ait  bien  obtenu  ailleurs  tontes  les  com« 
binaisons  du  carré  de  4.  H  Tiendra  donc  12640*  pour  les 
4  carrés.  Ce  nombre  doit  être  multiplié  par  (1«2*  3  •  4)= 
24 1  qui  est  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  disposer 
ces  4  carrés.  Ainsi  24  •  12640*  est  le  nombre  total  des  com- 
binaisons pour  le  seul  cas  particulier  que  Ton  considère, 
et  seulement  3*  12640* ,  si  l'on  ne  yeut  pas  faire  entrer  en 
compte  les  8  positions  du  carré  totaL  Mais  si  ce  carré 
était  sous  bordure ,  il  Êiudrait  retenir  le  (acteur  24  au  lieu 
du  ÊLCteur  3.  Le  résultat  est  considérable ,  et  cependant  l'on 
n'a  examiné  qu'un  seul  des  cas.  Les  carrés  partîds  ont 
été  construits  par  la  méthode  expéditive. 

Le  carré  se  trouve  {Jifffire  73,  planche  XIII  ). 

Si  l'on  avait  choisi  les  premiers  et  derniers  nombres, 
les  suiyans  et  les  précédens,  on  aurait  eu  le  carré  {JigiAre 
76,  planche  XIII). 

ARTICLE    IL 

GÀRRâ   DB   12. 

Puisque  12=3*  4=:2*6,on  peut  former  le  carré  à  com- 
partimens  en  prenant  9  carrés  de  16  cases ,  ou  16  carrés 
de  9  cases,  ou  4  carrés  de  36  cases.  Si  l'on  choisit  16  car- 
rés de  9  cases ,  il  £iut  que  ces  carrés  soient  composés  de 
Hombres  en  progressions  ayant  entr'elles  même  intervaDe. 
Ces  intenraUes  peuyent  être  différons  entre  deux  progres- 
âion8,.mais  revenir  les  mêmes  dans  l'autre  moitié  de  toutes 
les  progressions,  ainsi  qu'il  a  été  dit  ailleurs.  On  pourrait 
prendi!^,  par  exemple, 
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2*    4*    6 18 

20-  22.  24 96 

38«  40.  42 U 

56*  58.  60 72 

74*  76.  78. ... .  90 

92.  94.  96 108 

110.112.114 126 

128.130-132 144 


3.  7...  35      4.  a..  36 
39.43...  71     40.44... 72 


J.     3.     D 17 

19.  21.  23 35 

37.  39.  41 53 

55.  57.  59 71 

73.  75.  77 89 

91.  93.  95 107 

109.111.113 125 

127.129.131 143 

On  pourrait  choisir 

1.  5...  33  2.  6.  ..34 
37.41...  69  38.42... 70 
73.77...  105,  etc., 

et  ainsi  des  autres  :  on  aurait  toujours  870  pour  b  souum 
4e  chaque  ligne  du  carré* 

Si  l'on  yeut  4  carrés  de  36  cases,  chacun  des  canes  doi 
avoir  même  somme  :  ainsi  il  faudra  18  couples  à  chacun 
On  Terra  ailleurs  comment  se  composent  les  canes  de 
nombres  ûnpairement  pairs,  comme  6,  racine  de  36. 

Enfin  pour  9  carrés  de  16  cases  on  peut  prendre 
couples  pour  chaque  carré,  et  ayoir  ou  2  séries  atulcmcni 
ou  4 ,  savoir  :  2  pour  les  nombres  simples,  et  3  pour  le 
complémens.  On  peut  aussi  prendre  9  progresaons  de  1< 
cases  et  ayant  même  interrallei  et  arranger  ces  9  carré 
par  la  méthode  du  carré  de  3.  On  trouve  cesdcnxdenîei 
carrés  (JigiAres  74  et  75,  planche  XIII>  On  mit,  par  I 
figure  74,  qu'on  a  formé  le  carré  de  12  par  la  médiade  1 
I^us  ezpéditife  :  on  a  pris  les  8  premiers  et  les  8  danier 
nombres;  puis  les  8  suivans  et  les  8  précédans,  etc.;lc 
carrés  partieb  étant  égaux  entr'eux,  on  les  a  placés  aihi 
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trairmnent  Dans  la  figure  75  on  a  chobi  la  progression 
des  nombres  natnreb,  et  distribué  les  carrés  d'après  la 
méthode  du  carré  de  3.  Gbaqae  carré  partiel  de  16  a  été 
composé  d'après  qaelques-mies  des  méthodes  données  pour 
ce  genre  de  carré;  mais  on  aurait  pu,  pour  arriver  plus 
Ttte  à  la  composition^  les  arranger  tous  par  la  méthode 
expéditiyedu  carré  de  4. 

n  est  évident  qu'on  ne  peut  former  par  couples  le  carré* 
de  3^  puisque  la  racine  est  impaire  :  on  a  donc  choisi  la 
méthode  expéditive.  Le  carré  de  3  se  forme  abément,  et 
chaque  carré  de  9  cases  a  été  composé  de  9  nombres  con- 
sécutifs, le  carré  total  a  été  aussi  composé  par  la  méthode 
expéditive  du  carré  de  4.  On  trouvera  ce  carré  {figure  71, 
flanche  XTV).. 

On  verra  encore  {fiff^re  78 ,  planche  XIV)  le  carré  de 
20=4«5  par  16  carrés  de  25  cases.  Pour  chacun  de  ceux- 
ci  l'on  a  pris  l'ordre  naturel  des  nombres ,  et  les  carrés 
partiels  ont  été  &its  par  la  méthode  expéditive  des  impairs. 
Les  16  carrés  ont  été  considérés  comme  un  seul  nombre, 
et  distribués  par  la  méthode  expéditive  du  carré  de  4  ;  l'on 
voit  qu'3  n'y  a  qu'à  écrire ,  et  que  chaque  carré  est  ma- 
gique isolément ,  ainsi  que  le  carré  total. 

s  7. 

TABUADX  SYaéTRIQVBS  POVH  LES  RACINES  PAIREMENT 

PAIRES. 

indépendamment  des  différentes  manières  de  former  les 
tableaux  pour  les  carrés  dont  la  racine  est  divisible  par  4 , 
et  que  l'on  a  précédemment  données ,  il  y  en  a  beaucoup 
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d'autres.  On  peut  mettre  dans  la  première  ligae  deux  m 
trob  et  davantage  de  couples  ;  on  peut  anssi  ne  point  avûk 
de  nombres  répétés  dans  les  lignes,  et  fiiire  varier  d'âne 
foule  de  iaçons  ce  genre  de  combinaisons,  ainsi  que  odes 
où  l'on  n'emploie  qu'un  couple  par  ligne.  Toici  jinneatt 
exemples  de  composition  :. 


18  18  18  1  8 
63636363 
27272727 
45454545 
8  18  18  18  1 
36363636 
72727272 
54545454 

1  18  8  18  36 
6  6  3  3  6  3  8  1 
55445427 
77227245 
8  8  118  15  4 
4  4  5  5  4  5  18 
33663672 
22772763 

1  2345678 
56781234 
21  436587 
•  658721  43 
78563412 
341  27856 
87654321 
4321 8765 


1  2345678 
87654321 
78563412 
21 436587 
4  3218765 
56781234 
65872.1  43 
34127856 


1 1884455 

3  3  6  6  1  188 
55442277 
22776633 
6  6  3  3  8811 
8  8  1 1 554  4 
77223366 

4  4  5  5  7722 

t  1  8  8726  S 

6  6  3  38127 
22774536 

4  4  551 872 
33662754 

5  5  4  4  6  3  8  1 
8  8  113  6  4  5 

7  7  2254  18 

12345678 
34127856 
78563412 
56781 234 
65872143 
87654321 
43218765 
21 436587 
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Si  l'un  dies  tableaux  prend  la  forme  du  premier  de  ces 
trois  derniers^  l'un  ou  Tautre  des  deux  autres  sera  celui 
des  multiples,  et  réciproquement.  Ce  1.^'  tableau  est  Csicile 
à  former.  La  ij^  ligne  comprend  tous  les  nombres  de  la 
racine;  la  2.^  commence  par  la  moitié  de  la  l.i^;  la  3.®  est 
la  l.'c,  dans  laquelle  on  alterne  les  nombres  de  2  en  2;  la 
ft.c  commence  par  la  moitié  de  la  précédente  :  Toilà  pour 
la  moitié  des  lignes.  La  5.^  ligne ,  ou  la  1.'^  de  la  2.®  moi- 
tié, conunence  par  le  dernier  nombre  de  la  ij^  moitié  de 
la  4.«,  et  en  continuant  à  rebours,  la  6.®  par  la  2.^  moitié 
de  la  précédente.  La  7.^  se  compose  avec  la  5.^,  comme  la 
3.^  avec  la  ij^i  enfin  la  dernière  commence  par  la  moitié 
de  la  précédente. 

Tenant  aux  tableaux  symétriques,  ce  sont  ceux  dans  les- 
queb  les  nombres  sont  symétriquement  placés;  c'est  par 
leur  moyen  que  les  diagonales  ont  des  nombres  répétés. 
Yoici  un  exemple  pour  le  carré  de  8  (^figures  79  e<  80 , 
planche  XIY)  :  on  peut  mettre  en  diagonale  4  fois  de  suite 
le  même  nombre ,  et  ft  fois  son  complément ,  comme  0  et 
56.  Ces  nombres  ne  peuvent  plus  se  répéter  dans  les  trois 
quarts  du  tableau  :  car  alors  ils  se  trouyeraient  plusieurs 
fois  en  horizontale  ou  en  verticale;  on  les  mettra  donc  dans 
la  4.®  partie  du  tableau,  et  àla  diagonale  de  cette  partie; 
on  agira  de  même  pour  Fautre  diagonale,  qui  comprendra 
aussi  un  nombre  et  son  complément,  24  et  32,  par  exemple, 
et  l'on  aura  le  tableau  commencé  de  la  figure  79.  On  place 
ensuite  symétriquement  un  autre  nombre  comme  16,  et 
son  complément  40  aussi  symétriquement;  le  carré  des 
multiples  s'achève  en  mettant  dans  les  cases  restantes,  et 
toujours  symétriquement,  8  et  48,  comme  le  montre  la 


/||78  TABLEAUX   SYMÉTRIQUES. 

figure  80.  Il  est  clair  qu'il  est  indifférent  de  répéter  ei 
diagonale  ou  ailleurs  tel  ou  tel  nombre  plutôt  qoe  t^  oi 
tel  autre ,  pourvu  qu'on  y  &sse  entrer  le  nombre  et  m 
complément.  Les  deux  tableaux  réunis  donnent  oebd  qa'oi 
Toit  {figure  81,  planche  XIY)* 

Ce  tableau  peut  se  joindre  à  une  partie  des  premien  ti 
bleaux  donnés  ailleurs ,  à  nombres  répétés  on  ncm.  Lors 
qu'il  ne  conyient  pas,  on  peut  changer  la  symétrie  en  m 
autre  qui  puisse  s'adapter  à  ces  premiers  tableaux» 

Voici  pour  1 6  un  tableau  analogue  à  celui  de  la  ^gure  Si 
pour  8* 

1  2    3    4    5    6    7    8    9  10  11  12  13  U  15  16 
9  10  11   12  13  la  15  16    1    2    3    4    5    6    7   8 

2  I    4    3    6    5    8    7  10    9  12  11  14  13  16  15 

10  9  12  11  M  13  16  15    2    1     4    3    6    5    8   7 
16  15,  etc.,  I.re  renversée. 

8    7,  etc.,  2.C  renversée. 

15  16,  etc.,  3.e  renversée. 

7    8,  etc.,  4.e  renversée. 

5  6    7,  etc.,  2.«  quart  de  la  1.^^ 

13  14  15,  etc.,  2.e  quart  de  la  2.» 

6  5    8,  etc.,  2.^  quart  de  la  3.'' 

14  13  16,  etc.,  2.«  quart  de  la  4.e 
4    3    2,  etc., 

12  II  10,  etc.,  -, 

3  4    1    etc     I  précédentes  renviosées. 

11  12    9,  etc., 

Ce  tableau  peut  se  combiner  avec  le  symétrique  0%ure 
82  ^planche  XY)  et  avec  d'autres  indiqués  dans  les  pan- 
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graphes  ci-desnis.  Ces  tableaux  symétriques  peuvent,  au 
reste,  Tarier  d'une  foule  de  manières ,  et  les  deux  tableaux 
se  changer  l'un  dans  l'autre. 

On  trouTera  {figure  83,  planche  XY)  le  tableau  symé- 
trique entier,  dont  la  figure  82  ne  donne  qu'une  partie.  Il 
est  bon  d'examiner  avec  attention  cette  espèce  de  tableaux, 
qui  présentent  des  combinaisons  remarquables. 

On  verra  {figures  84  er  85^  planche  XY)  deux  autres 
tableaux  symétriques  bien  différens  de  forme,  l'un  avec 
les  multiples ,  l'autre  avec  les  nombres  simples.  Tous  ces 
tableaux  sont  à  considérer  avec  soin.  Pour  bien  aper- 
cevoir la  symétrie,  on  placera  d'abord  un  nombre  et  son 
complément,  surtout  en  diagonale ,  quoiqu'on  puisse  opé- 
rer autrement;  puis  successivement  un  autre  nombre  et 
son  complément  La  seule  attention  est  de  ne  pas  mettre  2 
ou  plusieurs  nombres  pareils  en  horizontale  ou  en  verti- 
cale. Hais,  comme  les  diagonales  auront  des  nombres  ré- 
pétés, il  est  clair  que  les  tableaux  symétriques  ne  peuvent 
s'ajouter  qu'autant  qu'il  n'en  résulterait  pas  pour  le  carré 
de  nombres  répétés. 

Lorsqu'on  fera  usage  de  ces  tableaux,  on  cherchera  quel 
est  le  tableau  qui  peut  convenir  à  l'un  d'eux.  Il  &ut  que 
chaque  nombre  du  tableau  symétrique  puisse  s'ajouter  à 
tous  ceux  de  l'autre  tableau.  Il  est  inutile  cependant  de 
s'occuper  des  complémens  à  raison  de  la  symétrie,  ce  qui 
abrège  l'opération ,  laquelle,  d'aiUeurs,  se  fidt  àl'œQ.  Le  ta- 
bleau de  la  figure  85  présente  des  nombres  simples  ou  in- 
dique des  multiples,  et  l'ordre  du  multiple  est  désigné  par 
le  nombre  simple  :  ainsi  10,  par  exemple,  désigne  le  10.® 
muhiple,  y  compris  0.  Ce  sera  donc  9*1 6  =144,  et  non 
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16*1 0=t  60.  L'on  a  employé  des  nombres  simples,  1  •*  puce 
que  Tun  des  tableaux  peut  remplacer  Paatre,  et  réc^pio- 
quemcnt;  2.^  parce  que  l'on  voit  mieux  la  symétrie. 

On  trouvera  (Jigure  87,  planche  XYI  )  le  carré  fiût  avec 
le  tableau  symétrique  de  la  figure  83,  et  le  premier  fabfan 
composé  par  un  nombre  et  son  complément,  altematifo- 
ment  placés.  Les  horiiontales  sont  : 

116|  215|  3  14  I  4  13  I  16  1  |  15  2|U3|ISI 
12   5|11    6|10   7|9   8|    512|    6  11  |  710 1   89 

S  8. 

GOSBINAISONS  DE  CARRÉS  A  RACINE  DITiSIBlB  VA&  h* 

On  n'a  dessein  ici  que  de  mettre  sur  la  T<ne  de  ces 
combinaisons;  ce  que  l'on  va  dire  sur  le  carré  de  8  senin 
pour  les  autres. 

Chaque  ligne  du  1.«r  tableau  vaut  36;  et  comme  36  n'est 
pas  divisible  par  8^  il  suit  qu'on  ne  peut  avoir  un  aooibre 
répété  8  fois  dans  aucune  ligne  :  on  ne  peut  donc  oommenr 
cer  la  2.<^  ligne  par  le  2.6  terme  de  lai  je,  ni  par  le  denûer, 
puisqu'une  diagonale  serait  répétée  8  fois.  On  ne  peut 
d'ailleurs  commencer  la  2.^  ligne  par  le  1  fi^  terme  de  la  iJ^i 
il  n'y  a  donc  pas  à  s'occuper  de  ces  3  termes, le  f*^,  le  2.^ 
et  le  dernier  de  la  l.re  ligne,  en  tant  que  l'on  continuerait 
l'ordre  de  cette  l.''^  ligne. 

Quant  au  %P  tableau,  qui  aurait  224  poor  cbaqœ  Hgee, 
ces  224  se  divisent  bien  par  8,  mais  le  quotient  28  n'est 
pas  multiple  de  8  :  il  ne  Eût  donc  pas  partie  des  nudtçks 
que  l'on  considère ,  et  par  conséquent  la  2.®  ligne  ne  peut 
commencer  par  les  1.%  2.^  et  dernier  termes  de  la  1«^« 
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Que  cette  2.^  ligne  du  i.^^  tableau  commence  par  le  3.® 
terme  de  la  1*^%  les  mêmes  horizontales  revieiment  une 
fois ,  à  commencer  de  la  5.^  :  il  faut  donc  que  les  1.^'^  3*% 
5.®  et  7.®  nombres  de  la  i»^^  horizontale  donnent  mie 
'Somme=:18f  moitié  de  la  yaleur  d'une  ligne  ;  on  trouve 
qu'il  j  a  8  manières  de  faire  18  avec  4  des  8  premiers 
nombres ,  et  cela  doit  être ,  puisqu'il  y  aura  8  séries  dans 
gp  l«^r  tableau  ;  elles  sont  les  suivantes  : 

1278|1368|1458|1467|2358| 

2367|2457|3456 

On  voit  aussi  que  chacune  d'elles  a  sa  correspondante 
ne  contenant  aucun  de  ses  nombres.  En  effet,  si  4  termes 
font  18,  il  faut  bien  que  les  4  autres  donnent  la  même 
somme*  Ainsi,  soient  les  nombres  1,  2,  7,  8  aux  1«%  3.^ 
5*®  et  7.®  rangs  de  la  l.re  horizontale  :  on  aura  nécessaire* 
ment  3,4,5,6,  aux  2.^,  4.e,  6.^  et  8.^  rangs  de  la  même 
ligne,  et  ainsi  des  autres (I.er  cas.) 

Si  la  2.^  ligne  commence  par  le  4.^  terme,  la  1.^^  diago- 
nale n'aura  que  2  nombres  4  fois  répétés,  dont  la  somme 
sera  9;  et  la  seconde  aura  4  nombres  2  fois  répétés ,  dont 
la  somme  sera  18.  Or  on  peut  faire  9  de  4  façons  avec  les  8 
premiers  nombres,  savoir:  1,  8. . .  2,  7. .  •  3,  6. . .  4, 5;  et 
pour  chacune  la  2.^  ligne  diagonale  aura  3  groupes  pour 
ûdre  18  :  car,  sur  les  8  séries  ci-dessus ,  il  j  en  aura  tou- 
jours 5  oii  se  trouve  Tun  des  nombres  choisis  pour  la  L'^ 
diagonale.  II  n'y  en  aura  donc  plus  que  3  à  employer  pour 
la  2.®  diagonale.  Les  nombres  qui  les  composent  doivent 
être  aux  2.e,  4.^,  6.^  et  8.^  rangs,  et  les  2  de  la  iJ^  diago- 
nale aux l.eret 5.e  rangs (2.»  cas.) 

Si  l'on  commence  par  le  5 fi  terme,  les  mêmes  horizon- 
Ton.  I.  31 
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taies  reyieiment  ft  foifl.  H  but ,  dans  ce  cas ,  que  les  1.* 
et  5.0  termes  Êissent  9,  ce  qui  donne  quatre  manières  de 
former  la  ij^  horizontale (S.^  cas.) 

Que  l'on  commence  par  le  6.^  terme  :  la  1.r^  diagonale 
aura  période  de  4  nombres,  et  la  2.^,  période  de  2  II  An- 
dra  donc  que  les  4.^  et  8,^  termes  aient  9  pour  somme»  et 
que  les  l.^r,  3.»,  5.®  et  7*^  termes  aient  18  pour  somme. 
Ce  cas  y  analogue  au  2.^,  devient  le  4.^. (4.®  cas.) 

Enfin  si  l'on  commence  par  le. 7.®  terme  delà  l«^  hori- 
zontale ,  les  horizontales  se  répètent  comme  aa  f  «^  cas  : 
ainsi  les  1.%  3.^,  5.^  et  7.«  termes  doiyenl  aïoir  18  pour 
somme,  et  de  même  les  2.%  4.o,  6.®  et  8.®  termes.  {Jifi  cas.) 

Toici  le  calcul  pour  les  différens  cas. 

Dans  le  premier,  comme  il  y  a  4  nombres  qm  doivent 
se  trouver  aux  cases  fixées ,  l'on  aura  24  manièies  de  les 
arranger,  et  autant  pour  les  4  autres  :  donc  24'.  Mus  il 
y  a  8  séries,  dont  l'une  entraîne  une  antre  :  de  sorte  qo^me 
série  étant  choisie,  il  y  en  a  une  seconde  qui  est  feroée, 
ce  qui  donne  4  combinaisons;  et  comme  la  seconde  peut 
prendre  la  place  do  la  première ,  ce  sera  encore  2  mamères 
de  placer  ces  séries  :  il  viendra  donc  2»4*24'=8*24*. 

Dans  le  second  cas,  la  ij^  diagonale  n'ayant  qnedeax 
nombres,  ib  ne  peuvent  avoir  que  deux  combinaisons; 
et,  comme  il  y  a  4  manières  de  fiiire  9,  on  anra  8 
sortes  de  composition.  La  seconde  diagonale,  composée 
de  4  nombres,  en  aura  24;  et  comme  il  y  a  S  séries  qm 
conviendront ,  on  obtiendra  3  •  24.  Enfin  les  àeax  aomkes 
restans  auront  2  combinaisons  :  donc  il  viendra  en  tout, 
pourcocas,  2«8«3«24=:2-24'. 

Pour  le  3.®  cas  ilya2  combinaisonspourIesdeaxBom- 


l 
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bres; et ,  comme  9  se  (ait  de  4  manières,  ce  sera  2*4=8 
combinaisons;  les  6  antres  nombres  se  combinent  de 
24. 30:  donc  8*24. 3. 10=10. 24'. 

Le  4.0  cas  rentre  dans  le  second  :  ainsi  2  •  24'. 

Le  5.0  cas  rentre  dans  le  premier  :  ainsi  il  vient  8  •24'* 

En  tont,30«24*=17280  combinaisons. 

n  s^agit  moins  de  connaître  ces  combinaisons  que  celles 
qui  résultent  du  premier  tableau  combiné  avec  le  second. 

Examinant  le  1.^^  cas,  le  second  tableau  peut  être  le 
même  que  le  premier  renversé,  et  l'on  aurait  alors  8*24** 
8.24«. 

Le  second  tableau  peut  enc<Mre  avoir  la  forme  du  2.^ 
cas ,  et  l'on  aura  2*  8 .24'  •24^ 

Enfin  le  2.o  tableau  peut  être  de  la  forme  du  4«^  cas, 
et  l'on  aurait  2-8 .  24»  •  24*, 

n  viendra  donc ,  en  tout ,  96 .24^==  31 ,850,496,  pour 
la  1.®^  cas (  l.e'  cas.) 

*  Si  le  l.^tableau  a  la  forme  du  2fi  cas,  on  ne  peut  sup- 
poser, pour  le  2«e  tableau,  le  l.^r  renversé  :  car  ils  se  res^ 
sembleraient,  et  par  conséquent  point  de  carré  magique, 
à  raison  des  nombres  répétés;  mais  on  peut  prendre  les 
tableaux  des  1.^,  S.®  et  5.«  cas,  et  l'on  aura. 

Pour  le  2.6  tableau  du  1.»^  cas,  2 •  8  •  24*  .24*; 

Pour  celui  du  3.e  cas,  2*24*  •  10  •  24*  ; 

Pour  celui  du5*e  cas,  2*24*.8«24*,  et  en  tout,  52.24S 
î=17;252,352. (2.« cas.) 

Que  le  iS^  tableau  ait  la  forme  du  3.<:  cas  :  le  second 
pourra  être  le  1.»  renversé ,  ce  qui  donnera  10**  24*. 

n  peut  être  de  la  forme  du  2.«  cas ,  et  l'on  dl>tieDt  20'24^ 


COHBI^AISO?IS    DE   CARRÉS 

£  p<«t  avoir  la  4.^  forme ,  ce  qui  donne  mcnr 

»>.^.  ,  tft-«i  toat,  »0-2i*=1C,V18,G4O C^'œ.^ 

«Nur  ^  Vcas  du  1.^  tableau  il  Tient,  si  le  2.^  tableav 
,r uti  Êi  forme  du  3.«*,  20  •  21\ 

>H  ala  forme  du  d.'^  cas,  on  a  1G«24^. 

>T1  prend  la  forme  du  1.^'  cas,  il  vient  encore  f6«2i^ 
Zl  ne  peut  t  avoir  de  tableau  renversé  :  donc,  en  tout, 
52.2V=  17,252,352 (4.*^  cas,) 

Si  le  1  •^l' tableau  a  la  forme  du  5.^  cas,  le  second  peut 
prendre  celle  de  ce  cas  renversé ,  ou  64  •  24*. 

Il  peut  avoir  la  forme  du  2.<^  cas  :  d^où  16 «24^ 

En  fin  celle  du  4.^  cas,  ce  qui  donne  encore  1 6  •  24* ,  et , 
en  t'ut ,  90  *  24* = 31 ,850,496  combinaisons. . .    (  5.'  cas.) 

Ajoutant  toutes  ces  combinaisons,  on  aura  144,654,336, 
et  ce  nombre  doit  être  doublé  si  Fun  des  tableaux  prend 
[       la  forme  de  lautre. 

On  observera  qu^on  ne  s'est  occupé  que  du  cas  où  ia 
Ij*-'  horizontale  de  cliaquc  tableau  n'avait  pas  de  nombr» 
répété,  à  moins  que  Tun  ne  fut  Tinversc  de  l'autre;  mah 
il  y  avait  des  répétitions  en  diagonale  ou  en  verticale , 
jiarcc  que  les  nombres  conservaient  ForJre  de  la  première 
ligne  ;  c'est  même  la  seule  condition  apportée  à  Texamcn 
qui  vient  dVtrc  fait.  Mais  on  a  vu  qu'il  y  avait  plusieurs 
manières  d'obtenir  le  tableau  de  8  sans  nombres  répétés, 
cl  sans  suivre  Tordre  de  la  première  ligne.  Dans  ce  cas 
cette  première  ligne  aurait  (1  •  2  •  3. . .  8  )  combinaisons 
=1  40320.  Le  second  tableau  en  aurait  autant;  et  en 
changeant  Tun  dans  raulre,il  viendrait  2(40320)*= 
3.2^)1/10 '1,800  combinaisons.  II  y  aura  autant  de  fois  ce 
nombre  qu'on  aura  de  tableaux  sans  nombres  répétés; 
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lesquels ,  deux  à  deux,  pourront  s'ajouter  pour  atoir  un 
carré  magique. 

H  j  a  plus:  les  tableaux  sans  nombre  répété  y  et  que  Pou 
a  donnés,  ainsi  que  les  autres  qu'on  pourrait  former  sans 
cette  condition,  peuvent  se  combiner  avec  d'autres  à  nom- 
bres répétés  en  horizontale ,  verticale  ou  diagonale;  et  ce 
serait ,  pour  le  seul  carré  de  8 ,  une  opération  asses  di^ 
ficile  à  exécuter,  que  de  trouver  toutes  les  combinaisons  de 
ces  tableaux,  sans  s'occuper  de  bordures  ni  de  comparti- 
mens*  Ce  serait  un  autre  problème  encore  plus  diflBdle  à 
résoudre ,  que  de  trouver  toutes  les  combinaisons ,  dans 
dans  tous  les  cas  de  ce  carré  de  8,  s'il  j  avait  bordures 
et  compartimens.  Que  serait-ce  s'il  fidlait  s'occuper  d'une 
racine  plus  considérable,  comme  32?  On  se  contente  donc 
de  mettre  sur  la  voie;  et  ceux  qui  aiment  ce  genre  de 
recherches ,  ont  de  quoi  s'occuper.  H  suffisait,  pour  le  but 
qu'on  se  propose  ici,  de  Eure  voir  comment  on  trou- 
verait les  combinaisons  pour  chaque  cas  particulier  qui 
se  présente;  mais  on  n'avait  pas  dessein  de  trouver  tous 
ces  cas,  qui  varient  à  la  volonté  de  celui  qui  opère* 

En  résumé,  il  j  a  deux  manières  d'opérer  pour  former 
un  carré  par  compartimens,  lorsque  la  racme  est  divisible 
par  4f. 

On  peut  prendre  des  nombres  et  leurs  complémens  de 
manière  à  avoir  une  même  somme  pour  chaque  carré 
partieL  Alors  ces  carcéà  se  placent  à  volonté ,  et  il  n'est 
plus  possible  de  se  servir  de  tableaux,  dont  la  forme 
échapperait  à  toute  perspicacité. 

En  second  lieu ,  on  peut  prendre  des  progressions  pour 
chaque  carré  partiel,  de  manière  que  les  sommes  de  ces 


486  COMBINAISONS   DE    GA&miS 

progressions  présentent  une  même  différence  i  alors  ces 
carrés  sont  considérés  comme  de  simples  nombres,  et 
arrangés  d'après  les  méthodes  connues* 

n  y  a  beaucoup  de  manières  de  choisir  ces  progres- 
sions; on  en  a  donné  des  exemples,  en  voici  d'antres» 

Le  carré  de  12,  formé  par  9  carrés  de  16  cases ,  arran- 
gés d'après  la  méthode  expéditive  du  carré  de  4 ,  a  été 
composé  de  9  progressions  interrompues ,  dont  la  moitié 
renfermait  les  nombres  simples ,  et  l'autre  moitié  leurs 
complémens.  Toici  ces  progressions  : 

1 8        137 1M 

9 16        129 136 

17 24        121 128 

25 32        113 120 

33 40        105 112 

41 48         97 104 

49 56         89 96 

57 64         81 88 

65 72         73 80 

On  n'a  mis  ici  que  le  premier  et  le  dernier  terme  de 
chaque  moitié  des  nombres  qui  composent  les  carrés  par- 
tiels; et,  comme  ils  sont  tous  égaux,  ils  sont  pboés  à 
fantaisie.  C'est  la  méthode  la  plus  expéditifo  de  toutes  : 
Toir  {figure  86,  planche  XIY  ). 

Quant  aux  carrés  de  16  par  progressions  ayant  même 
différence ,  et  sans  ayoir  égard  aux  complémens,  on  pour- 
rait prendre  1*5»9. . .  61  pour  la  première;  2«6*10l-  •  etc« 
pour  la  2.^;  3*7«  1 1 . . .  etc.  ;  4*8»  1 2. . .  etc. ;  puis  65*69.. .  etc., 
et  ainsi  de  suite,  ou  d'autres  progressions  de  cette  na- 
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ture*  On  peut  même  interrompre  ces  progreiisions  par  le 
milieu ,  par  quart ,  et  même  par  huitième ,  pourvu  qu'elles 
le  soient  toutes  également*  U  suffit  toujours  que  les 
sommes  de  ces  progressions  aient  une  même  différence: 
elles  seront  convenables,  et  on  emploiera  les  tableaux, 
ou  h  méthode  expéditive  pour  arranger  ces  carrés  par- 
tiels comme  de  simples  nombres. 

Soient  prises  les  progressions  suivantes,  par  exemple, 
dont  les  sommes  ont  la  même  différence  16  que  celle  qui 
règne  entre  les  termes  de  ces  progressions. 

M7. . .  241 2*18. . .  242 3*19. . .  243,  etc. 

.•••..  16*  32. .  •  256. 

On  peut  arranger  ces  16  carrés  partiels  i  considérés 
comme  desimpies  nombres, par  la  méthode  expéditive  du 
carré  de  4,  et  chacun  d'eux  par  la  même  méthode»  Le 
carré  est  promptement  achevé*  (Planche  XVty^figure  88.) 

Si  Ton  hii  le  carré  au  mojen  de  carrés  partiels  com- 
posés de  nombres  et  de  leurs  complémens,  cela  est  en- 
core plus  expéditif ,  comme  on  Fa  dit  ci-dessus.  Il  n'est 
pas  nécessaire  que  toutes  les  progressions  aient  la  même 
différence,  si  ce  n'est  dans  un  même  carré  partiel.  Ainsi, 
pour  le  carré  de  12,  à  compartimens  par  9  carrés  de  16, 
on  poiurrait  prendre  les  {Nrogressioiis 
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t.  S.  S.  4.      5.  6.  7.  8||137.1S8.U9.U0.    I4f  .141.1 4J.f  44 

9.11.U.<5  I  49.5«.54.55||  90.  92.  94.  96  |  f  90.192.1)4.1  M 
10.16.22.28  I  4844.50.56  II ,  89.  95.101.107  |  11 7.1 24.129.1  »5 
12.18.24.30  I  44.40.46.5211  93.  99.105.111  |  116.121.127.13» 
14.20.26.32  I  36.42.48.5411  91.  97.103.109  |  113.119.125.111 
17.19.21.23  I  41.43.45.47  ||  98.100.102.104  |  122.124.126.128 
25.27.29.31.  33.35.37.39  ||  106.108.110.112.  114.116.118.126 
57.58.59.60  |  69.70.71.72  ||  73.  74.  75.  76  |  85.  86.  87.  88 
61.62.63.64.   65.66.67.68  ||    77.  78.  79.  80.      81.  82.  83.  84 

On  Toit  la  diversité  de  ces  progressions  el  Jeors  diffé- 
rences ;  tantôt  il  n'y  en  a  que  deux ,  tantôt  on  en  a  pris 
quatre, les  différences  sont  1 ,  2,  6;  mais  dans  cbaqoe 
ligne  on  a  toujours  un  nombre  et  son  complément.  Alors 
les  carrés  partiels  s'arrangent  entr'eux  à  &ntaisie. 

Chaque  carré  partiel,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  carré 
de  liy  peut  s'arranger  de  126A0  manières  au  moins  :  on 
aurait  donc  (  12640  )*,  puisqu'il  y  a  9  carrés  partieb ,  et 
que  la  position  de  chacun  d'eux,  isolément,  doit  entrer 
dans  le  calcuL  Mab  ces  9  carrés  peurcnt  se  placer  de  (1, 
2,  3. . .  9)  manières  différentes  dans  le  carré  total,  puis- 
qu'ils ont  tous  même  somme  :  on  aura  donc  (12640)*- 
362,880,  nombre  prodigieux,  et  pour  un  seul  cas  de  com- 
partiment, n  n'y  aurait  qu'a  diviser  ce  nombre  par  8,  si 
Ton  ne  veut  pas  avoir  égard  aux  positions  différentes  du 
carré  total 

On  peut  (aire  varier  d'une  foule  de  manières  les  progres- 
sions propres  aux  carrés  partiels.  Voici,  pour  16  de  ra- 
cine ,  l'un  de  ces  choix  : 
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Ici  tout  est  arbitraire,  sauf  la  différence  des  progressions 
pour  un  même  carré  partiel.  On  voit  qu'on  en  a  2  ou  4 
pour  chacun,  et  que  les  difTérences  ne  sont  pas  les  mêmes, 
pas  plus  que  les  intervalles  d'un  carré  à  Tautre;  mids  seu- 
lement pour  un  môme  carré;  l'intervalle  du  milieu  des 
progressions  est  toujours  arbitraire.  On  trouvera  (  figure 
89 ,  planche  IX  )  le  carré  résultant  des  progressions  ci- 
dessus. 

On  aurait  pu  &ire  les  carrés  partiels  par  tableaux  a 
nombres  répétés  ou  non  dans  quelques-unes  des  lignes. 
Par  exemple,  soit  la  progression  8*  16. .  •  •  6t  |  193*201  • . .  • 
2Ï9,  qui  est  Tune  de  celles  ci-dessus ,  on  peut  constnûre 
les  tableaux  : 

8162432^/    0   32185217     /    8   482092)9 
32  24  16   8  9)185  217     0   32^1217  241    16   40 
i!)16   8  32  24i!J2l7185   32     0§J2S3193   64  24 
^V2432   816^V32     0217185     \^   32225201 

Le  l.^i'  tableau  se  construit  avec  la  l.r»  partie  de  k  l.*^ 
progression.  Quant  aux  multiples,  on  a  toujours  0  pour  le 
premier.  Mais  le  5.^  terme  de  la  l.re  progression  est  40: 

ainsi  40—8=32  sera  le  2.e  multiple 19S— 8=f85 

sera  le  3.®;  et,  comme  225  est  le  5é«  terme  deh^^pio- 
gression,  225— 8=217  sera  le  4.®  multiple.  Mais  il  sera 
toujours  plus  expéditif  de  construire  oes  carréspartids  par 
la  méthode  expéditive,  pubqu'on  les  {^œ  A  Tolonlé,  et 
par  conséquent  sans  aucune  diflBculté,  comme  oa  voit 
{fiff*9'c  89).  Chaque  ligne  d'un  carré  partiel  doit  avoir 
deux  couples  de  257  chacun ,  et  chaque  ligne  du  carré 
total,  5144=2056. 
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CHAPITRE  IL 

CARRÉS    ATIG    BORDURES. 


MÉTHODE    DE    d'oNS    EN    BRAY. 

Cette  méthode  est  carieuse,  mais  très -circonscrite* 
D'abord  on  suppose  toujours  que  le  carré  central  a  4  pour 
racine,  ou  un  multiple  de  4.  On  suppose  en  second  lieu 
qu'il  j  a  autant  de  petits  nombres  que  de  grands  par  ligne; 
ce  qui  restreint  beaucoup  les  combinaisons  :  car  pour  le 
carré  le  plus  simple,  celui  de  6,  on  peut  aToir  4,  et  même  5 
petits  nombres  dans  une  même  ligne.  En  e£kt,  soit  le  carré 

central  composé  par  1,2,  3,  4 9, 10,  11,  12,  et  les 

complémens  de  ces  nombres  :  on  peut,  arec  les  différences 
restantes,  âdre  l'horicontale  4,5  +  3,5  -f-  2,5  + 1 9$  +  0,5— > 
12,5,  etlRTerticale  1,5+12,5+13,5— 5,5— 11,5— 10,5| 
or  les  5  premières  différences  de  l'horizontale  ayant  le 
signe+répondent  à  de  petits  nombres.^nfin  on  emploie  des 
nombres  de  suite,  ce  qui  réduit  encore  les  combinaisons» 

Smt  le  cas  le  plus  simple,  celui  de  la  racine  6,  qui  est  la 
plus  petite  racine  paire  susceptible  de  bordure. 

On  choisit  les  10  premiers  petits  nombres,  ou  les  10  du 
milieu;  ici  l'on  prendra  les  10  premiers;  les  complémens, 
en  regard  de  ces  petits  nombres,  achèvent  la  bordure.  Ott 
place  deux  des  petits  nombres  aux  angles  de  la  1.^  hori* 
lontale;  on  supposera  que  le  plus  petit  est  à  l'angle 
gauche;  les  autres  se  mettent  A  volonté  dans  les  cases  nw 
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termédiaires  9  de  sorte  que  chaque  ligne  ait  trois  petits 
nombres,  y  compris  ceux  des  angles,  qui  répondent  à  3 
lignes*  On  ne  met  rien  aux  angles  de  la  dernière  horixon- 
tale  9  qui  doivent  être  remplis  par  les  complémens  des 
nombres  aux  angles  de  la  première  ;  les  petits  nombres  se 
placent  aux  cases  opposées  à  celles  qui  sont  restées  vides 
à  la  1  .^^^  horizontale.  On  agit  de  même  en  verticale^  comme 
on  voit  {Jlgure  90,  planche  XVI  ). 

On  suppose  que  les  petits  nombres  de  chaque  ligne» 
sans  être  les  mêmes,  ont  une  même  somme*  Ces  petits 
nombres  sont  représentés  en  conséquence  parles  mêmes 
lettres.  Il  est  abé  de  voir  qu'après  avoir  con^osé  une 
horizontale  ou  une  verticale,  la  place  des  petits  nombres, 
dans  les  lignes  de  même  dénomination,  est  forcée. 

Maintenant ,  pour  le  cas  dont  on  s'occupe,  la  sonane  des 
10  premiers  petits  nombres  est  55  :  on  aura  donC|  puis- 
que aeih  sont  supposés  aux  angles,  3a-(-3fr-4-Ac=â5. 
Cette  somme  doit  donc  pouvoir  se  partager  en  deux  par- 
ties telles  que  l'une  se  divise  par  3 ,  et  l'autre  par  4.  On 
remarquera,  1.<^  qu'il  est  inutile  de  supposer  des  multiples 
de  3  qui  seraient  pairs  :  car  3  (^4'^)  étant  pair ,  4c  serait 
impair,  et  ne  pourrait  se  diviser  par  4.  D'ailleors  4kr  est 
nécessairement  pair  :  donc  3  (a  -|-  ^)  est  impair,  ainsi  que 
a'\-h;  2.°  a-^-b  ne  peut  être  <que  3,  et  par  conséquent  3 
(a-l-&X9  :  car  a-\'b  serait  alors  auplus=:2,  ce  qui  n^est 
pas  possible,  puisqu'ils  seraient  au  plus  l'un  et  l'autre 
égaux  à  l'unité  ;  3.o  c  ne  peut  être  plus  grand  que  le  plus 
grand  des  nombres  choisis  ;  4.**  on  aura  à  ûiiie  des  re- 
marques analogues  si  le  nombre  des  lettres  est  i^\èa  con- 
sidérable; 5.''  enfin  on  voit,  par  ce  qui  suit,  que  les  mul- 
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tiples  de  3  convenables  se  snecèdent  de  12  en  12,  à  partir 
du  premier  mnltiple  dont  on  peut  faire  nsage. 

On  ne  peut  avoir  de  mnltiples  de  3  que  par  ^,  ^9  H» 

11  >  ti  '  8  »  fl  9  10  9  T*  ^^  nombres  inférieurs  sont  les  corn- 
plémens  à  55  des  multiples  de  3 ,  ou  bien  les  valeurs  de  c 
quadrnplées  ;  mais  46, 34, 22  et  1 0  ne  se  divisent  pas  par  4, 
et  par  conséquent  ne  peuvent  représenter  4c.  Il  ne  reste 
que  les  combinabons  ^,  ^,  }|,  fî»  ¥*  ^  les  obtient  en 
ajoutant  12  au  numérateur  précédent,  et  en  soustrayant 

12  du  dénominateur  aussi  précédent  II  suffit  donc  des 
deux  premières  combinaisons  pour  obtenir  les  autres,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  recberches. 

n  ÙLUi  d'abord  rejeter  3  :  car  op  ne  peut  avoir  3  (a4-i)=:3. 

Soit  donc  3  (a4-6):=15,  et  par  conséquent  a+ 6 =5:  il 
viendra  4c=40,  et  c=:10.  On  peut  foire  5parl+4  et  2+3. 

Soient  choisis  1  et  4  pour  les  angles,  et  soit  mis  10 
dans  une  des  cases  intermédiaires  de  la  l.^e  horizontale. 
Puisque  a+6+c=15,  il  fout  encore  11  à  la  6.«  verti- 
cale ,  où  se  trouve  4  à  l'angle  ;  or  1 1  peut  se  foire  par 
2, 9.  • .  3, 8.  •  •  5,  6.  On  ne  peut  se  servir  de  1 ,  10,  ni  de 
4, 7,  puisque  1  et  4  sont  déjà  employés.  Maintenant  soient 
choisis  2 ,  9  :  il  fout  à  la  1  .ce  verticale  encore  1 4  ,  et  il  reste 
3,  5,  6,  7,  8  ;  or  il  ne  peut  s'obtenir  que  par  6,  8.  Il  reste 
en  définitif  3,  5,  7=:  15  pour  la  dernière  horizontale.  On 
agirait  de  même  en  prenant  pour  les  mêmes  angles ,  et 
successivement,  3,  8  et  5,  6  à  la  6.®  verticale.  On  met- 
trait ensuite  d'autres  nombres  aux  angles,  et  l'on  obtien- 
drait de  nouvelles  combinaisons.  On  n'aurait  pas  de  peine 
aies  trouver  toutes  dans  les  suppositions  dont  il  s'agit. 
Ici  on  verra  {figure  91 ,  planche  XTI)« 


AOft  CARRÉS    PAIRS 

Si  Ton  distribue  les  16  nombres  da  milieu  par  la  mé- 
thode expéditive ,  on  am*a  le  carré  (fi^.  92,  planche  XYI). 

Soit  le  carré  de  8  à  construire,  arec  2  bordures,  d'après 
la  méthode  de  d'Ons  en  Bray  ;  que  l'on  commence  par  la 
bordure  extérieure,  et  que  l'on  choisisse  les  Ift  premiers 
petits  nombres,  dont  la  somme  est  105:  il  Êiodra  donc 
partager  105  en  deux  parties,  dont  Tune  soit  dinsible 
par  3 ,  et  la  seconde  par  4  :  car  on  aura  3  (a+&)4-ft  (^+4 
pour  la  somme  des  14  petits  nombres  =:  105.  Or,  puis- 
qu'on ne  peut  prendre  de  multiples  pairs  de  3,  et  que 
a-\-b  est  au  moins = 3,  le  plus  petit  multiple  sera  9;  et  si 
l'on  n'a  égard  qu'aux  nombres  divisibles  par  ft ,  et  <pû  ré- 
pondent aux  multiples  de  3,  on  Terra,  ainsi  qu'on  Fa  déjà 
fait  observer,  que  ces  multiples  procèdent  de  12  en  12: 

ainsi  il  viendra  â,  H>  îî>  eoj  S^  S»  îl>îl-  S<Mt  choisi  g: 
il  viendra  a+6=:15. . .  c+<3fc=:15:  a+b+c+d==3lfim  On 

peut  prendre  a=z\ ,  &=f  4 a=2,  b=i3 a=3, 

fc=12 a=4,  b=\  I a=6,  b=lO a=6,  bzdi 

....  a:=7, 2^=8  :  il  est  clair  quHl  est  inutile  d'aller  plus 
loin  :  car  a  deviendrait  b ,  et  réciproquement*  Qu'on  choi- 
sisse ac=6,  b=^  :  on  pourra  avoir  c=l ,  <2=:1ft. . . .  c=2, 
^=13. . . .  c=3,  ^  =  12. ...  c=4,^=l1....  €r=5, 
^=10. . . .  c=7,  d=8.  Qu'on  prenne  c=2,  £i=l3:  il  res- 
tera 1,  3,4,5,7,8,  10,11,  12,  14. 

Dans  la  1.^^'  verticale ,  qui  a  déjà  6  à  l'angle,  il  faut  en- 
core 24  pour  faire  30  :  donc  24  doit  se  composer  avec 
trois  des  nombres  restans ,  ce  qui  peut  s'effectuer  par  14, 
7, 3. . .  12, 11 ,  1. . .  12,  8,  4. . .  12,  7,  5. . .  1 1 ,  10,  3. . . . 
11,  8,  5.  Qu'on  choisisse  12,  8,  4  :  il  restera  1 ,  3,  5,  7, 
10, 1 1, 14;  dans  la  dernière  verticale  il  Êiut  encore,  puis* 
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qoe  hGdiy  bire  21  ayec  trois  de  ces  derniers  nombres  res- 
tansyce  qui  peatse  Cèdre  par  11,  7,3.  H  restera  1,5, 10,14 
=:30  pour  la  dernière  horixontale.  Les  complémens  achiè-* 
rent  la  bœrdure,  qœ  l'on  Toit  (^figure  93 ,  planche  XYI  )• 

Passant  à  la  2.»  bordure ,  si  l'on  voulait  j^ndre  les  10 
nombres  suivant  les  14  jdus  petits ,  U  sufiSiSn  de  substi- 
tuer à  la  bordure  de  6  ces  10  nombres ,  à  commencer  par 
15,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'igouter  14  à  tous  les 
petits  nombres  de  la  bordure  de  6  précédemment  donnée, 
et  de  mettre  dans  les  cases  opposées  leurs  complémens 
i  65,et  mieux  d'ajouter  14  à  ces  complémens,  ce  qui  se 
réduit  â]  ajouter  1 4  à  tous  les  nombres  de  la  bordure  de  6« 
On  Terra  (^figure  94,  planche  XYI)  le  carré  £ût  d'après 
ces  données.  Le  carré  central,  avec  les  16  nombres  du 
milieu,  a  été  construit  par  la  méthode  expéditive. 

H  fiiut  avoir  soin  de  ne  jamais  mettre  deux  petits  nom* 
bres  aux  cases  opposées  :  car ,  quoique  les  lignes  de  bor- 
dure soient  magiques,  le  carré  total  ne  le  serait  pas. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  âdre  remarquer 
que  la  méthode  que  l'on  vient  de  donner  ne  peut  s'appli* 
quer  aux  racines  impaires. 

Soit  m  le  nombre  qui  représente  ce  qu'il  faut  de  petits 
nombres  àchaque  ligne  de  bordure:  on  aura  pour  les  deux 
horiiontales  2m  ;  quant  aux  deux  verticales,  puisque  les  an- 
gles sont  déjà  comptés,  chacune  aura  i»— 1 ,  et  pour  les  deux, 
2/n-*2  :  donc  4ifi^— 2  représente  ce  qu'il  j  aura  de  petits 
nombres  aux  4  lignes  de  b<Nrdure.  Soit  n  le  nombre  de 
cases  de  la  bordure  totale  :  on  aura  J  pour  les  petits  nom- 
bres, puisqu'il  y  a  la  moitié  des  cases  qui  les  contiendront 
Ainsi  4iîi— 2=5:  ùr  im=^i  et  m^z"^;  sÇ^  m  est  en- 
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tier  :  donc  ^  serait  aussi  entier;  mais,  puisque  la  racine 
est  impaire ,  une  ligne  de  bordure  contient  un  nombre 
impair  de  cases.  Soit  i  ce  nombre  impair  :  on  aora  2i  pour 
les  deux  horizontales;  les  verticales  auront  chacune  i — 2, 
et  par  conséquent  2i— 4  pour  les  deux.  En  tout,  le  nom- 
bre de  casef^ra  tii — 4.  Substituant  ce  nombre  au  lieu  de 
iijil  viendra  m=^^=^^±*=^=j;  or  m  est  un  entier ,  et 
j  est  une  fraction  :  donc  on  ne  peut  mettre  en  usage  la 
méthode  de  d'Ons  en  Bray  pour  les  racines  impaires;  mais 
elle  s^applique  à  tous  les  pairs. 

Soit  la  racine  10  à  3  bordures  :  on  aura  3  (a  -{-  ^)-f-  41 
(c-{-<i-|~^)  =^17^  =la  somme  des  18  premiers  petits 
nombres.  Mab  171 — ^9=:1G2  ne  se  divise  pas  par  4.  Ainsi 
le  premier  multiple  de  3  convenable  sera  15,  pmsque 
171 — 15=156  est  divisible  par  4;  ensuite  de  12  en  12,  en 
diminuant  ou  augmentant  le  dénominateur  et  le  numéra- 
teur de  la  fraction  précédente.  On  aura  donc  n^j ,  î^  ,  ^, 
et  il  viendra,  pour  les  valeurs  de  a+b,  5,  9,  13,  etc., 
de  ft  en  4;  et  pour  celles  correspondantes  de  c+d+CySd^ 
36,  33,  etc.,  de  3  en  3.  On  ne  pourra,  pour  a-}-  b^  excéder 
33  :  car  la  valeur  suivante  serait  37,  et  37  est  plus  grand 
que  17+18,  qui  sont  les  deux  plus  grands  petits  nombres. 
Il  y  aura  donc  8  manières  d'obtenir  a-{-b.  Que  l'on  ait 
choisi  a-^bz=z]3i  on  aura  pour  correspondant  c  -f-  ££+  e 
=33,  et  fl+6+c+É?-f  e=î6  :  ainsi  chaque  ligne  de  bor- 
dure doit  contenir  46  en  petits  nombres.  On  peut  iaire  13 
de 6 manières: par  1,1 2.  ..2, 11. . .  3, 10. . .  4,9. .  .5, 8... 
6, 7.  Soient  choisis  «=6,  fc=7.  Il  restera  les  nombres  1 , 2, 3, 
4,  5,  8, 9, 10, 1 1, 12, 13,  14, 15, 16, 17, 18,  avec  trois  des- 
quels il  faut  faire  33,  ce  qui  peut  avoir  lieu  par  1 8, 1 4, 1  •  • .  • 
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18,13,2...  18, 12, 3... 18, 11, 4... 18, 10, 5... 17, 15,1.,. 
17,  U,  2...  17,  13,  3...  17,  12,  4...  17,  11,  5.., 
16, 15,2. . .  16, 14, 3. .  .16, 13,  4. .  .16,12, 5. .  .16, 9, 8. . . 
15, 14, 4. . .  15,13, 5.. .  15,10,8. . .  14, 11,8. . .  14,10,9. . . 
13, 12, 8. . .  13, 11,  9. . .  12, 11, 10,  ou  de  23  manières. 
Qu'on'chobisse  18, 12 ,  3  :  on  aura  la  1.'^  horizontale,  et 
U  restera  1,2,  4,  5,«,  9, 10, 11, 13, 14,  15, 16, 17, avec 
les<{uels  on  doit  composer  les  trois  autres  lignes*  Passant 
à  la  l.re  verticale,  qui  a  déjà  6  à  l'angle,  il  lui  fiiut  en- 
core 40  pour  valeur  de  c+^+«+^«  Or  on  peut  faire  40 
avec  quatre  des  nombres  ci-dessus  par  17, 16,  5 ,  2. . .  • 
17, 14,  8,  1. .  •  17, 14, 5, 4. .  .17, 13, 8,  2. .  .17, 13, 9, 1. . . 
17,10,11, 2... 17, 8, 11, 4... 17, 10, 9,  4... 17, 10, 8,5... 
16, 15, 8,1. . .  16, 15,  4,5. . .  16, 14,9, 1. . .  16, 14, 8,2. . . 
.  16,13, 10,1. . .  16, 13,9,2. . .  16, 11,9, 4. . .  16, 11, 8, 5. . . 
16,10,9,5..  .15,14, 10,1.. .15, 14, 9,2... 15, 13, 11,1... 
15,13, 10, 2... 15,13,8, 4...  15,11, 10, 4... f5,11,9, 5... 
14,  13,  11,  2....  14,  13,  9,  4....  14,  13,8,  5.... 
1 4, 1 1 , 1 0, 5. ..  1 3, 1 0, 9, 8,  ou^e  30  manières.  Si  l'on  prend 
2,  5,  16,  17,  il  restera  1,  4, 8,  9,  10,  11, 13, 14, 15.  La 
dernière  verticale  ayant  déjà  7,  il  Êiut  encore  39,  qu'on 
peutfaire,  avec  les  nombres  restans,  par  15^  14,  9,1... 
15, 13,10,1. .'.15, 11, 9,  4, 14,13, 8, 4... 14,13, 11,1. Soit 
pris  1,9, 14, 15:  reste  4,  8,10, 11, 1 3=46  pour  la  dernière 
horizontale.  La  bordure  extérieure  Mte,  si  l'on  ajoute  18 
aux  nombres  de  la  bordure  de  8,  et  32  à  celle  de  6,  on 
aura  obtenu  rapidement  les  3  bordures.  Voir  {planche 
XVn,^re95). 

Pour  la  bordure  de  14  on  aura  26  petits  nombres  à 
employer;  leur  somme  est  351  ;  chaque  ligne  aura  7  de 

TOM.    I.  32 
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ces  petits  nombres  :  donc  8  (fl+i)+/l  (c+rf+e-t^+g) 
=351.  La  plus  petite  fraction  sera  ^,  puisque  Kl  — 9=: 
342  n'est  pas  divisible  par  4*  H  viendra  pour  les  Taleurs 
de  a+b  les  numérateurs  5, 9, 13|  etc.,  de  4  en  4,  et  pour 
c+d+e+f+gy  les  dénominateurs  84, 81,78,  de  3  en  3: 
on  aura  donc  12  séries,  puisque  a+b  ne  peut  surpasser 
26+25=51.  La  dernière  sera  donc  |f. 

On  trouve  toujours  facilement  le  terme  où  Ton  doit  s^ar- 
réter ,  puisqu'on  connaît  la  différence  constante  4 ,  et  le 
premier  terme  :  car  soit  ta  le  plus  grand  des  petits  nom- 
bres, ce  le  premier  terme,  et  x  le  nombre  de  fns  qu'on 
peut  ajouter  la  différence  4  :  on  aura  4j?  +  «^=a»  +  oi 
— 1,  c'est-à-dire,  le  nombre  déterminé  comme  k  premier 
convenable  à  la  yaleur  de  a+b,  ei  x  fois  la  différenœ 
constante  4 ,  doivent  être  plus  petits  que  les  deux  plus 
grands  des  petits,  ou  au  plus  les  égaler.  Ainsi  4j:=^2a» 
— ce— 1=<2(»— (flt+1),ct  a:=<«5t^2.Ici«=26... 
«=5  :  donc  ar=:<^<Ç<12:  donc  x  ne  peut  sur- 
passer 1 1  :  ainsi  il  y  aura  12  nombres  pour  a+fr  ,  et  le  der- 
nier sera  4  •  1 1  +  5  =  49 ,  comme  on  l'a  trouvé. 

Soit  choisie  la  combinaison  ||=:g*':^:  alorsa+&=33, 
et  c-f  £^-fe4-/-fg=G3;  la  somme  =  96.  U  ne  faut  pas 
prendre  pour  a  ou  6  un  nombre  ^  que  a»  :  ainsi  on  ne 
pourrait  faire  «=6 ,  b=27  :  car  27  est  >  26  ;  rinsi  la  plus 
petite  valeur  de  a  sera  7,  et  la  plus  grande  de  ^=26,  ce 
qui  est  possible.  La  plus  grande  de  a  sera=r16,  à  laqoeUe 
répond  2^=17  :  d'où  il  suit  qu'il  y  a  dix  manières  de  faire 
33  avec  deux  nombres. 

Soit  pris  a=IO ,  b=,23 ,  ce  qui  exige  encore  63 ,  qu^on 
peut  faire  par  2,  4,  6,  25,  26,  pour  la  l.r^'  horizontale  et 
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entre  les  angles;  Il  fiiut  encore  86  en  1.t«  verticale ,  et  il 
&at  6  nombres  pour  les  composer.  Soient  ces  6  nombres 
3^  7, 9, 21^22, 24.  Il  &ut  encore  6  nombres  pour  la  2fi 
rerticale;  et^  comme  elle  a  déjà  23 ,  il  loi  manque  73^  qu'on 
peut  fiàire  par  1, 5, 12, 16, 19, 20.  H  ne  reste  que  8, 1 1, 13, 
iH,  15, 17,  18=96  pour  la  dernière  horiiontale. 

La  totalité  des  petits  nombres  à  employer  est  2  (r— 1] , 
r  étant  la  racine  d'un  carré.  Ici  rsl  4  :  donc  2  (r^— 1)=26. 
La  2.*  bordure  aurait  pour  racine  12 ,  et  par  conséquent 
22  petits  nombres  seraient  nécessaires.  Il  est  clair  qu'on 
aura  pour  chaque  ligne  f  •  Ici  |=:^=7.  Si  l'on  fait  d^abord 
la  U^  horizontale ,  il  fiiudra  '^  pour  la  quantité  des  petits 
nombres  entre  les  angles,  ^^  pour  chaque  yerticale ,  an^ 
non  compris ,  et  {  à  la  dernière  horiioniale. 

Examinant  encore  la  bordure  pour  12,  on  aura  pour 
dernier  terme  <v=:2  (r— 1)=22.  Or  (22+1)  11=253 
pour  la  somme  de  tous  les  petits  nombres  ;  il  en  faudra 
1=6  pour  chaque  ligne:  donc  3  (tf+^)+4  (c-hd+e+JT) 
=253.  Si  a+b  =3,  on  aura  3  (a+6)=9,et  253— S=244, 
diTisible  par  4.  Ainsi  3  est  la  plus  petite  valeur  de  a-|-6, 
et  il  viendra  c  +  û?  -|-  «  +/=  î^=:  61  ;  et  puisque  x 
est=:  <  •.âtjf±î2^  et  que  a=3,  on  aura  2»— (a4-'l)='![0, 
et  x=10  :  donc  il  y  aura  11  séries,  dont  la  première 

est  i.  Elles  sont  donc  h  h.  H,  H,  S,  S,  fi,  »,  M.  H,  8- 
La  dernière  se  trouve  aisément;  la  valeur  du  numérateur 
est  4«I04.3=43;  celle  du  dénominateur  est  61— 3«10b=31. 
Si  l'on  choisissait  ||,  il  est  clair  que  a  ne  pourrait  être ^5: 
car  s'il  était  seulement  4,  on  aurait  ^=23,  et  le  plus  grand 
des  petits  nombres  est  22.  D'un  autre  côté,  a  ne  sera  pas 
plus  grand  que  la  petite  moitié  de  27,  nombre  impair  :  donc 


500  CARRÉS    PAIES 

il  ne  passera  pas  13;  il  n'j  aura  par  conséquent  pas  pfa» 
de  neuf  manières  de  faire  27.  Lorsqu'on  dit  que  a  ne  sur- 
passe pas  1 3,  on  entend  que  s'il  est  plus  grand ,  alors  b  dé- 
croît pour  prendre  les  valeurs  de  a ,  et  l'on  retombe  sor 
les  précédentes  combinaisons;  et,  comme  on  a  supposé 
que  le  plus  petit  des  deux  nombres  était  à  Pangle  gauche 
de  la  l.ro  horixontale,  ce  serait  b  qui  serait  â  cet  angle,  ce 
qui  n'apporte  pas  de  nouvelles  combinaisons* 

Si  la  bordure  de  12  était  renfermée  dans  celle  de  f  4,  il  j 
aurait  à  ajouter  26  à  tous  les  petits  nombres  de  cette  bor- 
dure de  12,  en  supposant  que  l'on  prenne  les  22  petits 
nombres  venant  après  les  2G  premiers.  Les  complémens 
seraient  à  197=14*-f  1,  ou  bien  il  faudrait  retrancher  26 
de  ceux  de  ces  22  nombres. 

On  va,  pour  ce  carré  de  12,  recbercher  les  combinai- 
sons qui  résultent  d'un  des  cas  de  la  méthode  de  d'Ons 
en  Braj. 

Soient  supposés  a=l  et  t  ==2  aux  angles  :  puisqu'il  faat 
encore  61,  on  peut  faire  ce  dernier  nombre  de  109  ma- 
nières ,  savoir  : 

22  21  15    3  22  20  13    6  22  19  12    8 

14  a  12    7  11     9 

13  5  11  8  22  18  17  fl 
12  6  10  9  16  5 
Il  7  22  19  17  3  15  6 
10  8  16  4  14  7 

22  20  16  3         15  5         13  8 

15  4         14  6         12  9 

14  5         13  7         11  10 
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22  17  16 

6 

21 

18  16  6 

20  17  16  8 

13 

7 

15  7 

15  9 

14 

8 

14  8 

14  10 

13 

9 

13  9 

13  11 

12  10 

12  10 

20  16  15  10 

22  16  15 

8 

21 

17  16  7 

14  II 

14 

9 

f5  8 

13  12 

13  10 

14  9 

20  15  14  12 

12  11 

13  10 

19  18  17  7 

22  15  14 

10 

12  11 

16  8 

13  11 

21 

16  15  9 

15  9 

22  14  13  12 

14  10 

14  10 

21  20  17 

3 

13  11 

13  11 

16 

4 

21 

15  14  11 

19  17  16  9 

T5 

5 

13  12 

15  10 

14 

6 

20  19  18  4 

14  11 

13 

7 

17  5 

13  12 

12 

8 

16  6 

19  16  15  11 

11 

9 

15  7 

14  12 

21  19  18 

3 

14  8 

19  15  14  13 

17 

4 

13  9 

18  17  16  10 

16 

5 

12  10 

15  11 

15 

6 

20  18  17  6 

14  12 

14 

7 

16  7 

18  16  15  12 

13 

8 

15  8 

1^  13 

12 

9 

14  9 

17  16  15  13 

11 

10 

13  10 

21  18  17 

5 

12  11 

Soit  choisie  la  1 

.rv  combinabon  3 , 

15,  21,  2X11  reste 

y 
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les  nombres  4,5,  6,  7,8,9, 10, 11, 12, 13,  14,  16,  17, 
18, 19, 20,  avec  lesquek  il  Ëiut  iàire  63  pour  la l.'c  verti- 
cale, et  arec  5  nombres;  ce  qne  Ton  peut  obtenir  de  1G2 
façons,  savoir: 


20  19  U  6  4 

13  6  5 

13  7  4 
12  8  4 

12  7  5 
11  9  4 
11  8  5 

11  6  7 
10  9  5 

10  8  6 
9  8  7 

20  18  16  5  4 

14  7  4 
14  6  5 

13  8  4 
13  7  5 

12  9  4 
12  8  5 
12  7  G 

11  10  4 
Il  9  5 
11  8  6 
10  9  6 
10  8  7 

20  17  16  6  4 


20  17  11  8  4 
14  7  5 
13  9  4 
13    8  5 

13  7  6 
12  10  4 
12    9  5 

12  8  6 
11  10  5 
11     9  6 

11  8  7 

10  9  7 
20  16  14    9  4 

14  8  5 
14    7  6 

13  10  4 
13  9  5 
13    8  6 

12  II  4 
12  10  5 
12  9  6 
12    8  7 

11  10  6 
Il  9  7 
10    9  8 


20  14  13  12  4 

13  11  5 

13  10  6 

13 

97 

12  ff  6 

12  10  7 

12 

98 

11 

10  8 

20  13  12  11  7 

12  10  8 

11 

10  9 

19  18  17 

5  4 

16 

6  4 

14 

8  4 

14 

7  5 

13 

9  4 

13 

8  5 

13 

76 

12  10  4 

12 

9  5 

12 

8  G 

II 

10  5 

H 

9  6 

11 

87 

10 

9  7 

J 


i 
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19  t7  16  7  4 

19  14  13  10  7 

18  16  12  11 

6 

16  6  5 

13  9  8 

12  10 

7 

14  9  4 

12  11  7 

12  9 

8 

14  8  5 

12  10  8 

11  10 

8 

14  7  6 

11  10  9 

18  14  13  12 

6 

13  10  4 

19 

13  12  11  8 

13  11 

7 

13  9  5 

12  10  9 

13  10 

8 

13  8  6 

18 

17  16  8  4 

12  11 

8 

12  11  4 

16  7  5 

12  10 

9 

12  10  5 

14  10  4 

18  13  12  11 

9 

12  9  6 

14  9  5 

17  16  14  12 

4 

12  8  7 

14  8  6 

14  11 

5 

11  10  6 

13  11  4 

14  10 

• 

6 

11  9  7 

13  10  5 

14  9 

7 

10  9  8 

13  9  6 

13  12 

5 

t9  16  14  10  4 

13  8  7 

13  11 

6 

14  9  5 

12  11  5 

13  10 

7 

14  8  6 

12  10  6 

13  9 

8 

13  11  4 

12  9  7 

12  11 

7 

13  10  5 

11  10  7 

12  10 

8 

13  9  6 

11  98 

11  10 

9 

13  8  7 

18  16  14  11  4 

17  14  13  12 

7 

12  11  5 

14  10  5 

13  11 

8 

12  10  6 

14  9  6 

13  10 

9 

12  9  7 

14  8  7 

12  11 

9 

11  10  7 

13  12  4 

17  13  12  11 

10 

11  9  8 

13  11  5 

16  14  13  12 

8 

19  14  13  12  5 

13  10  6 

13  11 

9 

13  11  6 

13  9  7 

12  11 

10 
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Que  l'on  prenne  la  l/^  combinaison  4,  6,  14,  Id,  20: 
U  reste  les  nombres  5, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 16,17, 18, 
avec  lesquek  il  faut  faire  62  à  la  dernière  verticale ,  ce  qui 
peut  s'effectuer  de  20  manières,  savoir  : 

18  17  13  9  5   18  16  12  11  5   17  16  13  9 

12  9  7 

11  10  7 

11  9  8 
18  13  12  11  8 

12  10  9 
17  16  13  11 


1 


12  10 

5 

12    8 

7 

11    9 

7 

10    0 

8 

18  16  13  10 

5 

13    8 

7 

12  10 

12  9 

11  10 

17  13  12  11 

mis  12  If 


/ 
7 
8 
8 
9 
10 


5 


Prenant  la  ^J^  de  ces  combinaisons,  il  reste  7,  8, 10,  t1, 
12,  1 G =64,  poar  la  dernière  horizontale. 

Maintenant  les  4  nombres  de  la  1/«  horizontale,  entre 
les  angles,  peuvent  se  combiner,  dans  les  10  cases,  de 
10*9«8*7=  5040  manières  :  car  ces  combinaisons  rentrent 
dans  le  cas  oîi  il  s'agit  de  combiner  10  lettres  4  à  4;  et  b 
formule  est  m  {m — 1)  (/n — 2). . . .  [m— (« — 1)],  lorsque 
m  représente  le  nombre  des  lettres ,  et  n  le  nombre  de 
lettres  de  chaque  combinaison.  Ici  i?t=10. . . .  11:^4  :  donc 
10.9.  ...10  — 3=10.9.8.7. 

Quant  à  la  dernière  horizontale ,  la  place  des  6  petits 
nombres  est  fixe ,  et  il  ne  faut  considérer  que  les  combi- 
naisons de  6  lettres  G  à  C,  ce  qui  donne  1 .2*3*A*5*6=720. 
La  iJ^  Terticale  a  5  nombres  à  placer  dans  les  10  cases 
entre  les  angles.  On  aura  donc  10. 9* 8 •7.6=30240 dans 
la  2.6  verticale.  U  reste  5  nombres  à  combiner  5  à  5^  ce 
quidonne  1 . 2.3.4. 5=:120:  on  aura  donc,  pour  k  cas 
particulier,  5040.720.30240-120.   En  faisant  abstraction 
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des  8  positions  dont  chaque  cas  est  susceptible,  et  dont 
on  est  obligé  de  (aire  état  lorsque  la  bordure  est  com- 
prise dans  une  autre ,  etc.  y  le  produit  ci-dessus  donne 
13,1 68^1 89,4/ÏO,000.  Maintenant,  puisqu'on  a  109  ma- 
nières de  remplir  la  1.'®  horizontale  pour  les  deux  angles 
chobis,  et  qu'il  y  a  1 1  manières  de  composer  ces  an^es, 
puisque,  de  plus,  il  y  a  162  Êiçons  de  flaire  la  première 
verticale ,  et  20  manières  de  composer  la  deuxième ,  on 
aura  109*11  .20 «162 =3,884 ,760,  pour  le  facteur  qui 
doit  multipUer  13,168,1 89,4 /Ï0,000.  Ou  suppose,  il  est 
Trai ,  que ,  pour  chaque  combinaison  de  la  première 
horizontale,  les  angles  étant  fixes,  on  aura  le  même 
nombre  de  combinaisons  que  pour  celle  qui  a  été  choisie. 
Cette  supposition  est  hasardée  :  car  ce  nombre  peut  être 
plus  grand  ou  plus  petit,  mais  il  ne  s'éloignera  pas  beau- 
coup de  la  réalité.  Ce  serait  un  trarail  considérable  que  de 
faire  cette  recherche  :  il  suffisait  d'indiquer  le  moyen  d'y 
parvenir.  On  voit,  par  exemple,  qu'en  prenant  la  2,^  com- 
binaison de  la  l*'^*'  verticale ,  qui  est  5,  6, 13, 19,  20,  il 
reste  4,  7, 8,  9, 10, 11, 12, 14, 16,  17, 18,  avec  lesquels  on 
peut  &ire  encore  62  de  20  &çons,  comme  pour  la  l.^e 
combinaison.  L'on  a  en  effet  : 

18  17  16  7  4  18  16  12  9  7  18  14  11  10  9 

14  9  4  11  10  7  17  16  14  11  4 

12  11  4  11  9  8  14  8  7 

12  8  7  17  14  12  11  8  12  10  7 

11  9  7  12  10  9  12  9  8 

10  9  8  18  14  12  11  7  11  10  8 

18  16  14  10  4  12  10  8 


1 
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Resterait  à  voir  si  pour  tonte  autre  première  verticale 
on  aurait  toujours  20  combinaisons  pour  la  seconde;  en- 
suite si  pour  une  autre  horizontale  première  on  anrail  le 
même  nombre  de  premières  verticales ,  et  enfin  si  pour  les 
autres  angles  il  viendrait  le  même  nombre  d'horiaontales. 

Le  but  est  moins  ici  d'avoir  le  nombre  exact  de  combi- 
naisons que  de  faire  voir  la  prodigieuse  quantité  de  ces 
combinaisons,  et  pour  un  cas  extrêmement  circonscriL 

S'il  est ,  en  général ,  nécessaire ,  pour  la  méthode  de  d'Ons 
en  Braj,  que  les  nombres  se  suivent ,  il  n'est  pas  indispen- 
sable que  la  bordure  extérieure  comprenne  ks  premiers 
nombres,  et  les  bordures  intérieures  les  suivans  par  ordre. 
On  peut  donc  intervertir  cet  ordre.  Qu'on  suppose  y  pour  le 
carré  de  1 4 ,  par  exemple ,  que  la  bordure  de  8  se  com- 
pose avec  les  14  plus  petits  nombres  :  celle  de  12,  avec  les 
22  suivans;  le  carré  central ,  avec  les  8  qui  viennent  après; 
la  bordure  de  1 4,  avec  les  26  nombres  en  suivant  ;  ceDe  de  6^ 
avec  les  10;  celle  de  10,  avec  les  18,  toujours  par  ordre* 
Chaque  couple  vaut  197,  puisque  le  carré  de  14  est  196. 
En  conséquence  le  plus  petit  nombre  de  la  bordure  exté- 
rieure sera  1 4  -f  224-  8  -}-  1  =  45,  Il  faudra  donc  ajouter  44 
à  tous  les  petits  nombres  de  la  bordure  de  14,  ci-dessus 
donnée.  On  ajoutera  14  à  ceux  de  la  bordure  de  12;  80 
aux  nombres  de  la  bordure  de  10;  celle  de  8  retient  les 
premiers  petits  nombres;  celle  de  G  aura  ses  petits  nombres 
augmentés  de  70.  C'est  d'après  ces  bases ,  et  les  bordures 
données  de  6,  8,  10,  12  et  14,  qu'a  été  (ait  le  carré 
(  figure  96 ,  planche  XVII  ). 

On  peut  obtenir  un  nombre  bien  plus  considérable  de 
combinaisons  si  Ton  ne  veut  pas  s'astreindre  à  prendre 
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des  petits  nombres  de  suite*  Soit,  par  exemple ,  pour  la 
bordure  de  6,  fiiit  le  choix  des  6  plus  petits  et  des  4  der- 
niers. On  aura  1 , 2,  3,4,5,6.  ..15,16,  17, 18; la  somme 
est  87.  On  aura  donc  3  (a-f-&)4-4<?==87;  mais  on  ne 
pourrait  prendre  a  +  b  parmi  les  grands  :  car  les  plus  pe- 
tits sont  15  et  16=  31 ,  et  3 -31  =93 >  87.  n  but  donc 
que  3{a  +  b)  soit  partie  des  6  plus  petits;  et,  comme  a  -f-  & 
ne  peut  être  ^  3,  la  plus  petite  valeur  serait  a  4-^=3; 
ainsi  on  aurait  3(a4"^)=9iet  87-^9=78;  mais  78  ne 
se  divise  pas  par  H.  D'une  autre  part  a  -j-  &  ne  peut  être 
pair,  puisque  3  (a-|-  ()  serait  aussi  pair,  et  que,  retranché 
de  87,  il  resterait  impair  non  divisible  par  4.  Soit  donc 
ix  +  &=5.nvient87— 15=72,  et  c= 18.  Ainsi  18+ 5 
=3  23  sera  la  somme  des  petits  nombres  de  chaque  ligne. 
Actuellement,  connaissant  la  plus  petite  valeur  de  a  4-  &  9 
les  autres  s'obtiennent  en  ajoutant  4  à  la  précédente^  et 
Ton  aura  ^,  ^.  On  ne  peut  avoir  pour  (a  +  &)  d'autres 
valeurs  que  5  et  9  :  car  13  ne  pourrait  se  &ire  avec  deux 
des  plus  petits  nombres,  pmsque  5  +  6  =  11,  qui  est  la 
plus  grande  somme.  On  peut  obtenir  5  par  2  +  3  et  par 
1  +  4.  Si  l'on  met  aux  angles  2+  3,  on  aura  pour  la  pre- 
mière verticale  23  -^2  =21 ,  qu'il  iaut  iaire  avec  un  des 
{4us  petits  et  l'un  des  4  plus  grands,  comme  4  et  17.  De 
même,  23  —  3r=20  se  construira  par  5  et  15.  H  reste 
1 ,6, 16=323  pour  la  dernière  horiiontale:  il  n'est  pas  di^ 
ficile  de  voir  si  une  supposition  renferme  qudque  ccmtra- 
diction. 

n  n'est  pas  même  nécessaire  que  les  deux  suites  de 
nombres  soient  composées  de  petits  nombres  par  ordre. 
Ainsi ,  pour  le  carré  de  8,  soient  choisis  3 ,  4 , 7,  8,  9, 10, 
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25 , 26, 27,  28 ,  29, 30, 31 ,  32,  en  réservant  1 , 2, 5,  6  pour 
Élire  partie  de  la  bordure  de  6.  La  somme  des  nombres 
choisis  est  269.  Soit  a-\'b  =7  ;  et  il  ne  peut  être  plus  petit , 
puisque  3  -:(-  4  sont  les  deux  plus  petits  nombres  de  la  bor- 
dure de  8.  On  aura  3 •7=21 ,  et  2G9— 21  =248,  dont  le 
quart  est  62 ,  qu'on  peut  (aire  par  30  -f  32  :  on  aura  donc 
7  4-  62=69  pour  yaleur  de  chaque  ligne.  La  première  Ter- 
ticale  doit  avoir  encore  69  —  3=66,  qui  peut  s'obtenir 
par  7  4-  28  4-  31  ;  la  seconde  verticale,  à  laquelle  il  fiiut 
69-^  4  =  65, peut  se  former  par  9  +  27 -j- 29  :  il  restera 
8,  1 0, 25, 26 ,  dont  la  somme  est  69 ,  comme  cela  doit  être, 
pour  la  dernière  horizontale. 

Passant  à  la  bordure  de  6 ,  on  a  déjà  1,2,5,6.  Que  Ton 
prenne  encore  15,16,  17 ,  18, 19, 20  pour  les  six  autres 
petits  :  la  somme  est  1 19.  Que  Ton  choisisse  pour  les  angles 
15+18=33;  Uviendra  3.33=99,  et  119— 99=20,  dont 
le  quart  est  5,  qui  est  Fun  des  quatre  plus  petits ,  et  con* 
vient  :  donc  5-f-  33=:38  est  la  valeur  des  petits  nombres 
de  chaque  ligne.  Maintenant,  38  —  15=23,  valeur  des  2 
petits  à  ajouter  à  Tangle  de  la  l.re  verticale.  On  peut  faire 
23  par  6  +  1 7  5  ensuite  38—  1 8  =  20,  qu'on  peut  effectuer 
par  1  +  19  pour  la  2.^  verticale;  il  reste  2,  20,  16  qui 
donnent  38  pour  valeur  des  3  petits  nombres  de.  la  der- 
nière horizontale.  Le  carré  de  4  se  fait  par  les  deux  séries 
1 1 ,  12, 1 3, 14 21 ,  22 ,  23,  24  et  complémens. 

Cet  exemple  montre  qu'on  peut  donner  de  l'extension  à 
la  méthode  de  d'Ons  en  Bray;  mais  elle  suppose  toujours 
que  le  carré  central  est  4  ou  un  multiple  de  4 ,  et  que  la 
somme  des  petits  nombres  est  la  même  pour  chaque  ligne. 
Il  n'y  a  que  les  diflférences  qui  pourraient  donner  toutes 
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les  combinaisons,  d'autant  mieux  que  les  progressions  pour 
le  carré  central  peuvent  varier  à  fantaisie.  Comme  on  s'est 
assez  étendu  dans  la  première  partie ,  sur  la  manière  d'ob- 
tenir les  différences  pour  les  bordures,  on  ne  donnera 
que  peu  d'exemples  pour  les  bordures  paires. 

On  a  dit  que  la  méthode  de  d'Ons  en  Bray  supposait 
le  carré  centi-al  de  4  ou  son  multiple;  mais  il  Êiut  entendre 
le  carré  à  toutes  bordures,  sauf  ce  carré  central  de  â  ou 
son  multiple  :  car  on  pourrait  très-bien  ne  prendre  qu'une, 
deux,  etc.,  bordures,  et  le  carré  central  aurait  sa  racine 
divisible  seulement  par  2.  Ainsi  pour  8  de  racine  on  au- 
rait le  carré  central  de  G ,  si  l'on  ne  veut  qu'une  bordure, 
et  la  méthode  est  applicable. 

S  2. 

BORDURES    PAR    LES    DIFFÉRENCES. 

Puisque  chaque  terme  d'une  progression  vaut ,  l'un  dans 
l'autre,  un  demi-couple,  et  qu'un  couple  est  un  nombre 
impair  lorsque  la  racine  est  paire,  il  suit  que  le  demi- 
couple  est  composé  d'un  entier  et  de  la  fraction  \. 

Il  est  clair  qu'on  suppose  une  progression  composée  de 
nombres  alternativement  pairs  et  impairs  :  car  s'ils  étaient 
tous  pairs  ou  impairs,  chaque  couple  serait  pair,  et  par 
conséquent  chaque  terme  vaudrait  un  entier;  mais  dans  ce 
qui  suit  on  suppose  la  progression  naturelle  commençant 
par  l'unité,  puisqu'on  peut  y  rapporter  toutes  les  autres. 

On  a  déjà  dit  qu'il  était  plus  facile  de  composer  les 
bordures  qui  avaient  un  grand  nombre  de  termes  que  celles 
qui  en  exigent  moins  *.  c'est  pourquoi  il  est  bon  de  com- 
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menccr  par  ces  dernières  lorsqu'on  peut  choisir  sur  tons 
les  termes.  Par  exemple,  qu'il  faille  Êûre  la  bordure  de  6 
au  carré  de  4,  et  que  Topération  se  termine  lA;  cette  bor- 
dure y  contenant  moins  de  combinaisons ,  s'obtiendra  moins 
facilement  que  si  l'on  avait  à  la  construire  afec  oeDe  de  8^ 
ou  de  8  et  10,  etc.  :  car  dans  ce  dernier  cas  on  peat  <^i- 
sir  sur  tous  les  nombres  résenrés,  après  la  formation 
préalable  du  carré  de  ft. 

ARTICLE  PREMIER. 

BOKDURB    DB    6. 

Qu'on  ait  choisi  pour  le  carré  central  les  progressions 

1  •^•b*7 10*12*I4*16  et  complémens  :  il  restera 

2,4,6,  8,9,  11,  13, 15,  17,  18.  Chaque  couple  Tant 
36  +  1  =  37  ;  chaque  terme ,  y  =  1 8 , 5.  Soit  le  tableau  des 
différences  en  plus  et  en  moins ,  des  nombres  ci-dessus  : 


2+16,5—35 
44-14,5—33 
6+12,5—31 
8+10,5—29 


1|+7,5_26 
l3+5;i_24 
t5  +  3,5— 22 
17+1,5—20 
18+0,5—19 


9+  9,5—28 

On  peut  faire  l'horizontale  par 

16,5+14,5— 12,5— 10,5— 7,5— 0,5=d0 

La  première  verticale  peut  être 

.    16,5— 14,5— 9,5+5,5+3,5— l/fcdO 

Il  faut  toujours,  comme  on  l'a  fait  obsenrer,  qu^  y  ait 
deux  différences  communes,  dont  une  avec  changement 
de  signe.  Celle  qui  conserve  le  sien  est  à  l'an^  oommun 
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des  deux  lignes  y  et  celle  dont  le  signe  est  changé  se  place 
à  Pautre  angle  de  l'horizontale ,  et  le  complément ,  indi-> 
que  par  le  changement  de  signe,  à  l'angle  inférieur  de  la 
Terticale.  Ces  deux  lignes  une  fois  formées ,  les  complé- 
mens  achèrent  la  bordure.  Si  Ton  substitue  les  nombres 
aux  différences ,  ayant  égard  aux  signes,  on  aura  le  carré 
{,figure  97,  planche  XVII  ). 

ARTICLE  IL 

CAERi    DB     10    À    3    BORDURES. 

8oit  supposé  le  carré  central  formé  par  les  progressions 
5.9*13*  17. . .  19.23.27*  31,  et  complémens  à  101. Cha- 
que terme  vaut  50,5.  Soit  composée  la  bordure  de  6  par 
les  différences  :  les  suivantes,  19,5;  23,5;  27^;  31,5^  33,5;* 
37,5;  41,5;  45,5,  étant  celles  des  nombres  dd  carré  cen- 
tral ,  ne  seront  pas  employées. 

—46,5—47,5—44,5+49,5+48,5+40,5. . .  horizontale. 
—46,5+47,5+36,5+  34,5—39,5—32,5. . .  verticale. 

n  y  a  une  foule  d'autres  manières  de  former  ces  diffé^ 
rences  égales  à  0 ,  parce  que  l'on  choisit  sur  un  grand 
nombre.  Substituant  les  nombres  aux  différences,  il  viendra 

97  98  95    1     2  10  horizontale. 
97    3  14  16  90  83  verticale. 

97  est  l'angle  commun;  98  est  l'autre  angle  de  l'hori- 
zontale  ;  son  complément  3  est  l'autre  angle  de  la  verti- 
ticale.  Le  complément  4  de  97  serait  au  4.^  angle. 

Il  est  devenu  inutile  de  former  le  tableau  entier  des 
différences  et  des  nombres  correspondans.  On  peut  en- 
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core  s'en  dispenser  pour  la  bordure  de  8 ,  qui  senit  â 
lonté , 


«3,5  +  42,5+38,5-35,5-30,5-29,5-1  ^^^^^ 

17,5—11,5 J 

43,5—42,5+28,5+26,5—25,5-24,5—1       _.    , 

ks+teZ... ..........r*'**^ 

Les  nombres  correspondans  sont 

7    8  12  86  81  80  68  62. . .  horizontale. 
7  93  22  24  76  75  73  34. . .  verticale. 
Les  nombres  et  les  différences  non  employés  sont  : 

29+21 ,5—72  42+8,5—59 


80+20,5—71  43+7,5—58 

32+18,5—69  ft4+6,5— 57 

35+15,5—66  45+5,5—56 
36+14,5—65  '  46+4,5—55 
37+13,5—64      ,         47+3,5—54 

38+12,5—63  48+2,5—53 

40+10,5—61  49+1,5—52 

ft|+  9,5—60  50+0,5—51 


Qu'on  prenne  au  hasard,  pour  l'horizontale  de  la  3.^ 
bordure , 
215+205+185-l05-12,5-13^->^^^^^ 

14,5—15,5+9,5—3,5 J 

on  pourra  faire  la  verticale  avec  les  différences 

21,5—20, 
5,5—4, 

Les  nombres  correspondans  sont: 
29  30  32  61  G3  64  65  66  41  54. . .  horiiontale. 
29  71  42  44  48  50  58  56  55  52. . .  TerUcale. 


)  5+8.5 +  6,5+2,5+0,5-7,5->   ^^ 
,5—1,5 ï 
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On  Toit  qa'on  est  arrivé  assez  promptement  à  trouyer 
les  3  bordures;  et  en  même  temps  on  peut  se  convaincre 
de  Fayantage  immense  qu'offre  ce  procédé  sur  celui  de 
d'Ons  en  Braj  :  car  il  est  au  moins  aussi  expéditif ,  et  d'une 
tout  autre  étendue. 

n  est  inutile  de  s'appesantir  davantage  sur  les  bordures  sé^ 
parées.  La  marche  est  sûre,commode,sans  exception,surtout 
si  l'on  agit  comme  on  l'a  déjà  iait  observer,  et  si  l'on  con- 
serve les  pi  us  petites  différences  pour  la  dernière  bordure 
à  construire.  On  va  d'ailleurs  en  faire  des  applications  plus 
importantes  dans  les  carrés  à  compartimens  et  bordures. 

S   3. 

CARKiS   k   COMPARTIMENS   ET   BORDURES. 


ARTICLE  PREMIER. 

CARRÉ    DR   14. 

Quoique  14  de  racine  ne  se  divise  que  par  2,  ou  soit 
pairement  impair,  on  ramène  facilement^au  moyen  de  bor* 
dures,  ce  carré  à  ceux  dont  la  racine  se  divise  par  4  :  ainsi , 
faisant  une  bordure,  il  reste  le  carré  central  de  12,  qu'on 
peut  partager  en  4  carrés  de  36  cases ,  qui  seront  égaux 
en  prenant  1 8  nombres  et  leurs  complémens.  Qu'on  choi- 
sisse donc  à  fantaisie  les  progressions: 

5.  7.  9. . .   39,  et  complémens  158*160. ..  192  iJ^  série. 

2.  6.10. . .   70,  et  complémens  127.131. ..  195  2.e  série. 

4.  8. 12. . .  72,  et  complémens  125*  129. . .  193  3.«  série. 
43.47*51. . .  1 1 1,  et  complémens   86*  90. . .  154  4.«  série. 

TOM.    I.  33 
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On  voit  que  la  !.">  progression  n'a  pas  la  même  diflë- 
rence  que  les  trois  autres.  Il  reste  à  former  la  bordure 
générale.  Comme  on  connaît  les  nombres  qui  ne  doivent 
pas  en  fiure  partie ,  et  que  chaque  terme  Taut  ip =98^5, 
on  aura  facilement  le  tableau  des  différences. 

1  +  97,5  —  196  77  +  21,5  —  120 

3  +  95,5  —  194  78  +  20,5  —  119 

41  4-  57,5  —  156  80  +  18,5  —  117 

45  +  53,5  —  152  81  +  17,5  —  116 

49  +  49,5  —  148  82  +  16,5  —  115 

53  +  45,5  —  144  84  +  14^  —  113 

57  +  41,5  —  140  85  +  13,5  —  112 

61  +  37,5  —  136  88  +  10,5  —  109 

63  +  33,5  —  132  89  +    9,5  —  108 

69  +  29,5  —  128  92  +    6,5  —  105 

73  +  25,5  —  124  93  +    5,5  —  104 

74  +  24,5  —  123  96  +    2,5  —  101 
76  +  22,5  —  121  97  +     1,5  —  100 

La  l.'°(^  horizontale  peut  se  former  à  volonté,  comme 

25,5— 29,5+57,5+ 49,5-f  1 8,5+ 1 4,5+i 
10,5+  5,3  —45,3— 37,5— 21,5— 17,5— )=0 
16,5—13,5 j 

25,5+29,5  +  97,5—95,5—53,5+41,5—) 
33,5  +  2»  ,5 — 22,5  +  9,5 — 6,5+  2,5+ 1 ,5  [  =0  verticale. 
-20,5 ) 

Les  nombres  correspondans  sont 

73  41  49  80  84  88  93  144  13G  120  IIG) 
115  112  128  angle Jhorizonlalc. 
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73  I  194  152  57  132  74  121  89  105  96l  ^.  , 

97  119  69  angle J 

Tous  ces  nombres,  à  l'exception  des  angles  73,  128, 
69 ,  peuvent  se  placer  dans  les  12  cases  de  leur  Hgne,  à 
fantaisie,  ce  qui  donnerait,  pour  cette  seule  bordure ,  d'a- 
près le  choix  arbitraire  des  différences ,  et  les  angles  fixes, 
le  carré  central  à  volonté  (1.2.3.,  •  12)«=<479,001,600)» 
combinaisons. 

Dans  les  séries  réservées  pour  les  carrés  partiels  de  6  , 
on  a  choisi ,  pour  le  1.^  carré  central, les  progressions 

5.  9. 13. 17.-. .23. 27. 31.    35 

PouTle2.«...     2. 14  •26*  38 22.34*46.   58 

Pour  le  3.0...     4.  8 .  12. 16...  .48.52*56  .  60 
Pour  le  4.0...   47.55.63.7t 83*91 .99*107 

Les  complémens  achèvent  les  carrés ,  qui  sont  arrangés 
d'après  la  méthode  espéditive.  On  voit  que  ces  progres- 
sions n'ont  pas  la  même  différence  :  celle  du  l.^r  carré  est  4; 
celle  du  2.^  est  12;  le  3.»  a  la  différence  4;  et  le  4.e  la  dif- 
férence 8.  La  bordure  de  chacun  se  compose  avec  les  nom- 
bres restans,  et  chobb  pour  chaque  carré  partiel. 

Voici  ces  nombres  et  les  différences  pour  chaque  carré 
de  6  avec  bordure  : 


1.^«  SÉRIE. 

7  +  91,5  —  190 
1 1  +  87,5  —  186 
15  4-  83,5  —  182 
19  ^  79,5  —  178 
21  +  77,5  —  176 
25  +  73,5  —  172 


29  +  69,5  —  108 
33  +  65,5  —  164 
37  +  61,5  —  160 
39  +  59,5  —  158 

2.<*  SÉRIE. 

6  +  92,5  —  191 
10  +  88,5  —  187 


"% 
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18  +  80^  — 

30  H-  68,5  — 

42  +  56,5  — 

50  +  48,5  ^ 
54  +  nn^  _ 

62  +  36,5  — 
66  +  32,5  — 
70  +  28,5  — 

20  +  78,5  — 
24  +  74,5  — 
28  +  70,5  — 
32  -I-  66,5  — 
86  +  62,5  — 
40+  58,5  — 


179 
167 
155 
147 
143 
135 
131 
127 

B. 

177 

173 

169 

165 

161  , 

157 


44  +  54,5  —  153 
64+  34,5  —  133 
68  —  30,5  —  129 
72+  26,5—1^ 

4.0  siaiB. 

•43  +  55,5  —  154 
51  +  47,5  —  146 
59  +  39,5—138 
67  +  31,5—130 
75  +  23,5  —  122 
79  +  19,5  —  1 18 

87  +  1î,5  — 110 
954.  3,5  —  102 

94  +  4,5  —  103 
86  +  12,5—111 


!» 
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Gomme  il  est  moins  £icile  de  faire  les  bordures  Icnrs- 
qu'il  y  a  peu  de  diflférences ,  qu'elles  sont  grandes ,  et  à 
des  intervalles  éloignés ,  on  a  chobi  à  dessein ,  pour  les 
carrés  partiels ,  et  pour  la  bordure  générale,  des  progres- 
sions qui  offraient  ce  genre  de  difiSculté.  La  méthode  n'est 
pas  moins  directe,  quoiqu'on  puisse,  dans  certains  cas, 
être  obligé  de  changer  quelque  différence  adoptée  d'abord; 
mais  on  Toit  bientôt  par  quelle  autre  elle  doit  être  rem- 
placée pour  ayoir  0 ,  qui  est  la  somme  de  toutes  les  diffé- 
rences d'une  même  ligne. 

Ainsi,  par  exemple,  que  l'on  ait  choisi  pour  horiiootak 
de  la  bordure  du  1.<^  carré  partiel  ci-dessus  les  différences 
91,5  +  87,5  —  83,5—79,5—77,5  +  61,5  :  il  resterait  les 
quatre  différences  59,5;  G9,5;  65,5;  73,5.  Il  s'agit  de  savoir 
si  Ton  peut  faire  la  verticale  dans  cette  supposition.  C'est 
un  des  cas  les  plus  compliqués,  puisqu'il  j  a  peu  de  diffé- 
rences, que  ces  différences  sont  grandes,  et  les  intervalles 
très-inégaux.  H  faut  alors  ajouter,  deux  à  deux,  les  diffé- 
rences de  l'horizontale ,  en  changeant  le  signe  de  l'une 
d'elles,  de  manière  à  se  contenter  d'un  résultat  positit  H 

viendrait  91 ,5— 87,5=/^ 91 ,5  +  83,5=175 

91,5  +  79,5=171 91,5+77,5=  169 9tfi^ 

61,5=30 87,5  +  83,5=171 87,5  +  79,5= 

167 87,5+77,5=165 87,5—61,5=26 

83,5—79,5=4 83,5—77,5=6 83^5  +61,5 

=145 79,5—77,5=2 79,5  +  61,5=141 

77,5  +  61,5=139. 

U  Êiut  voir  maintenant  si ,  en  ajoutant  les  différences  res- 
tantes ou  les  quatre  ensemble, ou  trois  seulement  en  sous- 
trayant la  4.^ ,  ou  enfui  deux  en  ôtant  de  leur  somme  cdle 
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E  autres,  il  j  a  quelqu'un  de  cca  résullals  qoi  soit 
n  de  ceux  ci-dessus.  Il  ne  faut  s'occuper  que  de 
I  positifs. 

H'obord  clair  qu'on  ne  peut  ajouter  les  quatre  diOe* 
a  lear  somme  268  est  plus  grande  qu'aucun 
^res  trouTés  ci-dessus. 

3 différences , et  soustraction  faite  de  la  4.<^,  on 

p+  65,5  +  73,5—  69,5  =  129 59,5  +  73,5 

Î5,5=t37. 59,5  +  69,5  +  65,5— 73,5z= 

.  73,5  +  69;i  +  65,5— 59,5  =  139,  ce  qui  ne 
Icun  des  résultats  clierchés. 
In'ajoute  que  deu\  différences,  et  qu'on  soustraie 
laulrcs ,  il  viendra  73,5  +  65,5  —  59,5  —  09,5  = 

.69,5  +  65,5—59,5—73,5=2. 73,5  + 

^,5 — 65^  =  1 8.  Il  n'y  a  que  2  qui  convienne ,  et 

«peutetdoitëlre: 
^  +  79,5  +  59,5  +  73,5  —  69,5—65,5. 

H  de  même  dans  tous  les  cas  analogues;  et  cette 
I  d'opérer,  qui  est  la  seule  direcle,  donnera  le 
l'cAlenir  toutes  les  combinaisons,  lorsqu'on  aura 
A>ilrairement  une  horizontale,  pour  arriver  aux 
»  qui  y  répondent. 

ration  ci-dessus  repose  sur  le  seul  principe  que  la 

I  des  différences  pour  chaque  li^e  est  =  0.  En 

A  donc  les  difTérencos  deux  à  deux  de  l'horizontale, 

eanl  le  signe  de  l'une  d'elles,  on  obtient  fous  les 

•  d'angles  de  la  Terticale  :  il  faut  donc  que  les  dîffé- 

I  restantes  donnent  ime  somme  laquelle,  avec  la 

e  dediRiéreocc  desangIcg,soît  =0. 
reste  ce  n'est  guère  que  pour  la  bordure  de  6  qu'on 
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peut  rechercher  la yerticale  par  ce  moyen,  à  moins  qu^on 
ne  veuille  avoir  toutes  les  verticales  pour  un  système 
chobi  d'horizontale. 

ARTICLE  IL 

CARRÉ  DB  20* 

Si  Ton  veut  avoir  ce  carré  avec  deux  bordures  géné- 
rales et  quatre  carrés  égaux  de  8  avec  deux  bordures,  on 
arrivera  promptement ,  et  avec  un  peu  d'attention ,  au  ré- 
sultat par  le  moyen  suivant. 

Qu'on  laisse  les  72  premiers  nombres  et  les  72  derniers 
pour  les  deux  bordures  générales;  qu'on  prenne ,  par  ordre 
et  en  suivant,  de  73  à  86  pour  la  bordure  de  8  de  l'un  des 
carrés  partiels,  ensuite  de  87  à  96  pour  celle  de  6  du 
même  carré ,  enfin  de  97  à  104  pour  le  carré  central.  On 
aura  l'un  des  carrés  de  8  ù  deux  bordures;  et,  comme  ib 
sont  tous  quatre  égaux,  on  placera  ce  carré  où  l'on  vou- 
dra. Quant  aux  trois  autres,  il  n'y  aura ,  tant  pour  lesbor* 
dures  que  pour  le  carré  central  de  tt,  qu'à  les  former 
comme  le  précédent.  Ainsi,  pour  celui  qui  comprendra  les 
nombres  do  105  à  136,  on  Fobtiendra  sur  le  champ  en 
ajoutant  32  aux  termes  du  précédent  :  car  32  -f-  73=  105, 
etc.,  et  de  même  encore  32  aux  termes  de  celui-ci  ;  enfin 
32  aux  termes  de  ce  dernier,  ce  qui  se  réduit  à  ajouter  32 
aux  termes  du  1.^^,  pour  avoir  le  second;  puis  &i  pour 
obtenir  le  troisième;  enfin  96  pour  arriver  au  quatrième. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  qu'il  suffît  de  faire  les  deux 
bordures  générales  et  les  deux  du  premier  carré  œntral; 
le  reste  s'ensuit. 


CABRÉ    BB   20.  521 

La  première  horizontale  de  la  bordure  extérieure  a  été 
conâtruite  par  les  différences. 

199;>+ 191^+  190,5  + 189,5+ 188,5  +  172,5+  171,5 
+ 170,5  + 169,5  +  166,5  — 162,5  — 163,5— 104,5— 
165,5—183,5  — 195,5—196,5—197,5— 198,5;  angle 
—  182,5. 
La  première  verticale,  par  les  différences. 

199,5  +  192,5  + 193,5  +  194,5  +  167,5  + 168,5  +  160,5 
+  161,5+179,5—173,5  —  174,5  —  175,5—176,5  — 
177,5— 178,5— 184,5— 185,5 —186,5  — 187,5;  angle 
+  182,5. 

La  première  bordure  générale  a  eu  pour  horizontale 
—181,5-129,5—128,5-134,5-137,5-138,5-133,5 

—180,5+156,5+157,5+158,5+159,5+145,5+146,5 

+  130,5+  131,5+132,5—154,5  angle. 

La  première  verticale  a  été  formée  par 
—181,5+139,5  +  140,5+141,5+148,5+150,5  +  151,5 

+  152,5+  155,5—135,5—136,5  — 142,5  — 143,5  — 

144,5— 147,5— 149;i— 153,5+  154,5  angle. 

Quant  à  la  bordure  extérieure  du  premier  carré  de  8, 
l'horizontale  est 
127,5  + 124,5  +  1 15,5— 116;>  — 119,5— 125,5— 126,5 

+  120,5  angle. 

La  verticale  est  composée  par 
127,5+  122,5  +  118,5+  114,5—117,5-121,5-123,5 

-<- 120,5  angle. 

La  première  bordure  dudit  carré  partiel,  ou  la  bordure 
du  carré  de  6 ,  est ,  pour  l'horizontale , 

113,5  +  109,5— 107,5— 111,5— 112,5+108,5  angle. 
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Pour  la  première  verticale  : 

113,5+106,5  +  104,5— 105,5— 110^— 108^  angle. 
Il  est  inutile,  comme  on  Toit,  de  former  le  tableau  des 
différences ,  et  Ton  a  opéré  immédiatement  et  avec  promp- 
titude, n  ne  reste  qu^à  substituer  les  nombres  aux  âîffé* 
rences,  et  Ton  aura  le  carré  Q/îgare  100,  planche  JJIL) 

ARTICLE.  IIL 

CAEai  DB   30. 

Indépendamment  des  bordures  générales ,  on  peut  avmr 
des  carrés  partiels  avec  bordures  générales,  et  divisés  en 
d'autres  carrés  avec  bordures.  Ainsi ,  pour  le  carré  de  30, 
si  Ton  fait  une  bordure  générale ,  il  restera  quatre  carrés 
de  14, lesquels  peuvent  être  égaux.  Si  on  leur  donne  à 
chacun  une  bordure  générale,  on  pourra  partager  chaque 
carré  de  12  en  quatre  carrés  de  6  ^  et  donner  à  chacun  de 
CCS  derniers  une  bordure;  il  restera  le  carré  de  4  centraL 
Pour  arriver  promplement  au  résultat,  que  Ton  prenne 
les  116  nombres  du  milieu  de  la  progression  pour  la  bor- 
dure générale  :  il  restera  les  392  premiers  petits  nombres. 
Soient  choisis  les  26  premiers  et  complémens  pour  la  hor* 
dure  de  1 4 ,  les  26  suivans  pour  une  autre  bordure  de  14,  et 
ainsi  de  suite:  on  aura  pris  104  petits  nombres  sur  les  392 
restans  :  on  en  aura  donc  encore  288.  Qu'on  prenne  les  dix 
suivans  pour  une  des  bordures  de  6  :  comme  on  a  16  carrés 
de  6,  on  aura  pris  160  petits  nombres;  il  restera  128  pour 
les  16  carrés  centraux  de  4. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'après  avoir  construit  la  bordure 
générale,  cl  l'un  des  carrés  de  14,  les  trms  autres  8'd[>te- 


— 
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naient  salis  calcul  ^  en  ajoutant  i  tous  les  nombres  de  ce 
carré  de  14  des  nombres  constans,  que  l'on  détermine  âk- 
cilement.  11  est  entendu  que  cette  addition  n'a  lieu  qu'à 
l'égard  des  petits  nombres;  il  y  aurait,  au  contraire,  à  sous- 
traire des  complémens. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  la  décomposition  en  com- 
partimens  Êicilite  singulièrement  la  construction  des  car- 
rés ;  et ,  quelque  admirable  que  soit  cette  forme  de  carrés 
magiques  ;  c'est  la  plus  commode  et  la  plus  expéditive  de 
toutes  les  méthodes  pour  les  composer.  On  trouyera  le  carré 
de  30  (  planche  XYIII ,  figure  101.) 

ARTICLE   lY. 

CARRÉ   DB   40. 

On  terminera  par  le  carré  de  40  ce  que  l'on  ayait  i  dire 
sur  les  carrés  dont  la  racine  se  divise  par  4  ;  on  parait  com- 
pliquer ce  carré,  mab  il  est  facile  de  Toir  qu'il  ne  s'agit 
'que  de  procéder  avec  ordre  et  un  peu  d'attention. 

On  a  formé  deux  bordures  générales;  il  est  resté  le 
carré  de  36;et,  comme  ce  nombre  =  3*12,  on  peut  £adrc 
neuf  grands  carrés  de  12  de  côté,  et  de  même  valeur.  Il 
suffit  de  prendre  pour  chacun  72  nombres  et  leurs  com- 
plémens. Il  deviendra  dès-lors  indifférent  de  placer  ces 
carrés  comme  l'on  voudra.  Pour  j  mettre  de  la  symétrie 
{ planche  \3X  y  fiffire  102),  on  a  composé  ces  grands 
carrés  comme  on  le  voit  à  la  figure,  et  cette  combinaison 
adoptée  n'est  qu'une  des  innombrables  manières  de  dispo- 
sition de  ces  carrés. 

Puisque  12=3*4,  on  peut  fiiiie  ou  9  carrés  de  16  cases. 
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OU  16  carrés  de  9  cases.  Les  premiers  peuvent  éfre  éganx, 
en  chobissant  8  nombres  et  leurs  complémens;  quant  aux 
seconds,  puisque  le  nombre  des  cases  est  impair,  on  ne 
peut  les  rendre  égaux  au  moyen  des  complémens;  mab  il 
peut  y  avoir  huit  de  ces  carrés  composés  de  petits  nombres, 
et  huit  autres  des  complémens»  Alors  ces  carrés  seront 
considérés  comme  de  simples  nombres ,  et  arrangés  par 
la  méthode  du  carré  de  4.  Les  complémens  suirront  h 
progression  des  petits  nombres.  On  a  formé  deux  carrés  de 
1 2  diaprés  Tun  des  systèmes ,  et  deux  carrés  d'après  raofre. 
Un  cinquième  carré  a  été  fait  avec  doux  bordures ,  et  curé 
central  de  8;  un  sixième  sans  bordure  ni  compartînient; 
deux  autres  ont  deux  bordures  avec  carré  central  de  8  par- 
tagé en  quatre  carrés  de  1 6  cases  tous  égaux;  enfin  k  neu- 
vième carré  a  quatre  bordures ,  et  carré  central  de  4.  Toiu 
ces  carrés  ont  été  disposés  avec  symétrie  dans  le  grand 
carré  de  36. 

Toici  les  progressions  choisies  pour  les  carrés  de  12. 

6.     8«  10....  148  1595.159a...  1453 

11.  13*  15.. ..153  1590. 1588....  1448 

155. 15G. 157....  226  1446.1445....  1375 

236.238.240. ...  378  1365.1363. ...  1223 

380*381. 382....  451  1221 .1220....  1150 

460. 463. 466.... 673  1141.1138....  928 

462.465. 468.... 675  1139*1136....  926 

679. 680. 681.... 750  922.  921....  851 

237.239.241. ...  379  1364*1302. . . .  1222 

Les  progressions  à  gauche  sont  ceUesdes  petits  nombres, 
celles  de  droite  sont  celles  des  complémens.    Les 
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reoces  ne  sont  pas  les  mêmes,  ce  qtii  est  indififérent  :  car 
il  suffit  que  chaque  cairé  soit  compose  de  deux  séries,  dont 
l'une  des  petits  nombres,  et  l'autre  de  leurs  complémens, 
pour  que  ces  carrés  aient  une  même  somme  à  chaque 
ligne. 

L'inspection  de  la  figure  montre  les  progressions  parti- 
culières pour  chaque  carré  central  on  de  compartiir.ent  ; 
les  bordures  particnlières  se  composent  des  nombres  res- 
tans;  quant  aux  différences  pour  les  deux  bordures  géné- 
rales, en  Toici  le  tableau.  Le  couple  vaut  1601 ,  chaque 
terme  l'un  dans  l'autre  est  800,5. 


1  -f  799.5  — 


2  + 

8  + 

4  + 

5  + 

7  + 

9  + 
150  + 

152  + 

154  + 

227  + 

228  + 

229  + 
280  + 
231  + 
2S2  + 

233  + 

234  + 


799,5 
798,5 
797,5 
796,5 
795)5 
793^ 
791;» 
650,5 
648,5 
646,5 
57^5 
572,5 
571,5 
570,5 
569,5 
568,5 
567,5 
566,5 


1600 
1599 
1598 
1597 
1596 
1594 
1592 
1451 
1449 
1447 
1374 
1373 
1372 
1371 
1370 
1369 
1368 
1367 


235  + 

452  + 

453  + 

454  + 

455  + 

456  + 

457  + 

458  + 

459  + 
461  + 
464  + 
467  + 
470  + 
473  + 
476  + 
479  + 
482  + 
485  + 


565,5 
348^} 
847,5 
846,5 
345,5 
344,5 
343,5 
342,5 
341,5 
339,5 
336,5 
333,5 
330,5 
327,5 
324,5 
321,5 
318,5 
315,5 


1366 
1149 
1148 
1147 
1146 
1145 
1144 
1148 
1142 
1140 
1137 
11-4 
1131 

1128 
1125 
1122 
1119 
1116 
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ft88  +  312,5  - 

•1113 

578  +  222,5  - 

1023 

491  +  309,5- 

■1110 

581  +  219,5  — 

1O20 

494  4-  306,5  - 

1107 

584  +  216,5  — 

1017 

497  +  303,5  - 

■1104 

587  +  213,5  — 

1014 

500+  300,5- 

-1101 

590  +  210,5- 

1011 

503  +  297,5  - 

-1098 

593  +  207,5  - 

1QQ8 

506  +  294,5  - 

■1095 

596  +  204,5  — 

1003 

509  +  291,5  - 

-1092 

599  +  201,5  — 

1002 

512  +  288,5  - 

-1089 

602  +  198,5  — 

999 

515  +  285,5  - 

-1086 

605  +  195,5- 

m 

518  +  282,5  - 

-1083 

608+192,5- 

993 

521  +  279,5- 

-1080 

611  +  189,5  — 

990 

524  +  276,5  - 

■1077 

614  +  186,5  — 

987 

527  +  273,5  - 

-1074 

617  +  183,5  — 

984 

530  +  270,5  - 

-1071 

620  +  180,5  — 

981 

533  +  267,5  — 

-1068 

623  +  177,5  — 

978 

536  +  261,5  - 

■1065 

626  +  174,5  — 

975 

539  +  261,5  - 

-1062 

629  +  171,5  — 

972 

542  +  258,5  - 

■1059 

632+168,5  — 

969 

545  +  255,5  - 

■1056 

635  +  165,5  — 

966 

548  +  252,5  - 

-1053 

638+  162,5  — 

963 

551  +  249,5  - 

1050 

641  +  159,5  — 

960 

554  +  246,5  - 

■1047 

644+156,5  — 

957 

557  +  213,5  - 

■1044 

647  +  158,5  — 

954 

560  +  240,5  — 

■1041 

650  +  150,5  — 

951 

563  +  237,5  - 

■1038 

653+147,5  — 

918 

566  +  234,3  — 

■  1033 

656  +  144,5  — 

945 

569  +  231,5  - 

■  1032 

659  +  141,5  — 

942 

572  +  228,5  - 

1029 

662+  138,5  — 

939 

575  +  225,5  - 

-1026 

665  +  135,5  — 

936 

1 
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668  +  132,5  — 

933 

773  + 

27,5  — 

828 

671  +  129,5  — 

930 

774  + 

26,5  — 

827 

674+126,5  — 

927 

775  + 

25,5  — 

826 

676  +  124,5  — 

925 

776  + 

24,5  — 

825 

677  +  123,5  — 

924 

777  + 

23,5  — 

824 

678  +  122,5  — 

923 

778  + 

22,5  — 

823 

751  + 

49,5  — 

850 

779  + 

21,5  — 

822 

752  + 

48,5  — 

849 

780  + 

20,5  — 

821 

753  + 

47,5  — 

848 

781  + 

19,5  — 

820 

754  + 

46,5  — 

847 

782  + 

18,5  — 

819 

755  + 

45,5- 

846 

783  + 

17,5  — 

818 

756  + 

44,5  — 

845 

784  + 

16,5- 

817 

757  + 

43,5  — 

844 

785  + 

15,5  — 

816 

758  + 

42,5  — 

843 

786  + 

14,5  — 

815 

759  + 

41,5  — 

842 

787  + 

1»,5  — 

814 

760  + 

40,5  — 

841 

788  + 

12,5  — 

813 

761  + 

39,5  — 

840 

789  + 

11,5  — 

812 

762  + 

38,5  — 

839 

790  + 

10,5  — 

811 

763  + 

37,5  — 

838 

791  + 

9,5  — 

810 

764  + 

36,5  — 

837 

792  + 

8,5  — 

809 

765  + 

35,5- 

836 

793  + 

7,5- 

808 

766  + 

34,5  — 

835 

794  + 

6,5  — 

807 

767  + 

33,5  — 

834' 

795  + 

5,5  — 

806 

768  + 

82,5  — 

833 

796  + 

4,5- 

805 

769  + 

31,5  — 

832 

797  + 

3,5  — 

804 

770  + 

30,5  — 

831 

798  + 

2,5- 

803 

771  + 

29,5  — 

830 

799  + 

1,5- 

802 

772  + 

28,5  — 

829 

800  + 

0,5  — 

801 

On  Toit 

par  ce  tableau  que 

les  différences  ne  se  soÎTent 
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angle. 

n  est  à  remarquer  que  toutes  les  différences  ci-dessus 
doivent  être  augmentées  d'un  demL  On  a  jugé  couyenable 
de  le  supprimer ,  pour  éviter  confusion. 

Le  carré  construit  d'après  ce  qui  précède ,  comprend 
92  carrés  magiques ,  savoir  : 

Le  carré  central  de  8  avec  2  bordures 3 

Le  carré  central  de  A  avec  4  bordures 5 

Le  carré  de  12  sans  bordure  ni  compartiment.  • .  •  1 
Chacun  des  1G  carrés  de  3,  et  le  carré  total  qui 

les  rassemble ,  17,  et  pour  les  deux 34 

Chacun  des  9  carrés  de  16  cases,  et  le  carré  total 

qui  les  rassemble,  10,  et  pour  les  deux 20 

Pour  ces  mômes  carrés ,  si  Ton  en  prend  4  pour  en 
former  un  seul,  il  viendra  4  nouveaux  carrés, et  pour 
les  deux 8 

Chacun  des  carrés  composé  de  4  carrés  de  4  et  2 
bordures  en  donnera  7,  et  pour  les  deux 14 

Le  carré  total  sans  les  deux  bordures,  si  l'on  prend 
quatre  carrés  de  suite  pour  en  former  un  seul,  on 
aura  4  nouveaux  carrés 4 

Le  carré  total  sans  bordure ,  et  avec  une  ou  deux 
bordures ,  en  donne 3 

Total 92 

Quelle  multitude  de  carrés  n'obtiendrait-on  pas  en  con« 
servant  les  mômes  nombres  pour  chaque  bordure  géné- 
rale et  pour  les  carrés  partiels;  mais  en  composant  dif- 
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DEUXIÈME   SECTION. 


La  racine  ne  se  divise  qu'une  fois  par  2. 


S  1." 

CARRÉS    A    NOMBRES    RÉPÉTÉS. 

Voici  la  méthode  qac  donne  Poignard,  et  qui  s'ap- 
plique à  tous  les  carrés  pairemcnt  impairs. 

On  partage  les  cases  du  carré  proposé  en  quatre  par- 
ties par  deux  lignes,  Tune  verticale,  Faulre  horizontale, 
ce  qui  donne  quatre  carrés.  Le  premier,  à  gauche ,  se 
construit  par  la  méthode  expéditire ,  mais  par  la  gauche, 
n  est  clair  que  la  première  moitié  de  la  racine  sera  répé- 
tée une  fois  de  plus  que  la  seconde.  On  construit  le  se- 
cond carré  par  la  même  méthode  expéditive,  mais  par  la 
droite ,  et  en  commençant  par  la  seconde  moitié  des  nom- 
bres de  la  racine. 

Quant  à  la  seconde  parlie  du  carré  proposé,  la  première 
ligne  est  toujours  la  première  renversée  de  la  première 
partie  ;  la  seconde  est  la  dernière  renversée  de  cette 
première  partie;  et  les  suivantes  sont  ceUes  qui  suivent 
cette  dernière  en  remontant ,  et  toujours  renversées  :  de 
sorte  que  la  seconde  ligne  de  la  première  partie  est  tou- 
jours la  dernière  de  la  seconde  partie ,  mais  renversée. 
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ARTICLE  PREMIER. 

CARRÉ    DB    6    ▲    NOMBRES    RépÉTES. 

Les  nombres  donnés  peuvent  être  on  non  en  progn^s- 
sion;  on  les  arrangera  à  volonté  pour  la  division  en  deux 
parties.  Ainsi  soient  les  nombres  dans  Tordre  naturel  1, 
2^  3,  4,  5 9  6:  la  première  moitié  deviendra  1 ,  2,  3,  et 
la  seconde  ^  ,  5,6.  On  aura  alors  le  carré  i^ figure  103 a, 
p/fl/ic/ic  XVIII ).  Si  les  nombres  sont  7, 15,  3,8,  12,  5, 
la  première  moitié  serait  7,  15,  3;  et  la  seconde,  8, 12, 5: 
on  aurait  le  carré  {planche  WlUyJigure  103  ()•  Les 
carrés  partiels  ne  sont  pas  magiques* 

ARTICLE  IL 

CARRÉS    DE    10    ET    1^1    A    NOMBRES    REPETES. 

Les  nombres  sont  dans  Tordre  naturel  1,2,  3, 1, 5,6,7, 
8,  0 ,  10,  et  Ton  verra  le  carré  construit  d'après  les  prin- 
cipes précédcns  {planche  XVIII,  figure  104  ). 

Quant  au  carré  de  1 4 ,  on  a  supposé  que  les  nombres 
sont  dans  Tordre  suivant  :  7,  I,  3,  10,  5,  ft  ,  9,  6,  8,  2, 
1/ï,  II,  13,  12.  La  première  moitié  est  en  conséquence 
7,  1,3,  10,  5,4,9,  et  la  méthode  proposée  fait  arriver 
rapidement  au  résultat  cherché. 

On  peut  sans  doute  avoir  des  carrés  répétés  par  d^antres 
combinaisons ,  mais  la  marche  indiquée  ci-dessus  est  la 
plus  commode  et  la  plus  direclr. 
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S  2. 

CARRÉS  PAR   tableaux;  NOMBRES  NON  RÉPÉTÉS. 


CHAPITRE   PREMIER. 

MÉTHODB   OE   POIGHARD. 

On  partage  verticalement  en  deux  parties  égales  le  carré 
à  former;  on  ne  s'occupe  que  de  la  première  à  gauche  ; 
la  seconde  se  compose  des  complémens  placés  à  égale 
distance  de  la  ligne  séparative  que  les  nombres  de  l'ho- 
rizontale auxquels  ils  se  rapportent.  Les  verticales  ne  se 
composent  que  de  deux  nombres  complémens  Tun  de 
l'autre.  Parmi  ces  verticales  la  première  et  la  dernière 
exigent  une  attention  particulière.  La  première  aura  le  pre- 
mier et  le  dernier  terme  égaux  ;  puis  on  alternera  avec  le 
complément,  soit  en  descendant,  soit  en  montant,  et  jus- 
qu'aux deux  cases  du  milieu,  qui  renfermeront  des  nom- 
bres différens ,  ce  qui  fournit  deux  nombres  consécutifs 
pareils  près  le  milieu,  tandis  qu'ib  sont  les  mêmes  à  égale 
distance  des  extrémités  dans  tout  le  reste  do  la  ligne.  La 
dernière  horizontale  doit  avoir  les  deux  premiers  et  le 
dernier  nombre  égaux;  le  pénultième  est  différent.  On 
alterne  ensuite  avec  le  complément ,  en  |)artant  du  second 
nombre  supérieur  de  la  verticale ,  et  jusqu'à  la  moitié  des 
nombres  de  cette  verticale  ;  l'autre  moitié  est  égale  à  la 
supérieure,  sauf  les  deux  dernières  cases ,  ainsi  qu'il  vient 
d'être  expliqué. 

Cette  première  partie  du  carré,  considérée  comme  par- 
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tagéc  horizoDlalement  en  deux  autres,  aura  une  diagonale 
pour  chacune  de  ces  dernières  parties.  Elles  seront  com- 
posées des  mômes  nombres  et  dans  le  même  ordre  à  partir 
des  eiLtrémités  de  la  première  Terticale ,  ayant  soin  de  d  y 
pas  faire  entrer  un  nombre  et  son  complément.  U  suit  delà 
que  les  nombres  de  ces  diagonales  à  égale  dislance  du  mi- 
lieu sont  égaux.  Quant  aux  horizontales  du  milieu,  elles 
sont  composées  des  mêmes  nombres ,  sauf  ceux  de  la  pre- 
mière Terticale  :  d'oii  il  suit  qu'abstraction  faite  du  premier 
et  dernier  nombre ,  et  à  partir  des  deux  horizontales  da 
milieu,  ces  lignes  sont  égales  de  2  en  2  en  remontant,  et 
de  même  en  descendant ,  mais  seulement  jusqu'à  Tante- 
pénultième  :  car  les  deux  dernières  sont  toujours  égales  a 
la  seconde;  les  autres  horizontales  sont  aussi  égales  à  cette 
seconde  y  laquelle  comprend  les  nombres  qui  ne  font  pas 
partie  de  la  première ,  pourvu  qu'on  n'y  place  pas  de 
nombres  ayec  leurs  complémens^  et  toujours  en  £usant  abs- 
traction du  premier  et  dernier  nombre  de  chaque  h'gnc. 
(Ici  l'on  entend  par  complément  ce  qu'il  fauta}ouieT  à  un 
nombre  pour  aroir  une  somme  égale  à  celle  provenante  de 
l'addition  du  premier  et  du  dernier  de  la  racine.  11  en  est 
de  même  pour  les  multiples  du  2/'  tableau.)  Il  suffit  de  la 
règle  donnée  pour  avoir  le  1  .^*'  tableau. 

Le  2.e  tableau  n'est  que  le  l.**»",  dont  les  horizontales  de- 
viennent les  verticales,  et  réciproquement.  Il  est  clair 
qu'on  peut  renverser  les  deux  tableaux ,  ce  qui  nVst  qu'un 
changement  de  position;  il  est  également  éWdent  que  les 
tableaux  peuvent  avoir  la  forme  Tun  de  l'autre,  et  récipro- 
quement. Il  suffit  donc  d'opérer  comme  suit ,  ce  qui  dis- 
pense de  s'occuper  des  diagonales. 


I  - 
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La  iJ^  verticale  se  forme  en  alternant  un  nombre  avec 
son  complément,  jusqu'aux  deux  nombres  du  milieu,  dont 
le  premier  est  égal  au  précédent,  et  dont  le  second  est  dif- 
férent; à  partir  de  celui-ci ,  on  continue  d'alterner  jusqu'à 
la  fin*  Yoilà  pour  cette  ligne  une  méthode  très-facile,  et 
qu'on  retient  aisément. 

La  seconde  ycrticale  a  le  premier  et  le  dernier  nombre 
différens;  mais  à  partir  du  premier,  les  nombres  alternent 
jusqu'aux  deux  cases  du  milieu,  qui  sont  égales,  et  l'on  con- 
tinue d'alterner  de  manière  que  les  nombres  à  égale  dis- 
tance du  milieu  soient  égaux ,  sauf  le  premier  et  le  dernier. 

Les  autres  verticales,  jusqu'à  la  dernière,  se  forment 
comme  la  seconde  ;  la  dernière  a  aussi  les  nombres  extrômcs 
égaux  ainsi  que  le  second ,  mais  le  pénultième  est  diffé- 
rent; l'on  alterne  à  partir  du  second  comme  ci-dessus:  il 
résulte  qu'il  y  a  deux  nombres  égaux  à  l'extrémité  supé- 
rieure de  la  verticale ,  et  deux  à  l'extrémité  inférieure ,  sa- 
voir :  le  pénultième  et  l'antépénultième. 

Si  Ton  veut  opérer  par  horizontale  (et  il  ne  s'agit  tou- 
jours ici  que  de  la  moitié  d^une  horizontale),  la  première 
ne  doit  pas  contenir  de  complément  avec  le  nombre  au- 
quel il  se  rapporte  :  elle  se  forme  donc  à  volonté.  La  seconde 
a  pour  premiers  nombres  les  complémens  de  la  première; 
le  dernier  est  égal  à  celui  qui  lui  est  supérieur.  Ensuite  les 
3.<^,  5.^,  7.6,  etc.,  jusqu'à  celle  qui  termine  la  première 
moitié,  sont  égales,  ainsi  que  ceUe  qui  commence  la  se- 
conde moitié;  elles  alternent  ensuite  jusqu'aux  deux  der- 
nières, qui  sont  égales  à  la  seconde. 

n  suffit  donc  de  la  première  horizontale  pour  détermi- 
ner tout  le  carré  :  carde  cette  première  se  tirent  la  seconde 
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et  toutes  les  autres;  il  n'y  a  que  le  premier  et  le  dernier 
nombre  de  chaque  ligne  horizontale  auxquels  il  faille  don- 
ner de  Tattention  :  on  peut  donc  faire  la  première  et  la 
dernière  verticale,  et  opérer  ensuite  par  horizontale.  L'autre 
moitié  du  carré  comprend  les  coraplémens  par  ordre,  et 
le  second  tableau  dérive  du  premier. 

ARTICLE  PREMIER. 

CARRÉ   DE    10. 


Voici  les  tableaux  pour  le  carré  de  10: 


PREMIER    TABLEAU. 


19  3  7  6 

5  4  8  2  10 

10  2  8  /)  6 

5  7  3  9    1 

19  3  7  5 

6  4  8  2  10 

10  2  8  il  G 

5  7  3  9    1 

10  9  3  7  5 

6  4  8  2    1 

19  3  7  5 

6  4  8  2  10 

10  2  8  /l  C 

5  7  3  9    1 

19  3  7  5 

6  4  8  2  10 

10  2  8  il  5 

0  7  3  9    1 

12  8  4  6 

5  7  3  9  10 

' 
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2S    TiBLBAr. 

10  80  10  80  80  10  80  10  80  10 

30  60  30  60  30  30  60  30  60  60 

90    090    0  90  90    090    0    0 

20  70  20  70  20  20  70  20  70  70 

50  50  40  50  40  40  50  40  40  50 

40  40  50  40  50  50  40  50  50  40 

70  20  70  20  70  70  20  70  20  20 

090    0  90    0    090    09090 

60  30  60  30  60  60  30  60  30  30 

80  10  80  10  10  80  10  80  10  80 

On  Terra  le  carré  (figure  106,  planche  XX). 

ARTICLE  II. 

CiHHi  DB  6. 

La  règle  s'applique  à  ce  carré,  quoiqu'il  n'y  ait  qu'une 
verticale  entre  la  première  et  la  dernière  ;  cependant  l'ap- 
plication est  évidente. 

Yoici  les  tableaux  : 
1  4  2 


1."^  TABLEAU. 


6 
6 
1 

6 


3 
4 

4 
3 


5 
5 


Vl  32 


2."  TABUAU. 


0  30  30  0  30  0 
2)  6  24  24  6  6 
12  12  18  18  18  12 
18  18  12  12  12  18 

6  24  6  6  24  24 
30  0  0  30  0  30 
On  verra  le  carré  {planche  XX,  Jigure  107). 

ARTICLE   in. 

CARKi  DB   14. 

On  va  terminer  l'application  de  la  méthode  do  Poignard 
parle  carré  de  14. 
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CARKÉ    DE    14. 
1.<^    TABLElC. 


1  13 
14    2 

1  13 
14    2 

1  13 
14  2 
14  13 

1  13 


14 
1 

14 
1 

14 
1 

0182 


2 
13 

2 
13 

2 

2 


3 
12 

3 
12 

3 
12 

3 

3 
12 

3 
12 

3 

12 
12 


11  59  8 
4  10  C  8 

Il  5  9  7 
4  10  6  8 

11  5  9  7 
4  10  6  S 
5  9  7 


7  6  10 

7  9    5 

8  6  10 
7  9 

G 
9 
6 


8 

7 
8 


5 
10 

5 
10 


5 


8  6  10 

7 
8 

7 


9 

6 

9 

8  6  10 
8  9 


10 
5 


4  12 
11    3 

4  12 
11    3 

4  12 
11     3 

4  12 

4  12 
11     3 

4  12 
11     3 


5 


7  9    5 


4 
11 
11 


12 
3 


2 
13 

2 
13 

2 
13 

2 

2 
13 

2 
13 

2 
13 


14 

1 
14 

1 
14 

1 

1 
14 

1 
14 

1 
14 

1 


3  13  14 


11 

11    5  9  7 

4  10  6  8 
11    5  9  7 

4  10  6  8 
115  9  7 

4  10  6  7 

4  10  6  8 

2.°    TABLEIU. 

0182     0182182     0182     0182     0182     0 

28  134   28  154   28  154   28   28  154   28  154   28  154  154 

42  140   42140    42140   42   42140   42  140  42140140 

14  168    14  168    14  1C8   14    14  168    14  168    14  168  168 

70112   70  112  70  112   70   70112    70112   70112  112 

56  I2G   56126   56  126   56   56  126   56126   56126  126 

8'J   84    98   84    98   84    08   98   84    98   84   98   98   84 

98   98   84    98   84   98   84    84    98   84   98   84   84   98 

126   56  126   56  126   56126126  56  126   56  126  56   56 

112   70112    70  112   70  112  112   70112   70  112    70   70 

168    14  163    14  168    14  168  1GS    14  168    14  168    14    14 

140   42140   421 '10    42  140140    42  140   42  140    42   42 

15'J   28  155   28  154    28  154  154   28  154   28  154    25   28 

182     0  182     0 182     0     0 182     0  182     0 182     0  182 

On  trouvera  lo  carré  {planche  XX,  figure  108). 
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CHAPITRE  IL 

MiTHODB    DE    LÀ    BIEB. 

La  fiire  forme  les  tableaux  autrement  que  Poignard  :  il 
alterne  jusqu'au  milieu  les  nombres  des  verticales  avec 
leurs  complémens;  la  seconde  moitié  des  horizontales  est 
égale  a  la  première  moitié  en  remontant  ;  par  conséquent 
les  lignes  à  égale  distance  du  milieu  sont  les  mêmes. 
Chaque  horizontale  est  partagée  en  deux  parties  :  l'une 
comprend  des  nombres  sans  complément  d'aucun  d'eux; 
la  seconde  moitié  se  compose  des  complémens  par  ordre. 
La  première  horizontale  formée ,  tout  le  reste  s'ensuit  ;  la 
seconde  se  compose  .exactement  des  complémens  des 
nombres  de  la  première ,  ou  plutôt  c'est  la  première  ren^ 
versée.  Rien  n'est  donc  plus  simple  que  ce  premier  tableau* 
La  première  moitié  de  la  première  horizontale  est  la  seule 
qui  exige  l'attention  de  ne  pas  la  composer  de  nombres 
avec  quelques  complémens ,  ceux-ci  devant  se  trouver  &  la 
seconde  moitié.  Le  second  tableau  n'est  que  le  premier 
dans  lequel  les  horizontales  deviennent  les  verticales  du 
second ,  et  réciproquement. 
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Il  est  vrai  que  les  tableaux  ci-dessus  sont  &ciles  à  rete- 
nir, et  qu'il  ne  faut  point  une  attention  soutenue  pour  les 
former;  mais  le  carré  qui  en  proyient  a  besoin  de  correc- 
tion, et  l'avantage  qu'on  retire  de  la  simplicité  des  tableaux 
disparaît  par  la  nécessité  de  cette  correction* 

Si  l'on  examine  les  deux  tableaux,  yoici  les  observations 
que  fournit  cet  examen: 

En  comparant  les  horizontales,  celles  du  premier  ta- 
bleau comprennent  tous  les  nombres  de  la  racine;  mats 
le  second  présente ,  savoir  : 

Ala  1/c  horizontale,  90  do  moins,  et  90  de  plus  à  la  der- 
nière; 

A  la  2.'*  horizontale ,  30  de  trop ,  et  30  de  moins  à  la  9.^; 

A  la  3*^  horizontale,  70  de  moins,  et  70  de  trop  à  la  8.^; 

A  la  ti.e  horizontale,  10  de  plus,  et  10  de  moins  à  la  7.«; 

A  la  5.<^ horizontale,  50  de  mohis,  et  50  de  plus  à  la  6a 

Gomme  les  diagonales  sont  exactes,  et  qu'en  consé- 
quence on  ne  doit  pas  toucher  aux  angles ,  si  l'on  alterne 
les  nombres  de  la  1 J^  verticale  en  changeant  ceux  qui  sont 
a  égale  distance  des  angles,  on  aura  régularisé  les  hori- 
zontales ,  à  Texception  des  première  et  dernière;  mab  si 
l'on  alterne  deux  des  nombres  extrêmes  de  l'une  des  verti- 
cales, et  dont  la  différence  est  90,  toutes  les  horizontales 
seront  exactes  ;  on  choisit  ordinairement  l'une  des  verti- 
cales du  milieu. 

Les  horizontales  étant  exactes,  il  faut  s'occuper  des  ver^ 
ticales ,  de  manière  à  ne  pas  altérer  ces  horizontales.  Gomme 
il  faut  505  à  chaque  ligne,  on  voit  que  la  2.^  verticale  aura  9 
de  moins ,  et  la  9.^  verticale  9  de  plus;  la  3»^  verticale  1  do 
moins,  et  la  8.^  1  de  plus;  la  4.<^  verticale  3  de  plus,  et  la  7.® 
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3  de  moins;  la  5.^  Terticale  7  de  moins ,  et  la  6.^  7  de  pins , 
après  avoir  alterné  y  par  exemple,  lesdeus  extrémités  delà 
5.<^.  U  faut  donc  changer  Tun  dans  l'antre  les  nombres  à 
la  première  horizontale,  et  à  égale  dbtance  des  angles, 
avec  celte  attention,  de  commencer  ce  changement  après 
celui  de  la  première  verticale,  puis  ensuite  alterner  ks 
extrémités  de  l'une  des  verticales  du  milieu ,  après  avoir 
préalablement  alterné  les  deux  nombres  du  milieu  de  la 
dernière  horizontale  ;  mais  comme  par  ce  moyen  on  anra 
7  de  trop  à  la  5.*^  verticale,  et  7  de  moins  à  la  6.^,  on 
changera  de  place  les  deux  nombres  du  milieu  de  la 
2.*^  horizontale.  Il  reste  à  agir  de  même  pour  la  1/^  et 
la  dernière  verticale;  après  avoir  opéré  sur  la  première, 
le  changement  de  tous  les  nombres  entre  les  angles,  on 
alternera  les  deux  nombres  du  milieu  de  la  dernière  verti- 
cale ,  et  cela  fait ,  on  alternera  les  deux  nombres  de  l'une 
des  horizontales  du  milieu;  et  comme  par  ces  derniers 
changcmens,  les  deux  horizontales  du  milieu  auront  Vune 
50  de  trop,  et  TautreSO  de  moins,  on  alternera  les  deux 
nombres  du  milieu  de  la  2s  verticale  :  le  carré  sera  alors 
parlait.  Ou  a  écrit  en  plus  gros  caractères  les  nombres  qui 
ont  svhi  un  changement ,  et  au  dessous  de  ceux  du  carré 
imparfait. 

Le  détail  dans  lequel  on  vient  d'entrer,  serait  difficile  à 
n'tonir ,  mais  a  paru  nécessaire  pour  faire  sentir  la  raison 
dos  changcmens  à  ofTcctuer.  Voici  à  quoi  se  réduisent  ces 
changemens ,  qu'on  peut  faire  tous  à  la  fois  avec  un  peu 
dliabitude. 

On  ne  touche  pas  aux  angles  ni  aux  diagonales  du  carré 
iuqKirfail  ;  ou  alterne  tous  les  nombres  de  la  I J^  Sorizonf  aie 
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et  de  la  1 J^  verticale ,  à  égale  dbtance  des  angles;  ensuite 
ceux  du  milieu  de  la  dernière  verticale  et  de  la  dernière 
horizontale  y  ainsi  que  ceux  du  milieu  de  la  Z*  horizontale 
et  de  la  dernière  verticale.  Enfin  ^  ces  changemens  opérés, 
on  alterne  les  nombres  extrêmes  de  Tune  des  horizontales 
du  milieu ,  et  de  même  pour  l'une  des  verticales  du  milieu» 

On  voit  abément  qu'on  peut  effectuer  tous  ces  change- 
mens au  fur  «t  à  mesure  que  l'on  écrit  le  résultat  des  ta* 
bleaux. 

n  n'est  pas  indbpensable  d'agir  sur  la  1 J^  horizontale  et 
la  1  jo  verticale  :  on  peut  choisir  l'une  quelconque  des 
deux  horizontales  extrêmes,  et  l'une  quelconque  des  deux 
verticales  extrêmes.  H  n'est  pas  plus  indispensable  d'agir 
sur  la  2.e  horizontale  et  sur  la  2.^  verticale.  Par  exemi^e 
(^fiffire  109),  au  lieu  d'alterner  62  et  69,  on  peut  chobir 
59  et  52,  82  et  89^  et  de  mêofie,  au  lieu  de  21  et  71 ,  on 
aurait  pu  pr^ddre  27  et  77,  26  et  76;  on  aura  seulement 
attention  de  ne  pas  effectuer  de  changement  sur  les  diago- 
nales. 

Si  du  carré  par&it  on  déduit  les  tableaux ,  ils  ne  seront 
autres  que  ceux  de  Poignard ,  comme  on  peut  s'en  convain- 
cre ,  mais  ib  peuvent  être  renversés ,  ce  qui  est  indifférent 

Lorsque  le  carré  est  exact,  on  peut  changer  de  place 
plusieurs  bande^  sans  nuire  au  carré.  Ce  sont  ceDes  qui  se 
trouvent  semblablement  placées,  ou  à  égale  dbtance  des 
extrêmes,  ce  qui  occasione  une  foule  de  combinaisons 
dans  le  même  carré.  On  peut  aussi  alterner  deux  nombres 
dont  la  somme  serait  égale  à  celle  de  deux  autres  nombres , 
pourvu  que  ces  nombres  soient  semblablement  placés, 
et  sans  toucher  aux  diagonales. 

TOM.   I.  35 
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Le  carré  de  14  ^figure  W^j  flanche  XX)  n'est  encore 
que  le  résultat  de  la  méthode  de  Poignard  s  ce  sont  ses 
tableaux  renyersés. 

n  en  est  de  même  du  carré  de  18  (  planche  XXI, 
figure  \\\.) 

11  suit  de  ce  qui  précède ,  qu^il  est  préftrable  d'emfiloyer 
la  méthode  de  Poignard,  parce  quW  obtient  directement 
le  carré  magique;  mais  comme  on  peut  oublier  la  iforma- 
tion  de  ses  tableaux ,  et  qu'on  retient  toujours  celle  des 
tableaux  de  La  Hire,  on  recourra  à  ceux-ci  toutes  les  Ibis 
quHl  j  aura  incertitude. 

Quoique  l'arrangement  des  tableaux  de  La  Hire  soit  le 
plus  simple  de  tous,  il  présente  cependant  un  grand 
nombre  de  combinaisons,  et  il  peut  être  curieux  de  les 
connaître. 

Pour  cela,  que  Ton  écrire  la  moitié  des  nombres  de  la 
racine,  savoir  la  première  moitié  :  il  n'y  aura  pas  de  conk~ 
plémcns*  Que  ceux-ci  soient  placés  sous  les  premiers ,  il 
sera  C&cile  d'arriver  au  résultat  cherché. 

Si  au  lieu  du  dernier  nombre  on  met  son  complément, 
il  T  aura  deux  arrangcmens;  et  si  l'on  substitue  le  complé- 
ment de  TaTant-demier  nombre  à  celui-ci,  il  j  aura  les 
deux  mêmes  arrangemens  du  dernier  nombre  et  de  son 
complément  :  ce  sera  donc  4=2'.  Maintenant,  qu'on  subs- 
titue lantépénultième  complément  à  l'antépénultième 
nombre  :  il  riendra  les  mêmes  arrangemens  pour  les  deux 
derniers  nombres  :  on  aura  donc  2  •  ^  =2'.  En  remontant 
ainsi  jusqu'au  1  .<^r  nombre ,  il  viendra  2  f  manières  de  com- 
]H>sition  pour  la  \J^  ligne  du  l.^r  tableau;  n  désignant  le 
nombre  des  termes  de  la  racine ,  il  n'y  a  pas  à  s^occuper 
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des  antres  figues ,  qui  dépendent  toutes  de  la  première. 
Maintenant,  chaque  espèce  de  composition  emporte  (1  •  2  • 
3.  •  •  •  ^)  combinaisons,  puisqu'on  ne  doit  s'occuper  que 
de  la  première  moitié  de  la  première  ligne,  qui  com- 
prend n  nombres.  Ainâ  Toli  aura  2J  (1*2*3. ..|)«  Le 
second  tableau  oflBre  les  mêmes  combinaisons  :  on  aura 
donc  en  tout  2"  (1 ,  2,  3. . .  J)*.  Pour  10=n  il  vien- 
drait 2"=Î0245  (L  2*3  •4.5)«=120*=1/»400:  donc  on 
obtiendra  14,745,600  combinaisons  pour  la  formation  des 
deux  tableaux. 

CHAPITRE  III. 

AUTRES  ViTHOOlS. 

n  existe  bien  d'autres  formes  à  donner  au  premier  ta- 
bleau que  celles  présentées  par  Poignard  et  La  Hire;  on  Ta 
en  donner  quelques-unes,  et  l'on  ajoutera  les  principes 
généraux  sur  lesquels  elles  reposent. 

Pour  plus  de  Csicilité  on  appHquera  ces  principes  à  un 
exemple.  Soient  donc,  pour  le  carré  de  10,  les  tableaux 
suivans. 


108795 
1  3495 
1  3795 
1  8426 

10  87  2  6 
18726 

10  3  4  25 
1  3726 

10  3  4  96 

108  4  95 


6243  1 
627810 
62  4  8  10 
59  7  310 
5943  1 
59  4  310 
6978  1 
594810 
5278  1 
6273    1 


0909090  0  90  0900  0 
30  60  60  30  30  30  60  60  60  30 
50  40  50  40  50  50  40  50  40  40 
80  80  8010  10  101010  80  80 
20  20  20  70  70  70  20  70  70  20 
70  70  70  20  20  2070  20  20  70 
101010  80  80  80  80  801010 

40  50  40  50  40  40  50J)0  50  50 
60  30  30  60  60  60  30  30  30  60 

90  0  0  090  090  09090 
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être,  ou  non,  les  mêmes;  mais  ceiix<i  sont  nécessairement 
les  mêmes  si  les  antres  sont  différens.  Si  les  2.®  et  pénul- 
tième de  la  î  sont  les  mêmes ,  ceux  de  la  2.<^  yerticale ,  au 
milieu,  sont,  ou  non,  les  mêmes;  mais  ceux-ci  seront 
égaux  si  les  autres  sont  différens.  On  agira  de  même  sur 
les  3.®  et  antépénultième  nombres  de  la  ^  verticale,  pour 
déterminer  l'égalité  des  nombres  du  milieu  de  la  3«e  verti- 
cale ,  et  ainsi  de  suite. 

5.0  Après  avoir  fait  à  volonté  la  1  .'r^  moitié  de  la  1  .>^  ho- 
rizontale, et  par  conséquent  l'horizontale  entière ,  on  dispo^ 
sera  aussi  à  volonté  celle  de  la  1 J^  yerticale,  ainsi  que  de  la 
f  ,  ce  qui  donnera  la  6.®  et  la  dernière.  On  aura  également 
les  deux  horizontales  du  milieu  au  mojen  du  nfi  4.  Quant 
à  la  dernière  horizontale,  elle  s'obtient  au  moyen  des  iJ^ 
et  dernière  yerticales  et  de  la  i.^  horizontale,  comme 
suit. 

On  comparera  les  nombres  à  égale  distance  de  l'angle 
inférieur  de  la  première  yerticale ,  et  de  l'angle  supérieur 
de  la  dernière  verticale,  en  remontant  la  première,  et  en 
descendant  la  dernière  :  si  ces  nombres  sont  différens, 
ceux  dé  la  dernière  horizontale  et  de  la  première,  à  la 
même  distance  de  ces  angles ,  seront  égaux  ;  si  les  nom- 
bres en  verticale  sont  les  mêmes,  ceux  en  horizontale  se- 
ront différons.  Gela  donne  la  première  partie  de  la  der- 
nière horizontale,  et  par  conséquent  l'horizontale  entière. 
On  forme  à  volonté  la  moitié  de  la  1.^  diagonale,  ce  qui , 
d'après  le  n.o  2^  donne  les  deux  diagonales  entières.  |j0 
reste  se  remplit  à  volonté. 

6."  Lorsque  le  premier  tableau  sera  formé,  le  second 
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mien  des  horiaontales  penrent  être  éganx  oa  diSérens  ;  on 
a  id  10  et  1  :  le  2.e  et  le  9.*  nombres  de  la  5.*  rerticale 
étant  différens,  ks  seconda  nombres  des  horiaontales  se- 
ront éganx;  les  3.*  et  8."  de  cette  5.'  verticale  étant  iiS- 
férens,  les  3."  nombres  des  horiaontales  sont  égaux;  il  en 
en  est  de  même  des  4.c*  nombres:  on  peut  donc  avoir  ces 
deux  horixontales.  Quanf  i  la  dernière,  puisque  10  et  10 
sont  des  nombres  ^;aux,  8  différent  de  3  sera  le  2."  nom- 
bre de  l'horisontale.  1  et  10  étant  différens ,  le  3."  nombre 
de  llioriaontale  sera  4 ,  qui  est  le  3.«  de  la  l.i*  horiaon- 
tale,  à  partir  de  la  droite.  10  et  10,  égaux,  donneront  9 
pour  le  ifi  nombre  de  l'horizontale,  puisque  9  est  com- 
plément de  2,  qui  est  le  4.*  nombre  de  la  1  .'b  horizontale. 
Enfin  1  et  1  donneront  5 ,  complément  de  6 ,  pour  le  5," 
nombre  de  la  dernière  horizontale.  On  aura  ainsi  la  partie 
des  nombres  assujettie  aux  règles  données;  et,  remi^issant 
à  Tolonté  les  cases  vides,  pourm  qu'y  n'y  ait  que  5  fois 
le  même  nombre,  et  5  fins  son  complément  à  chaque  rer- 
ticide,  on  fera  le  carré  {Jlgure  113,  planche  XXI).  Toici 
d'autres  tableaux  pour  10  : 


10  87  9  5] 

13  4  26 

18  4  25 

10  8  4  9  6 

10  3  7  9  5 

10  3  7  2  5 

18796 

18426 

137  25 

10  3  4  9  6 


624  3    1 

5  9  7  8  10 

6  9  7  3  10 
527  3  1 
62481 
69481 
5  2  4  3  10 

5  9  7  3  10 

6  9  4  8  10 
5278    1 


10  8  7  9  5 
13  4  9  6 
18  426 

10  8  4  9  6 
18  7  2  5 

10  3  7  2  5 

10  3  7  9  6 
18  4  2  5 
13796 

10  3  4  2  5 


62431 
5  2  7  8  10 
5  9  7  3  10 

5  2731 

6  9  4  3  10 
69481 
52481 
6  9  7  3  10 
5  2  4  8  10 
69781 
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On  voit  combien  ces  formes  diffèrent  INme  de  rautre.  H 
&udrait  connaître  tontes  les  formes  que  peut  piendie  la 
première  moitié  dul.'*^  tableau,  et  multiplier  leur  nombre 
par  14,745,600;  mais  il  est  asses  diflBcile  d'acquérir  cette 
connaissance.  Toioi encore  une  forme  assez  remarquable: 


4  5210  3 
462  18 
452  18 
4  6910  8 
769  1  3 
769  13 
7  59108 
752103 
769  18 
4  5  2 10  3 


8  1967 
3  10  9  5  7 
310967 
3  1257 
810  25  4 
810254 
3  1264 
8  1964 
3  102  5  4 
8  1967 


4-4477  7774 
5656665565 
3338888383 
299299  2292 
1  101010  1  1  10  1  fO  1 
10  1  1  1  1010  1  10  1  10 
9229229929 
8883  33  3  838 
6565556656 
7   7   7   7   4    4    4    4    4    7 


On  peut  remarquer  ici  que  le  5 ,  nombrb  de  la  dernière 
horizontale,  devrait  être  8,  comme  le  6.^  de  la  première, 
d'après  la  règle  nfi  5.  Cette  règle  n'est  donc  pas  absolue, 
mais  il  est  préférable  de  s'y  conformer  :  il  j  a  moins  à 
craindre  d'être  obligé  de  faire  quelque  changement  au 
i.^f  tableau,  et  par  suite  au  second.  Ici,  au  heu  des  mul- 
tiples, on  a  mis  les  nombres  qui  indiquent  l'ordre  de 
ces  multiples  :  ainsi  1  signifie  le  i^''  multq>le  ou  0;  2 
signifie  le  2.^  multiple  ou  1 0 ,  etc. 

11  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  formé  le  2.®  tableau  pour 
faire  la  vérification  dont  on  a  parlé  plus  haut  :  car,  puis- 
que chaque  horizontale  de  ce  2.^  tableau  n'est  autre  chose 
que  la  verticale  du  premier,  et  par  ordre,  on  peut  effec- 
tuer la  vérification  d'après  le  l.^' tableau  seulemenL  Corn- 
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parant  donc  les  ft  de  la  i.^  Terticale  ayec  la  1.^  hoiiion' 
taie ,  on  a  4, 5, 2, 10, 7;  et  la  dernière  Terticale  arec  la 
dernière  horizontale  donne  3,8,1,9,6:  ainsi  point  de 
nombre  répété.  Il  est  dair  que  si  l'on  comparait  les  7  de 
la  1  .>^  et  dernière  Terticale ,  il  ne  pourrait  pas  jaToir  de 
nombres  répétés,  puisqu'on  trouTcrait  nécessairement  3, 
8, 1,9,6et  4,  5,2, 10,  7,  qui  sont  les  mêmes  que  ceux 
ci-dessus  :  ainsi  la  Térification  se  réduit  de  moitié.  Passant 
à  la  2.C  Terticale ,  et  comparant  les  5  aTCC  les  nombres  de 
la  2.e  horiiontale,  il  Tient  4,2, 10, 9, 7;  de  même  la  9.®  Terti- 
cale, comparée  à  la  9.®  horizontale,  donnera ,  pour  les  5. . . 
6, 1 ,  8,  3,  5.  Si  l'on  compare  les  2  de  la  3.e  et  de  la  8.^ 
Terticale  aTec  les  nombres  de  la  3.®  et  de  la  8.^  horizon- 
tale, on  a  4,5,2,9,  7,  et  10,  3,  8,  1,  6.  De  même  les 
10  de  la  4.0  et  de  la  7  fi  Terticale,  comparés  aTec  la  4.®  et 
h 7.C horizontale,  donneront  4,  10, 1 ,2,  7, et  5,  9,  8, 
3,  &  Enfin  les  3  des  5.®  et  6 fi  Terticales  aTec  les  nombres 
des  5fi  et  dfi  horizontales ,  produisent  7,  3,  8,  2,  4  et 
6,9,  1,  10,  5. 

Yoid  le  carré  résultant  des  tableaux  ci^essus  : 

34  35  32  40  63  68  61  69  66  37 

44  56  42  51  58  53  50  49  55  47 

24  25  22  71  78  73  80  29  76  27 

14  86  89  20  88  83  11  12  85  17 

7  96  99  91     3    8  100    2  95    4 

97    6    9    1  93  98  10  92    5  94 

87  15  19  90  18  13  81  82  16  84 

77  75  72  30  23  28  21  79  26  74 

57  46  59  41  48  43  60  52  45  54 

64  65  62  70  33  38  31  39  36  67 


L 
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Pour  le  carré  de  14,  si  l'on  se  contente  des  sept  pre^ 
mières  horizontales ,  on  pourra  procéder  à  la  Tér^ficatioo 
sans  aroir  besoin  des  tableaux  complets. 

Soit  donc 


3 

6 

5 

7 

13 

14 

12 

9 

5 

8 

2 

14 

12 

4 

6 

5 

8 

13 

14 

12 

i 

9 

10 

8 

2 

1 

12 

9 

10 

7 

2 

14 

12 

9 

10 

7 

2 

14 

3 

4 

6 

10 

8 

13 

1 

3 

4 

6 

5 

7 

13 

1 

3 

9 

10 

7 

2 

14 

12 

6 

10 

7 

13 

14 

• 

3 

4 

9 

10 

7 

2 

1 

3 

4 

6 

5 

8 

13 

1 

12 

11 

9 

5 

8 

2 

1 

3 

4 

6 

5 

8 

13 

1 

Ayant  choisi  la  1.^^  horizontale  3,  11 ,  6,  5,  7, 13, 14 , 
et  la  7.6  Tcrticale  comme  ci-dessus ,  la  première  verticale 
aura  les  deux  nombres  du  milieu  égaux ,  puisque  14  et  I 
sont  différons;  la  seconde  et  la  troisième  seront  dans  le 
même  cas.  Mais  la  4.®  pourra  les  avoir  égaux  ou  différens, 
et  la  5.0  également;  la  6.^  est  dans  le  môme  cas  :  on  aura 
donc  les  deux  horizontales  du  milieu.  Gela  posé,  on  achè- 
vera la  1.i^<^  verticale,  dont  les  extrêmes  sont  égaux,  et 
cette  composition  est  arbitraire.  Les  deux  demi-diagonales, 
étant  égales,  se  forment  à  volonté,  ayant  déjà  les  angles 
égaux ,  ainsi  que  les  nombres  du  milieu  de  la  7.®  vertî- 
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cale»  Il  reste  à  obtenir  la  dernière  demi-horiiontaley  et  la 
règle  donnée  à  cet  égard  peut  s'énoncer  d'une  autre  ma« 
nière,  saToir  :  si  deux  nombres  à  égale  dbtance  des 
angles  de  la  première  verticale  sont  les  mêmes,  les  nom- 
bres à  égale  distance  de  ces  angles  dans  la  première  et 
la  dernière  borizontale  sont  difiérens.  Si  les  premiers  sont 
différens,  les  seconds  sont  les  mêmes.  Ainsi,  les  second 
et  1 3.e  nombres  de  la  1  «^^  verticale  étant  1 2  l'un  et  l'autre , 
les  seconds  nombres  des  horisontales  extrêmes  seront  di^ 
fiérens  :  les  3.«  et  12.®  de  la  l.^o  verticale  étant  différens, 
les  troisièmes  des  horiiontales  seront  les  mêmes,  et  ainsi 
de  suite.  H  ne  reste  qu'à  ren^plir  les  cases  vacantes. 

Quant  à  la  vérification,  voici  les  observations  qui  ser-» 
vent  de  base  à  cette  opération. 

Puisque  le  second  tableau  n'est  que  le  premier  renversé, 
il  s'ensuit  que  les  verticales  de  celui-ci  doivent  se  compa- 
rer avec  ses  horixontales;  mais ,  comme  onn'a  que  la  moi- 
tié de  celles-ci ,  on  se  rappellera  que  l'autre  moitié  est 
composée  des  comjdémens  de  la  première  moitié  :  ainsi 
l'on  ne  sera  pas  embarrassé  pour  la  comparaison  à  effec- 
tuer entre  une  horiiontale  et  la  verticale  correspondante. 
Maintenant,  puisque  chaque  verticale  en  a  une  autre  com- 
posée de  ses  complémens,  il  n'y  a  qu'A  comparer  le  se- 
cond nombre  de  la  première  verticale  avec  lliorisontale 
correspondante  à  la  verticale  composée  de  complémens  : 
ainsi ,  pour  exemf^e , 

La  première  verticale  du  demi  -  tableau,  comparée 
avec  la  L^o  borizontale,  donnera  pour  le  nombre  3  les 
correspondans  3, 14,  et  les  complémens  1 , 2,10,  9, 12. 
Comparantle  nombre  12  avec  la  dernière  horiiontale,  on 
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aura  i^  6, 5, 8, 13,  et  les  compiémeiis  7,  1 1  ,  ce  qui  ne 
donne  point  de  nombres  répétés. 

Passant  à  la  2.0  verticale  y  comparée  avec  la  2.<^  hori- 
zontale, on  aura  pour  11  les  nombres  12, 11  ,8,  2,  et  les 
complémens  13,  7,  4.  De  même  le  nombre  ft ,  comparé  â 
la  13.®  horizontale,  donnera  9 ,  5, 1 ,  et  les  complémens 
14,  10,6,3. 

La  3.®  verticale,  comparée  avec  la  3.®  hori2ontale,domie 
pour  6  les  nombres  12,  6, 14,  et  les  complémens  f ,  7, 
9 ,  3.  De  même  9,  comparé  avec  la  12.o  horiaontale,  offre 
les  nombres  4,  5,  8, 13,  et  les  complémens  2, 10, 11. 

La  4.®  verticale  donne  ponr  5,  comparé  à  la  4.0  hori- 
zontale, les  nombres  12,  4 ,  9,  et  les  complémens  14,6, 
1 1 ,  3.  De  même  10,  comparé  à  la  1 1 .«  horizontale,  offire 
les  nombres  10, 7, 2, 1 ,  et  les  complémens  13,  8, 5. 

La  5.0  verticale,  comparée  à  la  5.^  horizontale,  donne 
ponr  7  les  nond)res  12, 7,  2,  et  les  complémens  t,  ISy  8, 
5;  et  8 de  la  même  verticale,  avec  la  10.® horizontale, 
aura  11,  6, 10, 14,  et  les  complémens  9,  4,  3. 

Comparant  1 3  de  la  6.o  verticale  avec  la  6.®  horizontale, 
il  viendra  12, 9, 14 ,  et  les  complémens  1,8,6,  3.  On  au- 
ra pour  2 ,  comparé  avec  la  9.^  horizontale,  les  nombres 
1 1, 10, 7,  2 ,  et  les  complémens  1 3,  5,  4. 

EnGn  la7.c  verticale,  comparée  avec  la 7.^  horizontale, 
donnera  pour  14  les  nombres  3,  4 ,  6, 8, 13,  et  les  com- 
plémens 2,7.  De  même  1,avec  la8.<^  horizontale,  aura  5, 1, 
et  les  complémens  14,10,  9,  11,12. 

n  n'y  a  aucun  nombre  répété  dans  les  comparaisons 
partielles  :  ainsi  la  forme  du  tableau  de  14  est  exacte,  et 
Ton  peut  (aire  le  carré  sans  être  obligé  d'achever  le  l.®'' 
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tableau,  et  Pon  se  passera  également  àa  second; il  suf- 
fira d'un  peu  d'attention*  Le  carré  se  trouve  [plancheXS.  ^ 
figure  112).  En  jetant  les  jeux  sur  la  figure,  on  yoit  sur 
le  champ  le  multiple  chobi  pour  chaque  ligne  du  2.^  ta- 
bleau, et  son  complément. 

Toici  le  carré  de  6  d'après  les  principes  établis.  On 
verra  combien  il  diS^re  des  méthodes  données  par  Poi- 
gnard et  La  Hire. 


4  2  16  5  3 
4  5  6  12  3 
3  2  16  5  4 
3  5  16  2  4 

3  5  6  12  4 

4  2  6  15  3 


0  0  30  30  30  0 
12  18  12  18  18  12 

6  24  6  6  24  24 
24  6  24  24  6  6 
18  12  18  12  12  18 
30  30    0    0    0  30 


{Planche  JSl,  figure  114.) 

On  va  terminer  la  méthode  employée  ci-dessus  par  un 
dernier  exemple  sur  le  carré  de  18.  Il  'est  indispensable , 
lorsque  la  racine  est  considérable,  et  qu'on  remplit  arbi- 
trairement un  grand  nombre  de  cases ,  de  procéder  à  la 
vérification.  Souvent  un  seul  changement  rend  convenable 
un  tableau  qui,  sans  cette  correction,  serait  fautif  On 
donnera  le  demi-premier  tableau  non  rempli,  pour  mieux 
fiiire  voir  les  lignes  fondamentales. 
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n  est  temps  de  passer  à  ane  antre  métliode  plus  ftcOe 
qae  les  précédentes,  et  qn'on  peut  appeler  la  néfhiode 
abrégée  des  nombres  pairement  mqpaiia» 

Les  antenrs  <mt  bien  donné  quelques  mojens  qui  se 
rapproohent  de  eebii  qae  l'on  prépose;  mais ,  fiuite  d'amr 
examiné  arec  attention  le  carré  primitif,  qoa  Pou  va  dé- 
tainer,  ib  ont  fidt  sabir  à  ce  carré  des  cbangemens  qa'on 
ne  peat  retemr ,  à  raison  de  lear  com|dicatioii. 

On  fimnera,  comme  poor  les  carrés  divisibles  par  tik 
raone,  celai  dont  la  racine  n'est  dimilde  qm  par  2,  sa- 
Toir ,  en  partageant  k  carré  Tide  en  quatre  parties,  et  en 
plaçant  les  nombres  du  carrénatarel,de2en2,  etenal- 
temant^  sauf  près  des  lignes  de  séparation»  soit  Teiticale, 
soit  horiiontale,  oh  les  nombres  sont  j^boés  de  ante, de 
part  et  d'antre  de  ces  lignes,  ainsi  qpe  pour  les  canes  i 
racine  divisible  par  4*  Toid  cette  première  psrtiei 
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13    5    7 

8   10   12   14 

16   18   20 

23   25   27 

29   31   33   35 

36   38   40   42 

44   46   48 

51    53   55 

57   59   61   63 

64   66   68   70 

72   74   76 

79   81   83 

85   87   89   91 

92   94   96   98 

99   101   103   105 

106   108   110   112 

114   116   118 

121   123   125 

127   129.  131   133 

134   136   138   140 

142   144   146 

149   151   153 

155   157   159   161 

162   164   166   168 

170   172   174 

177   179   181 

183   185   187   189 

190   192   194   196 

Après  aToir  achevé  cette  première  partie ,  ce  qui  est 
très-facile  à  retenir,  on  opérera  de  même,  à  conmiencer 
par  le  bas ,  et  par  la  dernière  case,  en  comptant  de  nou- 
Tcau,  de  droite  à  gauche,  et  ensuite  en  remontant,  ayant 
soin  de  remplir  les  cases  vides  par  les  nombres  qui  j  au- 
raient place  s'il  n'y  avait  pas  de  cases  pleines.  Cette  se- 
conde opération  est  aussi  fiicile  à  faire  que  la  première,  et 
devient  presque  machinale.  Le  carré  plein  n'est  pas  préci- 
sément celui  que  l'on  cherche,  mais  il  y  aura  peu  de  mo- 
difications, et  surtout  point  de  tableaux  à  former.  Voici  ce 
carré  imparÊdt. 
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i  195      3  193      5  191       7 

182  16  180  18  178  SO  176 

S9  167  31  165  33  163  35 

154  44  152  46  150  48  148 

57  139  59  137  61  135  63 

126  72  124  74  122  76  120 

99...  85  111  87  109  89  107  91 


85...  99  97  101  95  103  93  105 
84  114  82  116  80  118  78 

127  69  129  67  131  65  133 
56  142  54  144  52  146  50 

155  41  157  39  159  37  161 
28  170  26  172  24  174  22 

183  13  185  11  187   9  189 


19k 

8  188    10  186     12  184    14 
175    23  173     25  171     27  169...  15 

36  160    38  158     40  156    42^168 
147    51145    53  143     55  1 41..  43 

64  132    66  130     68  128    70.^140 
119    79  117    81  115     89  113...  71 

92  104    94  102    96  100    98..112 


106  90  108  88  110  86  112...  98 
77  121    75  123     73  125    71...113 

134  62  136  60  138  58  140...  70 
49  149    47  151     45  153    43...141 

162    34  164    32  166    30  168...  42 

21  177    19  179    17  181     15...169 

190      6  192       4  104      2  196 

it 

Il  est  dair  qu'arec  très-peu  d'attention  on  peut  former 
d'un  seul  coup  le  carré  ci-dessus.  En  effet  ^  après  Tunité 
Tient  l'ayant- dernier  terme  du  carré;  puis  les  petits 
nombres  augmentent  de  2  en  2,  tandis  que  les  grands 
diminuent  de  2  en  2.  Il  faut  cependant  remarquer  que 
près  des  lignes  de  division,  comme  il  se  trouve  deux 
nombres  de  même  espèce ,  il  n'y  aura  qu'une  unité  d'aug- 
mentation ou  de  diminution  pour  ces  nombres ,  et  au  con- 
traire 3  unités  de  diflfcrencc  entre  les  nombres  qui  ne  sont 
pas  près  de  la  ligne  verticale  de  séparation. 

Maintenant,  si  l'on  recherche  la  somme  des  nombres  de 
chaque  ligne ,  il  sera  facile  de  connaître  les  modifications 
à  faire  subir  au  carré. 

La  somme  des  nombres  du  carré,  en  appelant  r  la 
racine  ,  est   (  r-  +  1  )  ^  :   celle    d'une  ligne  aura  donc 
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D'après  la  formation  du  carré  ci-dessus  la  ^J^  verti- 
cale aura,  de  2  en  2,  à  partir  de  Tunité,  1 ,  29,  57, 85  = 
1  + (2r+1)  +  (4r4-1)+  (6r+1);  puis,  au  dessous  de 
la  ligne  séparative  horizontale ,  99,  127,  155,  183,  ou 
(7r+1)  +  (9r+1)+  (11r+1)+(13r+1);  ensuite,  et  en 
remontant ,  28,  56,  84 ,  ou  2r+i^r+6r;  et  au  delà  de  la 
ligne  horizontale,  126,  154, 182,  ou  9r+11r-|'13r:  on 
aura  donc  en  tout  (12r+4)  +  (40r+4)+(12r)4.C33r)= 
97r+8=98r— r+8;  mais  98=7r  :  donc  on  a  7r«4-7 
_r+1=7  (r*+1)-(r-1)=(r«+1)î-.(r-1):  car 
7=j  :  il  manque  donc  (r— 1)  unités  à  la  1 .1*6  Tcrticale.  H 
faut  Toir  la  dernière.  Elle  a  14 ,  42,  70,  98,  ou  r+9r+5r 
+7r;  ensuite  112, 140, 168, 196,  ou  8r+10r+12r+14r; 
et  en  remontant,  15,  43, 71,  ou  (r+1)+(3r+1)+(5r+1> 
enfin  113, 141, 169,  ou  (8r+1)+(10r+1)+(12r+1)  :  en 
tout  99r  +  6=98r+  7  +  ( r—  1  )  =  7r«+  7+  (r— 1  )  = 
(r'+1)5+(r — 1):  donc  la  dernière  verticale  aurar— 1 
unités  en  trop,  tandb  que  la  première  a  r — 1  unités  en 
moins. 
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Les  horixontalcs  Taricnt  donc  aussi  d'une  quantité  cons- 
tante  :  la  raison  de  la  progpression  est  2  •  14  ,  ou  celle  des 
horizontales  y  dont  chaque  terme  est  multiplié  par  1 4.  Gela 
résulte  de  la  construction  même  du  carré  :  d^oii  il  soit  qull 
suffirait  de  renverser  une  horizontale,  la  dernière,  par 
exemple ,  comme  on  le  Toit  au  carré  ci-dessus  ;  mais ,  ne 
pouvant  pas  toucher  aux  diagonales ,  qui  ont  la  somme 
voulue ,  on  alternera  deux  nombres  extrêmes  de  Tune  des 
verticales,  comme  12  et  194  :  alors  toutes  les  horizontales 
seront  rectifiées.  En  effet  169 — 15=154=11  •  14,  pour 
les  2.G  et  13  horizontales;  168—42=126=9  «14,  pour  les 
3.C  et  12.6,  et  ainsi  de  suite;  on  a  aussi  194—12=182 
=;13*14,  pour  les  première  et  dernière.  Il  faut  passer 
aux  verticales. 

La  2.0  a  1 1  de  trop,  et  la  1 3.^  11  de  moins;  mais  167 
—156=11,  On  peut  donc  alterner  ces  deux  nombres,  ce 
qui  n'altère  en  rien  les  horizontales.  La  3.»  verticale  a  9  de 
moins,  et  la  12.^  9  de  trop.  On  aurait  bien  40— 3I=:9; 
mais  on  ne  peut  toucher  aux  diagonales  :  il  fiiut  donc  choi- 
sir d'autres  nombres,  comme  96  et  87,  que  Ton  alternera. 
De  même  la  4.<^  verticale  a  7  de  trop,  et  la  1 1.^  7  de  moins; 
mais*165 — 158=7.  La  5.«  verticale  ayant  5  de  moins,  et 
la  lO.e  5  de  plus,  on  a  38—33  =5.  La  6.^  verticale  a  3 de 
plus,  et  la  9.C  3  de  moins;  mais  163—160=3.  Enfin,  la  Is- 
ajant  1  de  moins,  et  la  8.^  1  déplus,  on  changera  de  place 
36  et  35:  cela  se  réduit  donc  à  renverser  une  horizontale, 
à  Texception  des  extrémités  et  des  nombres  des  diago- 
nales. On  choisit  Tune  des  horizontales  qui  n'ait  subi  que 
le  changement  de  Textréniité  par  le  renversement  de  la 
verticale.  11  ne  reste  plus  que  la  première  et  la  dernière 
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yerticale,  dont  l'une  a  13  do  moins ,  et  Tantre  13  de  plos. 
On  alternera  les  deux  nombres  du  milieu  de  la  première , 
ceux  de  la  dernière  Tétant  déjà;  on  changera  ensuite  de 
place  les  deux  nombres  qui  terminent  actuellement  la  pre- 
mière moitié  de  ces  Tcrticales  :  par  ce  moyen  la  première 
aura  11 2+85 =197,  au  lieu  de  85+99=184;  elle  aura 
donc  13  do  plus;  la  dernière  aura  également  99+98= 
197  au  lieu  de  112+98=210:  ainsi  elle  aura  13de  moins; 
mais  par  ce  changement  la  8*®  horisontale,  qui  était  com- 
plète, et  qui  avait  98+99,  aura  98+85,  ou  14  de  moins; 
et  la  7.C,  qui  avait  112+85,  aura  112+99,  ou  14  de  plus; 
mais  si  Ton  alterne  86  et  100  entre  ces  deux  horizontales, 
tout  sera  rétabli;  et,  comme  ces  changemens  sont  pos- 
sibles dans  tous  les  carrés  construits  comme  celui  de  14, 
d'après  la  méthode  des  carrés  de  racine  divisible  par  4, 
on  sera  certain  d'obtenir  le  carré  magique  pariait. 
Récapitulant: 
On  ne  doit  toucher  ni  aux  angles  ni  aux  nombres  en 
diagonale  :  d'où  il  suit ,  d'après  ce  qui  a  été  dit ,  qu'en 
choisissant  une  verticale,  par  exemple  la  dernière,  pour  la 
renverser,  on  commencera  par  changer  les  nombres  du 
milieu  des  première  et  dernière  verticales ,  et  l'on  alternera 
les  extrémités  de  l'une  des  horizontales  du  milieu  après  le 
premier  changement  opéré.  Puis  on  renversera  l'une  des 
verticales,  la  dernière,  par  exemple,  à  l'exception  des 
angles;  et  au  lieu  de  ceux-ci,  deux  nombres  d'une  même 
verticale  qui  auraient  la  même  différence  que  les  angles ,  et 
qui  seraient  à  égale  dbtance  des  extrémités  de  cette  ver- 
ticale. On  renversera  ensuite  une  horizontale,  à  l'exception 
de  ses  extrémités  et  des  nombres  diagonaux.  On  alternera 
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ensuite  deux  nombres  des  yerticales  oii  sont  ces  nombres 
diagonaux  9  et  sur  une  même  horiiontale ,  et  enfin  les  deux 
nombres  d'aune  verticale,  ces  nombres  tenant  le  milieu  de 
cette  yerticale ,  et  ayant  entr'eux  une  différence  =  r.  Ces 
changemens  se  font  partielksment,  et  sont  ÊicUesàpréroir 
(^planche  XXI,  figure  115}.  On  a  mis  deux  nombres 
aux  cases  qui  ont  éprouvé  des  changemens  s  le  supérieur, 
en  petits  caractères ,  est  celui  du  carré  primitif;  riniërieur, 
en  gros  caractères,  est  celui  du  carré  rectifié* 

Ce  procédé,  qui  fait  éviter  l'emploi  des  tableaux,  est  le 
plus  cxpéditif  de  tous,  sans  exception.  Il  j  aurait  beaucoup 
d^autres  changemens  qu'on  pourrait  pratiquer  sur  le  carré 
impariait.  En  général,  tous  ceux  qui  peuvent  satisfaire  a  la 
rectification  des  lignes,  d'après  les  différences  indiquées , 
sont  bons ,  pourvu  qu'on  ne  touche  pas  aux  diagonales  , 
seules  lignes  qui  aient  la  somme  voulue.  Ici  c'est  1379. 

On  peut  ôtre  curieux  de  connaître  les  tableaux  qui  ont 
fbumi  le  carré  de  la  figure  1 15. 
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1  13  3  11  5  97 
U  2  12  4  10  6  8 

1  2  3  4  10  6  8 
14  2  12  4  10  6  8 

1  13  3  11  59  7 
14  2  12  4  10  6  S 
14  13  12  11  5  9  7 


1  13  3  11  59  7 
14  2  12  4  10  6  8 

1  13  3  11  59  7 
14  2  12  4  10  6  8 

1  13  3  11  5  9  7 
14  2  12  4  10  6  8 

1  13  3  11  59  7 


8  6  10  4  12  2  14 
7  9  5  11  3  13  1 
7  9  5  11  12  13  14 

7  9  5  11  3  13  1 

8  6  10  .4  12  2  14 

7  9  5  11  3  13  1 

8  6  10  4  3  2  1 


5 


8  6  10 
7  9 
86 

7  9 

8  6 
79 
8  6  10 


10 

5 

10 


5 


4 
11 

4 
11 

4 
11 

4 


12 

2  14 

3  13  1 

12 

2  14 

3  13  1 

12 

2  14 

3  13  1 

12 

2  14 

0182 
1C8  14 

28154 
140  42 

56126 
112  70 

98  98 

84  84 

70  112 
126  56 

42  140 
154  28 

14  168 
182  0 


0182 
168  14 

28  154 
140  42 

56126 
112  70 

84  98 

98  84 

70112 
126  56 

42140 
154  28 

14  168 
182  0 


0182 
168  14 

28154 
140  42 

56126 
112  70 

84  98 

98  84 

70112 
126  56 

42140 
154  28 

14  168 
182  0 


0  0 
168  168 

28  28 
140  140 

56  56 
112112 

84  84 

98  98 

70  70 
126126 

42,42 
154  154 

14  14 
182  182 


182  0 
14  168 

154  28 
42140 

126  56 
70112 
98  84 
84  98 

112  70 
56126 

140  42 
28154 

168  14 
0  182 


182182 
14168 

154  28 
42140 

126  56 
70112 
98  84 
84  98 

112  70 
56126 

140  42 
28154 

168  14 
0  0 


182  0 
14  14 

154  154 
42  42 

126  126 
70  70 
84  98 
98  84 

112112 
56  56 

140  140 
28  28 

168  168 
0  182 
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On  voit  que  le  deuxième  tableau  n^est  pas  le  premier 
renversé ,  comme  précédemment.  De  la  de  nouTCIles  com- 
binaisons. 

On  donne  encore  le  carré  de  18  {planche  XXIII, ^ 
gure  121  )  9  pour  fiiiro  voir  que  les  changemens  à  effeduer 
ne  sont  pas  subordonnés  à  tel  ou  tel  ordre  de  nombres, 
mais  qu^on  peut  faire  varier  à  volonté  la  manière  d'opérer. 
U  suffit  que  les  lignes  du  carré  impar&it  aient,  les  rectifi- 
cations exigées.  On  n'a  pas  mis  dans  la  figure  les  nombres 
primitifs,  mais  seulement  ceux  qui  les  remplacent,  et  en 
plus  gros  caractères  :  caries  nombres  primitifs  se  supposent 
naturellement  d'après  la  manière  dont  est  composé  le  carré 
fautif.  Qu'on  change  les  nombres  du  milieu  de  la  première 
verticale;  qu'on  fasse  de  même  pour  la  dernière  de  ces 
lignes,  et  qu'on  alterne  les  deux  nombres  de  la  9s  oo  de 
la  10.<?  horizontale  :  ainsi  145  et  162  seront  à  la  place  de 
1 63  et  de  1 80,  qui  prendraient  leurs  places  ;  mais  on  aif eme 
ces  deuxH»;  et,  les  extrémités  des  deux  horimntales  do  mi- 
lieu ainsi  régularisées,  les  première  et  dernière  verticales 
sont  exactes.  On  change  ensuite  de  place  deux  nombres 
au  nûlicu  de  l'une  des  verticales,  comme  173  et  155,  et 
les  deux  horizontales  du  milieu  sont  exactes.  Qu^on  ren- 
verse la  dernière  verticale  sans  toucher  aux  angles  ni  aux 
nombres  du  milieu,  et  toutes  les  horizontales,  sauf  la  pre- 
mière et  la  dernière,  sont  exactes.  Q^iant  à  celles-ci, il 
manque  à  la  première  17*  18=306,  et  la  dernière  a  306 
de  trop.  Si  l^on  change  de  pL^po  les  deux  nombres  à  chaque 
extrémité  des  verticales  du  milieu,  et  qu'ensuite  on  al- 
terne les  deux  nombres  extrêmes  de  l'une  d'elles ,  la  pre- 
mière horizontale ,  qui  avait  9+10  au  miliea  =:19,  et  la 
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dernière,  315+31 6=631  >  auront,  sayoir  :  la  première,  ^ 
316+9=325;  or  325— 19=306,  qui  lui  manquaient.  La 
dernière  aura  10+315=325;  mais  631— 325=306,  on 
306  qu'elle  avait  de  trop  :  elles  seront  donc  exactes.  Mais 
par  ce  changement  la  9.^  verticale,  à  laquelle  il  manquait 
une  unité,  en  a  gagné  deux  :  elle  en  a  donc  une  de  trop,  et 
la  10.^  une.  de  moins.  Changeant  de  place  27  et  28 ,  ces 
deux  verticales  seront  régulières.  Il  est  clair  que  le  chan- 
gement aurait  pu  porter  sur  deux  autres  nombres  à  volonté, 
présentant  l'unité  pour  différence.  Il  faut  examiner  les 
autres  verticales;  on  a  déjà  les  deux  extrêmes  et  celles  du 
milieu  régulières. 

La  2.<»  a  15  de  trop,  et  la  17.®  15  de  moins:  qu'on  change 
de  place  146  et  161. 

La  3.<^  a  1 3  de  moins,  et  la  16.^  1 3  de  trop:  on  peut  chan- 
ger 178  et  165. 

La4.®a  11  de  trop,  et  lai  5b<:  11  de  moins:  qu'on  change 
148  et  159. 

La  5.e  a  9  de  moins,  et  la  14.»  9  de  trop  :  on  peut  chan- 
ger U9  et  158. 

La  6.e  a  7  de  trop,  et  la  13.^  7  de  moins  :  qu'on  change 

150  et  157. 

La  7.e  a  5  de  moins,  et  la  12.e  5  de  trop:  on  peut  changer 

151  et  156. 

La  8. l' a  3  de  trop,  et  la  1 1.®  3  de  moins  :  qu'on  change 
31  a  et  317. 

Ces  changemens  opérés,  le  carré  est  par&it.  On  voit 
que  le  tableau  des  différences  que  l'on  a  donné  est  indis- 
pensable pour  indiquer  les  changemens  à  effectuer.  On 
voit  également  qu'on  a  grande  latitude  pour  £ûre  ces  opé- 
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rations  :  elles  peuvent  avoir  lien  sur  telle  ligne  qfoe  Ton 
voudra* 

Yoici  les  tableaux  qui  donneraient  le  carré  exact  de  la 
figure  121. 
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1  18  1  18  1  18  1  18  18  1  18  4  48  1  18  1  18  i 

17  2  17  2  17  2  17  2  17  17  2  17  2  47  2  17  2  2 

3  16  S  10  3  1G  3  16  3  3  16  3  16  3  16  3  16  16 
'  15  4  15  4  15  4  15  4  15  15  4  15  4  15  4  15  4  4 

5  14  5  14  5  14  5  14  5  5  44  5  14  5  44  5  44  44 

43  6  13  6  13  6  13  6  13  13  6  13  6  13  6  13  6  6 

7  42  7  42  7  12  7  12  7  7  42  7  42  7  42  7  42  42 

44  8  44  8  44  8  44  8  44  44  8  44  8  44  8  44  8  8 
40  40  9  40  9  40  9  9  9  9  40  0  40  9  40  9  40  40 

9  9  40  9  40  9  40  40  40  40  9  40  9  10  9  10  9  9 

8  14  8  44  8  14  8  44  8  8  44  8  44  8  44  8  44  44 
42  7  42  7  12  7  12  7  42  12  7  12  7  12  7  12  7  7 

6  13  6  13  6  13  6  13  6  6  13  6  18  6  18  6  48  13 
14  5  14  5  14  5  44  5  44  44  5  44  5  14  5  44  5  5 

4  15  4  15  4  45  4  15  4  4  15  4  15  4  15  4  45  15 
16  3  16  3  46  3  46  3  46  16  3  16  3  16  3  16  3  8 

2  17  2  17  2  17  2  17  2  2  17  2  47  2  17  2  17  17 

18  1  48  1  18  1  18  1   1  18  1  48  1  18  f  18  1  18 

Les  changcmens  peuvent  être  encore  simplifiés,  et  tout- 
à-Cedt  à  volonté,  d'après  les  différences  signalées.  On  va  en 
donner  deux  exemples  sur  les  carrés  de  10  et  de  22.  On 
insbte  davantage  sur  ce  genre  de  carrés,  parce  que  c'est 
celui  sur  lequel  ont  échoué  les  auteurs  qui  ont  cherché  une 
méthode  expédilive  de  formation ,  et  parce  qu'il  est  bon 
de  s'abstenir  des  tableaux,  dont  la  composition  est  longue, 
et  l'addition  Êitigante. 
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1  «183  3  481  5  479  7  477  9  475  11 
462    24  460    26  458    28  456    30  454    n  K32 

45  439  47  437  4*9  435  51  433  53  431  55 
418    68  416    70  414    72  Ui'i    74  410    76  408 

89  395  91  393  93  391  95  389  97  387  99 
374  112  372  114  370  116  368  118  3^*  120  364 
133  fM\  Û%  349  137  347  139  345  141  SÎ^  143 
330  156  328  158  326  160  3:14  162  322  164  320 
177  307  179  305  181  303  183  301  185  299  187 
286  200  2^4  202  282  204  280  206  278  206  276 
2^"  263  223  261  ^^  259  227  257  229  255  231 


>>5  118 

243  241  245  239  247  237  249  235  251  233  253 
220  266  2r8  268  216  270  214  272  212  274  210 
287  197  289  195  291  193  293  léV  295  189  297 
176  310  174  312  172  314  170  31G  168  318  166 
331  153  3B  151  335  149  337  147  sfS  145  341 
132  354  130  356  128  358  126  360  1^4*  362  122 
375  109  377  1Q7  379  105  381  103  383  101  385 

88  398    86  400    84  402    ^  404    80  406    78 
419    65  421     63  423    61  4!»    59  42^7    57  429 

44  442    42  444    40  446    !S  448    36  450    34 
463    21  465    19  467    17  469    15  471     13  473 
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12  472  14  470  16  468  18  466  ^  464  22 

451  35  449  37  447  39  445  41  443  43  441 

56  428  58  426  60  424  ^2  422  64  420  66 

407  79  405  81  403  83  401  85  399  87  397 

100  384  1&'  382  104  380  106  378  kEb  376  110 

363  123  361  125  359  127  357  129  355  131  353 

144  346'  146  338  148  336  150  334  152  3^  154 

319  167  317  169  315  171  313  173  311  175  309 

188  296  190  294  192  292  194  2%'  196  288  198 

275  211  273  213  271  215  269  217  267  219  265 

232  252  234  250  236  248  238  246  240  244  2^^ 

S49 

254230256228258226260  224262222204 

209  277  207  279  205  281  203  283  201  285  199 

298  186  300  ISÏ  302  182  304  180  S06  178  308 

165  321  163  323  161  325  159  327  157  329  155 

3V2  142  3JÏ  140  346  lèS  348  136  350  134  352 

121  365  119  367  117  369  115  371  113  373  111 

386  98  3{fS  96  390  94  392  92  394  90  396 

77  403  75  411  73  413  71  415  69  417  67 

430  54  432  52  434  50  436  48  438  46  440 

33  453  31  455  29  457  27  459  25  461  23 

474  10  476   8  478   6  480   4  482  2  484 
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ïégolarisant  les  horisonta 
an  lien  de  482,  l.'®  et  2SLe. 


2.e  et  21 .« 
3.«et!20.« 
4.«  et  19.« 
5.«  el  18.« 
€•«  et  17,e 
7.e  et  16.« 
8.e  et  15.e 
9.e  et  14.« 


on  alterne    38  et  456. 
alternant      53  et  427. 


alternant 
alternant 
alternant 
alternant 
alternant 
alternant 


10.«et  13.^:  alternant 
11.«et12.e:  alternant 


82  et  412. 

102  et  388. 

124  et  36& 

135  et  333. 

170  et  324. 

177  et  287. 
218  et  284. 


225  et  247. 

Les  horizontales  étant  rectifiées,  si  l'on  passe  anx  Terti- 
les,  on  pent  les  régulariser  comme  suit  : 

Pour  les  ij^  et  dernière,  on  permutera  21  et  42. 


2.eet21.e 
3.®  et  20.« 


alternant  332  et  351. 
alternant    91  et  108. 

4.e  et  19.e  :  alternant  290  et  305. 

5.®  et  18.e  :  alternant    49  et   62. 

6.e  et  17.e  :  alternant  138  et  149. 

7.e  et  16.e  :  alternant  258  et  249. 

8.«  et  15.6  :  alternant  184  et  191. 

9.6  et  14.6  :  alternant  339  et  344. 
10.6  et  13.6  :  alternant  340  et  343. 
11.6  et  12.6  :  alternant  187  et  188. 

On  voit  combien  penyent  Tarier  les  changemens;  et 
plus  la  racine  est  grande ,  plus  il  est  facile  d'arriver  au 
résultat  cherché. 

n  n'y  a  pas  à  craindre  de  ne  pas  trouver  de  nombres 
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conTenables  pour  opérer  les  mutations  nécessaires.  £d 
effet  les  verticales  à  égale  distance  de  la  ligne  sépaiatiTe 
auront  sur  la  même  horizontale  deux  nombres,  dont  la 
di£férence  en  plus  ou  en  moins  sera  ceUe  exigée,  et  il  j 
aura  autant  de  ces  nombres  qu'il  y  a  d'horûontaies  prises 
de  2  en  2.  Par  exemple ,  la  première  verticale,  oomptrée 
à  la  dernière,  aura  les  nombres  1,  22;  45,  66;  89,  UO; 
133, 154;  177,  198;  221,  242;  243,  264;  287,  206;  331, 
352;  375,  396;  419, 440;  463, 484.  Ces  nombres  diflèrent 
tous  de  21  unités  ou  de  r — 1 ,  et  peuvent  par  ccniséqnent 
alterner  pour  régulariser  les  verticales  jNremière  et  dernière. 
Gela  tient  à  la  construction  du  carré  primitif 

Quant  aux  horizontales ,  on  aura  sur  une  même  verti- 
cale deux  nombres  dont  la  différence  sera  celle  demandée, 
et  il  y  aura  autant  de  nombres  que  de  verticales  prises  de 
2  en  2  :  ainsi  1,  463;  3,  465;  5,  467;  7,  469;  9,  47f  ;  11, 
473;  12,  474;  14,  476;  16, 478;  18,  480;  20, 482;  22, 484, 
ont  tous  pour  différence  462. 11  en  sera  de  même  pour  les 
autres  horizontales  à  égale  distance  de  la  ligne  séparative* 

y oici  encore  le  carré  de  6 ,  qui  est  le  plus  petit  de  tous 
ceux  à  racine  divisible  par  2  seulement. 
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ilae  l'on  éfaange  de  place  les  deux  nombres  da  nûlien 
des  première  et  dernière  yerticale  :  on  anra  augmenté  de 
121a  3.^  et  diminué  de  12  la  IL^  horizontale.  Gelle-ci  était 
trop  forte  de  6,  et  la  3.^  trop  Êdble  de  6;  mais  si  l'on  al- 
terne 20  et  1  il,  dles  seront  exactes.  Si  l'on  alterne  7  et  25 , 
les  %^  et  5.^  horiiontales  seront  exactes.  La  1 J^  verticale  a 
5  de  moins,  et  la  dernière  5  de  plus.  Si  donc  on  alterne  24 
et  19 9  qui  ont  déjà  subi  un  changement,  ces  yerticales  se- 
ront exactes.  Alternant  32  et  35,  on  régularisera  les  2.^  et 
5.®  verticales.  Quant  à  cdles  du  milieu,  alternant  4  et  3, 
dles  seraient  régulières;  mais  si  l'on  alterne  33  et  34 ,  la 
3.0  aura  1  de  trop ,  et  la  4.®  1  de  moins.  Qu'on  change 
10  et  9  :  elles  seront  de  nouTcau  exactes.  Enfin  alternant 
4  et  34,  qm  ont  déjà  subi  un  changement,  la  ij^  et  la 
dernière  v^ticale  seront  régulières. 

On  Yoit  que  pour  ce  carré  il  y  aurait  plus  de  difficulté  à 
la  correction  que  pour  un  carré  à  plus  forte  racine. 

Toici  les  tableaux  que  donne  ce  carré  : 

/1  24356  /030300  30    0 

21624  35  1  tsl24    6  24  24    6    6 

S  16  5  3  «  2  1  â)l8  18  12  12  12  18 

S  n  5  3  4  2.6  S  112  12  18  18  18  12 

^.f6  23451  6lf624    6    62424 

'"\1  54326  \30    0030030 

Ces  tableaux  n'ont  aucun  rapport  entr'eux. 

CHAPITRE  ly. 

BORDURBS. 

■ 

Tout  ce  qui  a  été  dit  relatifement  aux  bordures,  s'iqn 
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de  100  égaux  eu  inégaux;  100  carrés  de  9,  œux-ci  consi- 
dérés comme  simples  nombres;  36  carrés  de  25  cases , 
arrangés  d'après  les  règles  du  carré  de  6;  enfin  25  carrés 
de  36  cases,  égaux  ou  inégaux. 

Soit  enfin  2  •  3  •  5  •  7r-=210.  Il  Tiendrait  6  famés  ;  car 
210  se  décompose  en  3*70;  5*42;  7*30;  6.S5;  10*21; 
14*15.  Parmi  les  carrés  partieb  plusieurs  se  difîsent  en 
compartimens  :  ainsi  les  36  carrés  de  35  de  racine  peorent 
donner  chacun  49  carrés  de  25  cases,  <ra  25  carrés  de  49 
cases,  puisque  35^=:7^  5^, et  ainsi  des  autres. 

Comme  on  a  donné  ailleurs  la  manière  de  former  les 
carrés  à  compartimens,  on  se  contentera  de  celui  de  18, 
par  9  carrés  de  36  cases  et  par  36  carrés  de  9  cases 
[planche  XlUl^fgures  119  et  120>  Ces  36  carrés  s'ar- 
rangent  comme  des  nombres'  simples;  chacun  est  composé 
de  9  nombres  en  progression  ;  l'on  a  pris  ces  nombres  par 
ordre ,  à  commencer  par  les  9  premiers ,  et  ainsi  de  suHe 
{figure  120).  Pour  les  9  carrés  de  36  cases  on  a  également 
les  36  nombres  de  chaque  carré  par  ordre  (^figure  119). 
Les  36  carrés  de  9  cases  ont  été  arrangés  d'après  Tordre 
du  %^  carré  de  la  figure  119. 

On  Toit  oo  <pie  l'on  aurait  à  (aire  pour  toute  autre  racine 
pairement  impaire ,  ou  divUiKli»  p5ir  9  teid<>fnent. 

D'après  ce  qui  précède,  on  est  à  même  de  faire  tout 
carré  simple  à  bordure  et  à  compartiment. 

On  terminera  ici  ce  que  Pou  ayaât  à  dire  sur  les  carrés 
pairs  et  impairs  réguliers,  soit  simples ,  soit  â  bordures, ou 
a  compartimens.  Dans  le  second  Tolume  on  examinera  les 
formes  particulières  dont  sont  susceptibles  les  carrés, 
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fbnnes  nouvefles,  et  doot  aucun  antew,  à  notre  connais- 
sance ,  ne  s'est  occupé.  Ia  troisième  partie ,  qui  fait  la 
matière  de  ce  second  TOlume ,  est  la  pins  intéressante  ; 
les  croix,  chissis,  équerres,  bandes  détachées,  offrent  de 
noareDes  combinaisons  propres  à  piquer  rirement  la  cu- 
riosité. La  théorie  des  cubes  magiques ,  et  on  essai  sur  les 
cercles  manques,  compléteront  l'oanage.  De  nombreuses 
figures  accompagneront  et  éclairciront  le  texte ,  anqoel 
on  ajoutera  le  développement  d'une  formule  d'Euler,  qui 
tronre  naturellement  place  à  la  suite  des  carrés  magiques, 
puisqu'elle  a  pour  but  de  résoudre  nu  ^problème  qui  se 
rattache  k  la  théorie  de  ces  carrés. 
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